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Analogien  znr  Thermodynamik. 

Von  Victor  Fischer  in  Stuttgart. 

In  seinen  „Principien  der  Statik  monocyklischer  Systeme"^)  hat 
Helmholtz  eine  Bewegungsart  analytisch  begründet^  die  besonders 
wegen  ihrer  vielfachen  Analogien  mit  den  sogenannten  verborgenen  Be- 
wegungen eine  grofse  Bedeutung  erlangt  hat.  In  der  genannten  Arbeit 
führt  Helmholtz  vor  allem  die  Analogie  der  monocyklischen  Be- 
wegung mit  der  Wärmebewegung  durch.  Er  zeigt,  daüsi  das  bei  der  ersteren 
erhaltene  Energiedifferential  vollkommen  mit  jenem  der  Wärme  über- 
einstimmt^), und  dals  femer  durch  entsprechende  Koppelung,  das  ist 
die  kinematische  Verbindung  zweier  monocyklischer  Systeme,  die  er 
für  den  besonderen  Fall  eines  umkehrbaren  Vorganges  als  isomore 
Koppelung  bezeichnet,  die  charakteristischen  Eigenschaften  eines  Wärme- 
überganges hervortreten.  Weitere  Analogien  in  dieser  Richtung  sind 
von  Boltzmann  ausgeführt  worden.^) 

Meine  Aufgabe  soll  es  nun  sein,  auf  einen  sehr  einfachen  der- 
artigen monocyklischen  Bewegungsvorgang  hinzuweisen,  durch  dessen 
Betrachtung  wir  zu  Gleichungen  gelangen,  die  denen  der  Thermodyna- 
mik auch  in  Bezug  auf  die  besondere  Bedeutung  der  darin  vorkommenden 
Gröfsen  ziemlich  vollkommen  analog  sind. 

Zu  diesem  Zwecke  denken  wir  uns  einen  Ring  von  kreisförmigem 
Querschnitt,  dessen  Querschnittsdimensionen  gering  gegen  die  Länge 
der  Mittellixiie  sind.  Dieser  sei  rings  eingeschlossen  von  einer  Hülle, 
unter  der  wir  uns  auch  eine  Flüssigkeit  vorstellen  können,  die  auf  seine 


1)  Journal  für  die  reine  und  angew.  Mathematik.   Bd.  97. 

2)  Eine  weitere  Analogie  mit  den  cyklischen  Bewegungen  ist  bekanntlich 
auch  in  neueren  Werken  über  Elektrodynamik  bezüglich  des  Verhaltens  der  pon- 
deromotorischen  und  besonders  der  elektromotorischen  Kräfte  durchgeführt  worden. 

3)  L.  Boltzmann.  über  die  Eigenschaften  monocyklischer  imd  anderer  da- 
mit verwandter  Systeme.  Joum.  f  d.  reine  u.  angew.  Mathematik.  Bd.  98.  — 
Vorlegungen  über  Maxwells  Theorie  der  Elektricität  und  des  Lichtes,  I.  Theil, 
2.  Vorlesung.    Leipzig  1891. 

Zeitschrift  f.  Mathematik  ti.  Physik.  47.  Band.  1902.  1.  u.  2.  Heft.  1 


2  Analogien  zur  Thermodynamik. 

Oberfläche  einen  überall  gleichmäfsigen  Druck  ausübt.  Der  besseren 
AnBchaulichkeit  wegen  wollen  wir  unsere  Betrachtungen  auf  ein  scheiben- 
förmiges Element  beschränken,  das  wir  uns  aus  dem  Ringe  heraus- 
schneiden, da  sich  die  Ergebnisse  für  dieses  ebenso  auf  den  ganzen 
Bing  erstrecken,  der  sich  ja  aus  lauter  solchen  gleichen  Scheiben  gleich- 
artig zusammensetzt.  Die  Breite  dieser  Scheibe  setzen  wir  der  Ein- 
fachheit halber  gleich  der  Einheit.  Ihre  Masse  sei  m  und  die  spezi- 
fische Masse,  also  die  Masse  pro  Yolumeinheit  sei  /i. 

Der  ganze  Ring  sei  nun  in  gleichmäfsiger  Rotation  um  seine 
Mittellinie  begriffen;  mit  andern  Worten,  er  bilde  das,  was  wir  einen 
einfachen  Wirbel  nennen  können.  Für  die  Scheibe  als  Element  des 
Ringes  können  wir  dann  folgende  dynamische  Betrachtung  anstellen: 
Ist  oj  die  Winkelgeschwindigkeit  und  t;  =  reo  die  Geschwindigkeit 
irgend  eines  Punktes  in  der  Entfernung  r  von  der  Mittellinie,  so  können 
wir  uns  für  jeden  Punkt  die  Fliehkraft  pro  Masseneinheit  f  ==  roj^  an- 
gegeben denken.  Es  wird  daher  die  Gröfse  der  Fliehkraft  dF  eines 
ringförmigen  Scheibenelementes  dm  gleich  sein 

dF  =  fdm  ==  rrn^  •  (i2r3cdr  =  2nii(o*r*dr, 

Für  die  Gesamtgröfse  F  der  Fliehkraft  ergiebt  sich  daraus 

R 
0 

wobei  R  den  Umfangsradius  und  V  die  Umfangsgeschwindigkeit  der 
Scheibe  bedeuten.  Führen  wir  in  den  erhaltenen  Ausdruck  wieder  die 
Masse  m  =  IPstfi  ein,  so  erhalten  wir  schliefslich 

(1)  F=|m(D«B  =  >J'. 

Wenn  wir  uns  also  |^  der  Scheibenmasse  im  Umfangsradius  konzentriert 
denken,  so  entspricht  deren  Fliehkraft  der  Gesamtfliehkraft  der  homo- 
genen Scheibe. 

Ich  möchte  hier,  bevor  ich  weiter  gehe,  noch  die  Bemerkung  ein- 
schalten, dafs  wir  derartige  Ausdrücke  auch  noch  für  beliebige  andere 
Körper  bilden  können,  die  um  eine  durch  ihren  Schwerpunkt  gehende 
Achse  rotieren,  da  die  Ableitung  derselben  nur  von  der  geometrischen 
Gestalt  des  Körpers  abhäi^. 

Bilden  wir  denselben  beispielsweise  noch  für  eine  Kugel.  Wir 
können  uns  diese  aus  lauter  Elementarscheiben  senkrecht  zur  Umdrehungs- 
achse  zusammengesetzt  denken.  Der  Halbmesser  einer  solchen  Elemen- 
tarscheibe sei  r,   ihre  Breite  db]   dann  ist  ihre  Masse  dm  =  (lytr^db, 


Von  Victor  Fischer.  3 

und  nach  Gleichung  (1)  ist  daher  ihr  Beitrag  zur  Gesamtfliehkraft  der 
Kugel. 

Durch  Integration    erhalten    wir,    wenn   R    der   Halbmesser    der 
Kugel  ist, 

—  R 

Da  wir  aber  fQr  r  und  b  schreiben  können 

r  =  U  sin  a 
6  =  J2cosa, 

so  geht  unser  Integral  nach  Einführung  dieser  Beziehung  über  in 


Es  ist  nun 


71 


"8" 


mithin 


«• 


-P=^^CD»12*. 


Führen  wir  wieder  die  Masse  m  «=  jR^^ii  ein,  so  erhalten  wir 
schliefslich  als  Ausdruck  für  die  Gesamtfliehkraft  der  Kugel 

(2)  F=^mJ?«,«  =  »>;. 

Kehren  wir  wieder  zu  unserem  Wirbel  zurück.  Dieser  soll  nun 
derart  beschaffen  sein,  dafs  der  Gesamtbetrag  der  auftretenden  Flieh- 
kräfte ab  gleichmäfsig  yerteilter  Druck  auf  den  Wirbelumfang  zur 
Geltung  kommt. 

Dafs  sich  eine  solche  Vorstellung  verwirklichen  läfst,  wollen  wir 
uns  sofort  an  einem  Modell  klar  machen,  das  auch  thatsächlich  aus- 
gef&hrt  werden  kann. 

Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir  eine  hölzerne  kreisrunde  Scheibe, 
zerschneiden  dieselbe  erst  in  Ringe  von  gleicher^ Dicke  und  zerteilen 
diese  wieder  in  radialer  Richtung.  Die  auf  solche  Art  gebildeten 
Scheibenteile  durchbohren  wir  nun  so,  wie  es  durch  gestrichelte  Linien 
in  der  Zeichnung  (Fig.  1)  angedeutet  ist.  Auf  einer  hölzernen  Nabe 
(Fig.  2)  befestigen  wir  nun  in  radialer  Richtung  Messingstäbe  Yon 
genügendem  Widerstände  gegen  Yerbiegung,  die  den  Bohrlöchern  in 
Fig.  1  entsprechen  müssen. 
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Auf  diese  Stäbe  fädeln  wir  die  einzelnen  Scheibenteile  auf  und 
ziehen  über  den  ganzen  Scheibenumfang  ein  geschlossenes  elastisches 
Band.  Die  so  gebildete  Scheibe  können  wir  nun  auf  eine  Welle  auf- 
keileU;  an  der  eine  Kurbel  angebracht  ist. 

Wenn  wir  nun  das  Ganze  als  reibungslos  ansehen^  so  daCs  also^ 
wenn  das  Band  entfernt  wird^  die  einzelnen  Scheibenteile  in  radialer 
Richtung  voUkommen  frei  beweglich  erscheinen,  und  die  Scheibe  in 
Umdrehung  bringen,  so  wird  in  jedem  Scheibenteile  eine  ihm  ent- 
sprechende Fliehkraft  auftreten;  und  zwar  wird  dieselbe  in  unserem 
Falle  mit  dem  Quadrate  der  Schwerpunktradien  zunehmen,  was  leicht 
nachzurechnen  ist.  Jede  dieser  Fliehkräfte  wird  sich  nun  in  ihrer 
ganzen  Gröfse  als  Druck  auf  den  nächstfolgenden  Teil  und  von  diesem 
wieder  weiter  übertragen,   so  dafs  schliefslich    die   Summe  aller   auf- 

Fig.  1. 


tretenden  Fliehkräfte  Zmojl^r  als  Druck,  und  zwar  schon  aus  blofsen 
Symmetriegründen,  als  gleichmäfsig  verteilter  Druck  auf  das  elastische 
Band  zur  Geltung  kommt. 

Wir  sehen,  dafs  wir  an  den  dynamischen  Verhältnissen  nichts 
ändern,  wenn  wir  die  angenommenen  Scheibenelemente  durch  solche 
Yon  beliebiger  symmetrischer  Gestalt  ersetzen,  beispielsweise  durch 
Kugeln,  die  gegen  den  Scheibenumfang  hin  gröfser  werden.  Wir  können 
uns  femer  die  Messingsiäbe  weggenommen  denken,  so  wird  auch  dann 
nachdem  die  einzelnen  Scheibenelemente  zentral  auf  einander  drücken, 
die  Bewegung  ohne  Auftreten  von  tangentiellen  Drücken  aufrecht  er- 
halten werden  können,  wenn  nur  die  Kugeln  eine  genügend  rauhe  Oberfläche 
haben,  und  wenn  keine  allzu  heftigen  Geschwindigkeitsänderungen  statt- 
finden. Den  Zusammenhang  der  einzelnen  Kugeln  können  wir  uns  in 
diesem  Falle  durch  elastische  Schnüre  bewerkstelligt  denken,  wobei  wir 
aber  voraussetzen,  dafs  die  in  tangentieller  Richtung  auftretenden  Zug- 
spannungen so  gering  sind,  dafs  wir  ihre  Wirkung  vernachlässigen 
können.  Auch  hier  können  wir  an  unserer  Annahme,  dafs  sich  die 
Fliehkräfte  ungehindert  auf  den  Scheibenumfang  übertragen,  festhalten. 
Lassen  wir  die  Scheibenelemente  in  unserer  Vorstellung  immer  kleiner 
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werden^  so  geht   schliefslich  die  obige  Summe  in  das  früher  gebildete 

Integral   über.     Da   nun   der    Gesamtdruck    auf   den   Scheibenumfang 

gleich  sein  wird  P  =  2Rnp,  wobei  p  den  spezifischen  Druck,  also  den 

Druck  pro  Flächenemheit  bedeutet,  so  können  wir  dem  Gesagten  zufolge 

schreibeu: 

(30  F^l^(iV^R^P  =  2R7tp 

(3)  iftF«  =  />. 

Statt   der   spezifischen  Masse  können  wir  in  Gleichung  (3)  auch 

deren  reziproken  Wert,  das  spezifische  Volumen  t;  ==  -  einführen-  und 
dieselbe  in  der  Form  schreiben: 

(3)  V^  =  3pv 

Diese  Gleichung  entspricht  gewissermafsen  der  Grundgleichung  der 
kinetischen  Grastheorie,  und  sie  möge  die  Grundlage  für  die  folgenden 
energetischen  Betrachtungen  an  unserer  rotierenden  Scheibe  bilden. 
Aus  Analogiegründen  wollen  wir  noch  für  F^  =  T  und  für  -J  den 
Buchstaben  R  setzen.     Gleichung  (3)  schreibt  sich  dann  in  der  Form 

(3)  RT==pv. 

Hätten  wir  statt  der  obigen  Scheibe  ein  rotierendes  cylindrisches 
Gefafs  betrachtet,  das  von  einer  unzusammendrückbaren  Flüssigkeit  er- 
füllt ist,  so  hätten  wir  an  Stelle  von  (3)  für  den  Druck  auf  die  Mantel- 
fläche die  Gleichung  V^  =  2pv  erhalten,  wovon  man  sich  auf  Grund 
der  Euler  sehen  Gleichungen  oder  auch  durch  Aufstellung  der  Gleich- 
gewichtsbedingungen für  den  vorliegenden  Fall  leicht  überzeugen  kann. 
Es  wird  dann  der  Gesamtdruck  der  Flüssigkeit  auf  die  Mantelfläche 
gleich  sein  mjßo^,  also  ebenso  grofs  als  die  Fliehkraft;  der  ganzen 
Flüssigkeitsmasse,  wenn  wir  uns  dieselbe  im  Umfangsradius  konzentriert 
denken.  Hier  dürften  wir  im  Falle  einer  Ausdehnung  in  radialer  Rich- 
tung den  im  Innern  gebildeten  Hohlraum  nicht  vernachlässigen,  da  der- 
selbe von  gleicher  Gröfse  ist  mit  der  äufsem  Yolumänderung,  während 
bei  unserer  Anordnung  für  eine  geringe  Ausdehnung  der  Scheibe  dieser 
Hohlraum  im  Verhältnis  zur  Ausdehnung  noch  so  klein  bleibt,  dafs 
wir  ihn  vernachlässigen  können. 

Der  Betrag  an  kinetischer  Energie  der  Scheibe,  welcher  uns 
gleichzeitig  deren  Eigenenergie  vorstellt,  ist 

Sta* 
m  72* 

wenn  &  =  — r—    das  Trägheitsmoment   bedeutet.     Wir   erhalten  daher 
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nach  EinföhruDg  dieses  Wertes  und  unter  Berücksichtigung  von  Glei- 
chung (3) 

(4)  e ^~  =  ^mpv] 

• 

und  wenn  wir  die  Masse  der  Scheibe  gleich  der  Einheit  setzen  und 
aus  später  sich  ergebenden  Gründen  die  Bezeichnung  \  ^  c^  und 
^  =  X  —  1  einführen,  können  wir  auch  schreiben: 

(4)  e^c,T^J^^. 

Es   ist  also   die  Eigenenergie    der  Scheibe  sowohl  eine  Funktion 
ihrer  Umfangsgeschwindigkeit,  als  auch  von  Druck  und  Volumen. 

Denken  wir  uns  der  Scheibe  Energie  zugeführt.  Aus  Analogie- 
rücksichten nehmen  wir  an,  dies  geschehe  so,  dafs  eine  zweite  Scheibe, 
die  wir  uns  auch  als  starren  Körper  denken  können,  von  gröfserer 
Umfangsgeschwindigkeit  mit  der  ersten  in  entsprechende  Berührung 
komme.  Infolge  der  dadurch  bedingten  Ausgleichung  der  Umfangs- 
geschwindigkeiten^) wird  kinetische  Energie  von  der  einen  Scheibe  auf 
die  andere  übertragen,  die  sowohl  zur  Erhöhung  der  kinetischen 
Energie  der  letzteren,  als  auch  durch  Ausdehnung  derselben  unter  Über- 
windung eines  äufsem  Druckes  zur  Arbeitsleistung  dienen  kann.  Da- 
bei ist  noch  zu  bemerken,  dafs  die  Scheiben  nicht  absolut  glatt  sein 
dürfen,  sondern  eine  gewisse  Rauhigkeit  besitzen  müssen,  und  dafs 
während  des  Ausgleiches  der  Umfangsgeschwindigkeiten  ein  unvermeid- 
licher Energieverlust  durch  Reibung  stattfinden  wird,  was  sich  mit  dem 
Satz  von  der  Vermehrung  der  Entropie  in  Zusammenhang  bringen 
läfst.  Wir  sehen  femer,  dafs  bei  einer  derartigen  Energieübertragung 
niemals  von  selbst  Energie  von  einer  Scheibe  mit  kleinerer  Umfangs- 
geschwindigkeit auf  eine  solche  mit  gröfserer  Umfangsgeschwindigkeit 
übertragen  werden  kann.  Mag  die  Scheibe  mit  der  geringeren  Umfangs- 
geschwindigkeit und  mit  ihr  auch  ihre  kinetische  Energie  noch  so  grofs 
sein  im  Vergleich  zur  Scheibe  mit  der  gröfseren  Umfangsgeschwindigkeit, 
immer  findet  die  Energieübertragung  von  der  gröfseren  zur  kleineren 
Umfangsgeschwindigkeit  statt;  und  was  von  den  Umfangsgeschwindigkeiten 
gilt,  das  gilt  ebenso  von  ihren  Quadraten.  In  dieser  Beziehung  findet 
also  Analogie  mit  dem  Verhalten  der  Temperatur  statt 

Eines  ist  dabei  noch  zu  beachten.  Bei  einem  derartigen  Energie- 
ausgleich zweier  Scheiben,  beziehungsweise  zweier  Wirbel  spielt  deren 

1)  Der  sich  hierbei  abspielende  dynamische  Vorgang  ist  ein  spezieller  Fall 
des  Stofses  zweier  Massen,  die  nur  Geschwindigkeiten  in  Bezug  auf  ihre  Schwer- 
punkte besitzen,  während  die  Geschwindigkeiten  der  Schwerpunkte  selbst  gleich 
0  sind. 


Von  Victor  Fischer.  7 

UmlaufsBum  eine  wesentliche  Rolle.  Wir  dürfen  aber  nicht  vergessen, 
dafs  wenn  wir  uns  die  Wärme  unter  dem  Bilde  einer  Wirbelbewegung 
Yorstellen  wollen*),  der  von  uns  betrachtete  einzelne  Wirbel  auch  nur 
ein  Element  der  ganzen  Bewegung  vorstellen  kann,  die  sich  aus  lauter 
solchen  Elementen  zusammensetzt.  Soll  diese  Bewegimg  geordnet  sein, 
so  müssen  stets  Elemente  von  positivem  mit  solchen  von  negativem 
Umdrehungssinn  zusammenwirken.  Es  müssen  also  mindestens  soviel 
positive  als  negative  Wirbel  vorhanden  sein. 

Bezüglich  der  Arbeitsleistung  unserer  Scheibe  setzen  wir  fest,  dafs 
dieselbe  sehr  langsam  erfolge,  dafs  daher  der  wirkende  Druck  stets  nur 
wenig  gröfser  ist  als  der  zu  überwindende,  ebenso  soll  die  Differenz 
der  Umfangsgeschwindigkeiten  beider  zusammenwirkenden  Scheiben 
immer  gering  bleiben,  mithin  die  Änderung  der  Winkelgeschwindig- 
keiten und  daher  auch  der  kinetischen  Energien  sehr  langsam  erfolgen. 
Schlielslich  soll  auch  die  Ausdehnung  der  Scheibe  im  Verhältnis  zu 
ihrem  Durchmesser  gering  bleiben,  damit  wir  ihre  Massenverteilung 
noch  als  homogen  ansehen  können.  Wir  machen  also  dieselben  Vor- 
aussetzungen, die  in  der  Thermodynamik  gemacht  werden,  um  die 
Wärmevor^nge  als  umkehrbar  zu  betrachten.  Wir  sehen  aber  auch, 
dafs  sich  diese  Voraussetzungen  vollständig  mit  den  Annahmen  decken, 
die  wir  machen  müssen,  Tim  unsem  Bewegungsvorgang  als  einen  cjk- 
lischen  zu  bezeichnen,  bei  dem  die  Winkelgeschwindigkeit  als  cyklische 
Koordinate,  das  Volumen  als  langsam  veränderliche  Koordinate  zu  be- 
trachten ist. 

Für  den  virtuellen,  umkehrbaren  Prozefs  können  wir  daher  schreiben: 

(5)  dQ  '^  de+pdv. 

Dabei  ist  zu  beachten,  dafs  dQ  kein  Differential  im  gewöhnlichen  Sinne 
vorstellt,  denn  es  ist  nach  (4) 

de  =  ~vdp  +  ^pdv, 
daher 

dQ  =  ^vdp  +  ^pdv, 

cp  cv 

Dieses  Resultat  stimmt  mit  der  bekannten  Hauptgleichung  der 
Thermodynamik  überein.     Es  wird   hier  wie  dort  die  Energieumwand- 


1)  Vorstellungen,  die  von  Wirbelbewegungen  ausgehen,  sind  keineswegs  neu. 
Ich  erinnere  an  die  beiden  Abhandlungen:  W.  Thomson,  On  Vortex  Atoms,  Phi- 
losophical  Magazine  1867.  M.  Bankine,  On  the  Thermal  Energy  of  Molecular 
Vortices,  Trans,  of  the  E.  S.  of  Edinburgh.    Vol.  XXV.    1869. 
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lung  bedingt  sein  durch  die  Art  und  Weise,  wie  sich  der  Druck  mit 
dem  Volumen  ändert.       . 

Wir  wollen  nun  gleich  daran  gehen,  die  wichtigsten  dieser  Um- 
wandlungen an  unserem  Beispiele  zu  betrachten  und  beginnen  mit  der 
isothermischen,  resp.  isodynamischen  Zustandsänderung.  Bei  dieser  wird, 
wie  wir  wissen,  die  gesamte  zugeftihrte  Wärme  zur  Arbeitsleistung 
verwendet,  während  die  Eigenenergie  konstant  bleibt. 

tJbertrs^en  wir  dies  auf  unsem  Fall,  so  können  wir  nach  (4) 
schreiben: 

e  =  -T-  =  jpv  =  const. 

daher  ist 

(6)  V^  =  const;    ^t;  =  consi 

Gleichung  (6)  entspricht  der  Gleichung  der  Isotherme.  Wir  wollen 
dieselbe,  um  den  dynamischen  Zusammenhang  in  unserer  Analogie 
besser  zu  überblicken,  noch  auf  eine  andere  Weise  herleiten.  Wir 
können  F*  =  const  auch  ausdrücken  durch 

(6a)  JJ^o«  =  JBJof . 

Nun  ist  nach  (S') 

F  =  P  =  imo«  JB  =  2R7tp, 

Daraus  folgt 

'^i       Pi 
und  aus  m  =  (iR^x  =  /x^üj^r  ergiebt  sich 

^  =  ?t  =  -^. 

Führen  wir  diese  beiden  Beziehungen  in  (6  a)  ein,  so  bekommen  wir 
wieder 

(6)  PV^^PtVy 

Auf   einfache  Weise   lassen    sich   noch   die  weiteren  Beziehungen 

ableiten: 

F        P        m 


F   ~  P 


CD 


1 


Dieses  Resultat  in  Worte  gefafst,  lautet:  Während  der  spezifische 
Druck  dem  Quadrate  der  Winkelgeschwindigkeit  direkt  proportional 
und  dem  spezifischen  Volumen  verkehrt  proportional  ist,  erscheint  der 
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ßesamtdnick   der  Winkelgeschwindigkeit   direkt   proportional  und  der 
Wurzel  aus  dem  spezifischen  Volumen  verkehrt  proportional. 

Die  Arbeitsverhältnisse  bei  einer  solchen  Ausdehnung^  wo  also  bei 
konstant  erhaltener  Umfangsgeschwindigkeit  Energie  zugeführt  wird^ 
werden  ebenfalls  ganz  analog  den  isothermischen  sein.  Nennen  wir 
die  von  der  Scheibe  geleistete  Arbeit  A,  so  ist  nach  (6)  für  die 
Masseneinheit 


Äj  Vi  r, 


(8)  ^=|),»,ig;'  =  ^'ig^;  =  i?rig^;-. 

Die  Energieübertragung  können  wir  uns  wieder  so  denken,  dafs 
auf  unserer  Scheibe  eine  zweite  rollt,  die  aber  im  Vergleich  zu  jener 
so  grofs  ist,  dafs  ihre  Umfangsgeschwindigkeit,  beziehungsweise  ihre 
kinetische  Energie  durch  die  Berührung  mit  der  ersteren  nur  geringen 
Schwankungen  unterworfen  sein  kann.  Damit  nun  zwischen  beiden 
Scheiben  eine  umkehrbare  und  isothermische  Energieübertragung  statt- 
findet, muTs  die  Differenz  zwischen  beiden  Umfangsgeschwindigkeiten 
erstens  sehr  gering  und  zweitens  konstant  sein.  Ein  gewisser  Unter- 
schied mufs  aber  immer  bestehen,  da  sonst  überhaupt  keine  Energie- 
überführung eratreten  kann. 

Die  dauernde  Aufrechterhaltung  dieses  konstanten  Unterschiedes 
wird  eben  durch  die  isothermische  Ausdehnung  der  kleinen  Scheibe 
bedingt.  * 

Dieses  Bild  ist,  wie  ich  schon  eiumal  erwähnte,  das  einfachste, 
das  wir  uns  von  dem  Vorgang  machen  können.  Wollen  wir  den  that- 
sächlichen  Verhältnissen  näher  kommen,  so  müssen  wir  unsere  Analogie 
derart  verallgemeinem,  dafs  an  Stelle  der  einzelnen  Wirbel  ganze 
Wirbelsysteme,  von  denen  das  eine  sehr  grofs  gegenüber  dem  andern 
ist,  in  Berührung  kommen,  so  dafs  von  deren  Berührungsflächen  sich 
Energie  von  dem  einen  System  auf  das  andere  überträgt.  Wir  denken 
uns  dabei  einen  Körper  von  durchweg  gleicher  Temperatur  unter  dem 
BUde  einer  stationären  Wirbelbewegung  derart,  dafs  alle  Wirbel  des 
Systems  mit  gleichen  Umfangsgeschwindigkeiten  ineinander  greifen. 
Eine  Energieübertragung  denken  wir  uns  infolge  des  kontinuierlichen 
Zusammenhanges  der  Bewegung  von  der  Erregungsstelle  ausgehend 
von  eiuem  Wirbel  auf  den  andern  fortgepflanzt.  Es  wird  also  die 
Ausdehnung  der  Wirbel  an  der  Oberfläche  die  Ausdehnung  aller  übrigen 
Wirbel  bedingen. 
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Die  nächste  Zustandsänderung;  der  wir  uns  nun  zuwenden  wollen, 
sei  die  adiabatische.  Bei  derselben  wird  dem  Gase  keine  Wärme  zu- 
geführt. Dessen  Arbeitsleistung  geschieht  blofs  auf  Kosten  seiner 
Eigenenergie.  Übertragen  wir  dies  auf  unser  Beispiel,  so  müssen  wir 
sagen:  Die  Scheibe  soll  sich  Arbeit  verrichtend  ausdehnen,  ohne  dals 
ihr  von  aussen  Energie  zugeführt  wird.  Es  mufs  sich  daher  die  kine- 
tische Energie  um  den  Betrag  der  geleisteten  Arbeit  vermindern. 

unsere  Energiegleichung  (5)  schreibt  sich  demnach: 

0  —  äe  +  pdv 

0  =  ^vdp  +  ipdvy 


daraus  folgt  weiter 


0=^  +  1^ 


(9)  pv^  ^  const. 

Diese  Gleichung  entspricht  bis  auf  den  Exponenten  |  =  1  + 1  der 
Gleichung  der  adiabatischen  Zustandsänderung. 

Um  den  dynamischen  Vorgang  wieder  vor  Augen  zu  haben,  wollen 
wir  auch  hier  misere  Gleichung  noch  auf  einem  zweiten  Wege  ab- 
leiten. 

Wir  können  das  Energiedifferential  für  die  Masseneinheit  auch  in 
folgender  Weise  anschreiben: 

-  de  =  FdB 


-idF*«|7^' 


Die  Integration  ergiebt 


B 


_  i  cm  JL  A^ 

F»  R 

8  8 

Führen  wir  wieder  die  Beziehung  ^2  '^  ""  ®^^  ^^^  setzen  F* ««  T, 
so  erhalten  wir 

Auch  in  dieser  Form  ist  uns  die  Gleichung  aus  der  Thermodynamik 
bekannt,  und  ihre  Zurückführung  auf  (9)  unterliegt  keinen  Schwierig- 
keiten. 
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Bezüglich   des  Verhaltens   des   Gesamtdruckes   zum  Volumen   er- 

iriebt  sich 

n  11 

Was  die  von  der  Scheibe  an  die  Hülle  abgegebene  Arbeit  A  an- 
belangt,  so  schreibt  sich  dieselbe  analog  wie  in  der  Thermodynamik 

(10)    Ä = i(F»  -  r\) = 1(1,«  -  p,v,)  =-i^(i  -  i^j-y 

Den  letzten  Ausdruck   der  Gleichung  (10)   hätten  wir  natürlich  auch 

durch  Ausführung  von  f  pdv  unter  Benutzung  von  (9)  erhalten. 

Wir  kommen  nun  zur  Zustandsänderung  bei  konstantem  Volumen. 
Bei  dieser  müssen  wir  uns  denken,  dals  die  rotierende  Scheibe  durch 
die  sie  umgebende  Hülle  an  einer  Ausdehnung  verhindert  wird.  Es 
wird  dann,  dem  analogen  Fall  der  Thermodynamik  entsprechend,  von 
der  Scheibe  keine  Arbeit  abgegeben.  Daher  wird  die  ganze  ihr  zu- 
geführte  Energie  zur  Erhöhung  ihrer  kinetischen  Energie  verbraucht, 
und  die  Energiegleichung  lautet: 

dQ^  de. 
Durch  Integration  erhalten  wir  für  die  Masseneinheit 
(11)  ^  =  (e^  -  c)  -  \{V\  -  F«)  -  i«(p,  -;,). 

Aus  Gleichung  (3')  ergiebt  sich  sofort 


F« 

o' 

p 

p 

F 

6SS 

^^^^       ^ 

^-~ 



^5^ 

y\ 

< 

"pl 

Pl 

^i 

Es  ist  also  der  spezifische  Druck  proportional  dem  Quadrate  der 
Umfangsgeschwindigkeit,  was  mit  dem  Verhalten  der  Temperatur  bei 
konstantem  Volumen  eines  vollkommenen  Gases  übereinstimmt. 

Wir  haben  schliefslich  noch  die  Zustandsänderung  bei  konstantem 
Druck  zu  besprechen.  Bei  dieser  mufs  die  Energiezufuhr  so  geleitet 
werden,  dafs  der  Druck  stets  gleich  ist  einem  konstant  bleibenden 
Gegendruck  der  Umgebung.  Wenn  wir  dieser  Bedingung  Rechnung 
tragen,  so  geht  die  Energiegleichung  (5)  über  in 

dQ  =  ^pdv  +  pdv  =  ^pdv. 

Durch  Integration  erhalten  wir 

(12)  Q  -  ipfdv  -  ip{v,  -  t;)  -  i(FJ  -  n- 
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Setzen  wir  für  ^  =  Cp,  so  ergeben  sich  zwischen  Cp  und  c»  —  |^  die 
beiden  Beziehungen 

c  -^ 

/.      ~~     1  3    ■"   *• 

^P  4 

Dies  sind  dieselben  Beziehungen^  wie  sie  uns  aus  der  Thermodynamik 
geläufig  sind. 

Ci,  können  wir  definieren  als  jene  Energie,  die  wir  der  rotierenden 
Scheibe  zuführen  müssen,  um  das  Quadrat  ihrer  Umfangsgeschwindigkeit 
bei  konstant  bleibendem  Volumen  um  eine  Einheit  zu  erhöhen,  und  Cp 
als  jene  Energie,  die  wir  zuführen  müssen,  um  das  Quadrat  der  Um- 
fangsgeschwindigkeit um  eine  Einheit  zu  erhöhen,  wenn  sich  gleich- 
zeitig die  Scheibe  bei  konstantem  spezifischen  Druck  ausdehnt.  Durch 
das  Verhältnis  dieser  beiden  Energiebeträge  ist  x,  durch  ihre  Differenz 
ist  R  definiert. 

Wir  wollen  die  Energiegleichung  wieder  mit  Einführung  der 
Fliehkraft  anschreiben  und  dabei  beachten,  dafs  o^,  da  es  nach  (7)  p 
direkt  proportional  ist,  ebenfalls  konstant  bleibt: 

Durch  Integration  zwischen  gegebenen  Grenzen  ergiebt  sich 

Q  =  i(FJ-F«)  +  i(7J-P), 
und  nach  Einführung  unserer  Analogiebezeichnungen, 

Q  ^  c,(l,  -T)  +  B{T,  ~  r)  =  (^p{T,  -  T). 

In  dieser  Form  ist  uns  der  Ausdruck  auch  aus  der  Thermodynamik 
bekannt. 

Für  das  Verhältnis  der  Fliehkräfte  können  wir  schreiben: 

F  P  .B    _  £2^ 

1^  ""  p  ""  jß  ""    1  ' 

Bezüglich  der  dynamischen  Verhältnisse  ist  noch  zu  bemerken, 
dafs  während  bei  der  isothermischen  Zustandsänderung  die  Umfangs- 
geschwindigkeit konstant  bleibt,  dies  hier  für  die  Winkelgeschwindigkeit 
zutrifft. 

Wir  haben  nun  in  unserer  dynamischen  Analogie  die  vier  wich- 
tigsten umkehrbaren  Prozesse  der  Thermodynamik  besprochen,  und  es 
unterliegt  keinen  Schwierigkeiten  mehr,  sich  jede  andere  Zustands- 
änderung, so  z  B.  die  polytropische,  bei  der  die.  zugeführte  Wärme 
der  Temperaturerhöhung  proportional  ist,  ebenso  zu  vergegenwärtigen. 


Von  Victor  Fischbb.  13 

Es  bleibt  uns  jetzt  nur  noch  übrig  den  Garnotschen  Kreisprozefs 
zu  besprechen.  Da  die  Gleichungen  der  Isotherme  und  Adiabate  denen 
der  Thermodynamik  vollkommen  analog  sind,  so  werden  sich  auch  hier 
dieselben  Schlüsse  wie  dort  wiederfinden.  Wir  wollen  daher  diesen 
Fall  nur  ganz  kurz  behandeln  und  zunächst  die  Arbeitsgleichungen  der 
vier  Teilprozesse  in  der  Reihe  anschreiben,  wie  sie  aufeinander  folgen 
und  dann  summieren. 

Da  nun,  wie  sich  in  bekannter  Weise  ergiebt, 


^«  =  ^» 


so  erhalten  wir  durch  Addition  der  angeschriebenen  4  Ausdrücke 
Daraus  folgt  weiter 

"Qi    """       vi 

Dieses  Resultat  ist  also  vollständig  analog  demjenigen  der  mecha- 
nischen Wärmetheorie.  Wir  ersehen  daraus,  dafs  die  bei  dem  Kreis- 
prozefs  gewonnene  Arbeit  proportional  ist  der  Differenz  der  Quadrate 
der  gröfsten  und  kleinsten  Umfangsgeschwindigkeit  und  einem  Quo- 
tienten von  der  Form  ^j;  auch  hier  werden  wir  daher  auf  die  Ein- 
führung eines  Begriffes  geführt,  der  demjenigen  der  Entropie  in  der 
Thermodynamik  entspricht. 

Betrachten  wir  die  Energiegleichung  (5)  genauer,  so  sehen  wir, 
dafs  zufolge  der  Beziehung  V^  =  3pv  das  Quadrat  der  Umfangs- 
geschwindigkeit ein  integrierender  Faktor  derselben  ist.  Wir  erhalten 
durch  dessen  Einfuhrung 
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Das  so  definierte  dr^  ist  ein  vollständiges  Differential  und  dessen  Inte- 
gration ergiebt 

(13)  1]  =  \lgpv^  +  const  =  Co]gpf>^'  +  const. 

Dies  entspricht  dem  bekannten  Ausdruck  fQr  die  Entropie  eines  voll- 
kommenen Gases. 

Die  unmittelbare  Folge  dieses  Umstandes  ist;  dafs  wir  das  Diffe- 
rential der  zugefOhrten  Energie  für  umkehrbare  Vorgänge  auch  in  der 
Form  schreiben  können 

(14)  dQ^V^dri. 

Nun  haben  wir  angenommen^  dafs  die  Energieübertragung  durch 
den  Ausgleich  der  Umfangsgeschwindigkeiten  zweier  aufeinander  rollen- 
den Scheiben  erfolgt^  und  Gleichung  (14)  gilt  nur  für  den  Fall^  dafs 
die  Differenz  der  Umfangsgeschwindigkeiten  so  gering  bleibt^  dafs  wir 
die  hierbei  auftretenden  Energieverluste  durch  Reibung  yemachlässigen 
können.  Diese  Beschrankung  müssen  wir  bei  nicht  umkehrbaren  Ver- 
engen fallen  lassen.  Verstehen  wir  nun^  um  in  Übereinstimmung  mit 
den  thermodynamischen  Bezeichnungen  zu  bleiben,  unter  dQ  die  ron 

der  zweiten  Scheibe  aufgenommene  Energie ,  unter  ^dV\=  ^j-W 

1 
=  T^dtj^   die   von  der  ersten  Scheibe   bei  konstantem  Volumen  abge- 
gebene kinetische   Energie,   so   ist   infolge   des  unvermeidlichen  Ener- 
gieverlustes durch  Reibung 

(15)  dQ  <  ridri,. 
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Bogen  mit  elastiscli  gebimdenen  Widerlagern. 

Von  Baurat  Adolf  Francke  in  Herzberg  a.  Harz. 

Wir  betrachten  zunächst^  Abb.  1,  einen  Ereisbogenträger  mit  dreh- 
baren, aber  unverschieblichen  Endpunkten  und  setzen  in  demselben 
einen  Spannungszustand  17  voraus, 
wobei  17  einen  im  Bogen  in  Rich- 
tung der  Schlufssehne  wirkenden 
Schub  bedeuten  möge  und  positive 
Zahlen  r^  einem  im  Scheitel  wir- 
kenden Drucke,  negative  einem 
Zuge  entsprechen  mögen. 

Der  Bogen  verbiegt  sich  nach 
MaTsgabe  der  Gleichungen: 


r*  dm* 


—  COS  017  =  —  K, 


wenn  K  die  Langskraft  im  Bogen  bedeut#t; 

wenn  Q  die  Querkraft  bedeutet 

T^dii^  ^  i?(coscj  -  cos  ^) , 

wenn  M  das  Biegungsmoment  darstellt, 

-^j^^'^y^^^'^^^^^P)^     -:pr^  =  (cos/J  —  cos  Gj  —   o*  — /J») -^j  ij . 
Betrachten  wir  nun  die  Veränderung  der  geometrischen  Kurven- 

y 

länge  des  Bogens    I  jsdm  und  die  daraus  folgende  elastische  Achsen- 
Schiebung: 
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/     ,  iKrdto 

w 


^ßda.  -ß 


EF 

'ß  -ß 

'EJ 


I (^  +  -w)^^^^  ""  ^^^^^  -  I  cos/J  j  =  -  w;^ .  1?, 


80  erkennen  wir,  dafs  dieser  Wert  w,  ftir  iy  =  —  1,  den  stets  wieder- 
kehrenden Nennerwert  in  den  Bestimmungsgleichnngen  der  Kräfte- 
verteilung des  irgendwie  belasteten  Bogens  mit  drehbaren  aber  unver- 
schieblichen Widerlagern  darstellen  wird.  Denn  die  Belastung  P,  p 
erzeugt  ihrerseits ,  unter  der  Voraussetzung  i^  =  0 ,  irgend  welche 
elastische  Achsenschiebung  Wp,  Wp  und  es  besteht  daher^  wegen  der 
Unmöglichkeit  der  Verschiebung  der  Balkenenden  in  Richtung  der 
Achse  oder^  allgemeiner  gesagt,  wegen  des  Zwanges  der  Stetigkeit  des 
Balkens  zwischen  seinen  beiden  eigenen,  als  solche  bestimmt  gegebenen 

Endflächen,  die  Gleichung: 

—  V^f]  +  p^Op^  0. 

Betrachtet  man  nun  an  Stelle  eines  Bogenträgers  mit  unverschieblichen, 
drehbaren  Widerlagern,  einen  solchen  mit  drehbaren,  aber  nicht  unver- 
schieblichen sondern  elastisch,  etwa  durch  eine  Zugstange,  gebundenen 
Enden,  so  kann  man  mit  geringer  Mühe  die  sämtlichen  fQr  den  Bogen 
mit  unverschieblichen  Eämpfergelenken  giltigen  Formeln  der  Kräfte- 
verteilung umschreiben  in  die  entsprechenden  Formeln  für  elastische 
Bindung. 

Man  braucht  sich  nur  zu  erinnern,  dafs,  geometrisch  betrachtet,  zur 
Bogenlänge   2rß   stets  die  Sehnenlänge   2rsin/)    zugehört,    und    man 

wird  erkennen,  dafs  eine  elastische  Achsenschiebung  w?  =  —  ^~^  ^ 

gleichwertig,  in  Bezug  auf  die  Gestaltung  der  elastischen  Verhältnisse 
und  der  Kräfteverteilung,  zu  erachten  ist  mit  einer  Verlängerung  z/ 
der  Bogensehne,  indem  eine  zwangsweise  Verlängerung  der  Sehne  im 
Scheitel  Zug,  also  den  Zustand  —  ij  hervorruft.  Der,  etwa  durch 
Wärmezunahme,  thatsächlich  im  Zustande  +  ^  befindliche  Bogen  der 
Abb.   1    von    der   ursprünglichen   Länge   2rß   geht   bei   Freigabe    der 

Enden  über  in  den  spannungslosen  Bogen  der  Länge  \2r  -\-  -Aßy  wo 

die  positive  Länge  a  der  absoluten  Gröfse  nach  dem  Wert  w  gleich  ist. 
Der  also  freigegebene  Bogen  liegt  genau  im  Winkel  2/3,  hat  den 

Halbmesser  ^  + -^  iind  die  Sehne  f2r  +  |jsin/J.  Werden  die  End- 
punkte dieser  Sehne  unverschieblich  aber  drehbar  gehalten,  so  hat  der 
Bogen  bei  eintretender  Abkühlung  das  Bestreben,  wieder  ein  Kreis- 
bogen vom  Halbmesser  r  zu  werden  und  seine  natürliche  Länge  2rß 


Von  Adolf  Fbancke. 
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anzunehmen.  Es  entsteht  der  dem  ersten  Zustande  +  iy  entgegen- 
gesetzte Zustand  —  i?,  hervorgerufen  durch  die  Sehnenänderung  p^sin/J. 
Man  kann  auch  sagen:    das  richtige  Verhältnis  zwischen  Bogen  und 

2rß 

Sehne:   - — ^  wird  durch  die  Bogenlängenänderung  a=^hß   und   die 

Sehnenlängenänderung  —  hainß  in  genau  gleicher  Weise   abgeändert^ 

weü  für  genügend  kleine  Werte  b :    ^     .  />     und  - — .   ^  ^    i.  ■   o 
®        ®  2r8in^  2r8in/J  —  bsmß 


nicht 


von   ^^(1  +  TT  )  verschieden  sind. 


Ist  daher  ^  die  elastische  Bindung  der  beiden  Widerlager,  d.  h. 
verlängert  sich  die  Sehne  um  ^  bei  der  in    ihr  wirkenden  Zugkraft 


Fig.  2. 


Fig.  S 

9 


M   '.    V   V  ',    W>,    u    ,r   ,,    , 


iS  ==  1,  80   ist,  weil  die  Zugkraft  5=1    der  Sehne  stets   im   Scheitel 
den  Druck  iy  =  1  erzeugt,  die  Gleichung  giltig 

(I)  _5(«;,  +  ^^)  +  P«;p=0. 

Wir  werden  nun  in  «?  ,  wie  überhaupt  im  Folgenden  allgemein, 
den  Werth  ^^  meist  nicht  augenscheinlich  halten,  weil  derselbe  als 
verschwindend  keinen  rechnerischen  Einflufs  hat.  Setzen  wir  allge- 
mein  abkürzend  [ß]  =  sin/J  -—  jScosjS  —  -    «— ^  und  teilen  Gleichung  (I) 

2?*'  2t  sin  ß 

durch  p-y,  so  erhalten  wir,  für  ^  =  -f-j^,-,  die  allgemeine  Gleichung: 


(la) 


E  J 


^{m  +  i-ß-ß]-p 


EJ  '  M7j 

2r» 


worin  also  E  das  Elastizitätsmafs  des  Bogens,  E^  dasjenige  der  Zug- 
stange, J  das  Trägheitsmoment  des  Bogenquerschnittes,  f  den  Quer- 
schnitt der  Zugstange  bedeutet. 

Weil  nun  Abb.  2,  der  Bogenträger  mit  unverschieblichen  Dreh- 
punkten A,  A^,  durch  die  volle  Streckenlast  q,  im  Zustande  ^  =  0, 

geometrisch  verkürzt  wird  um  das   Mafs  Y&EjQf  so  erzeugt,  Abb.  3, 

Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Physik.  47.  Band.  1902.   l.u.2.  Heft.  2 
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die  Belastung  einer  Bogenhälfte  den  Zug  S  in  der  Zugstange: 
also  bei  gleichem  Materiale  den  Zug 


5  = 


64 


[2« 


Der  BogentiÄger  der  Abb.  4  erleidet,  bei  unverscbieblichen  Dreh- 


Fig.  4. 


YtYTTT       Y       TTTT 


Tiirn 


u     yf 


punkten  A,  A^,  im  Zustande  8  =  0  eine  elastische  Achsenscbiebung  tr 
mit  dem  Werte 


EJ 


4-^ ^^  +  sm*«  •  cos/J[jJ], 


2qr*  ''  32 

daher  im  Bogen  mit  Spannstange  ein  Zug  S  erzeugt  wird: 


Pig.  6. 


„        sin*€C08p[/J]  + 


cos  2  £  cos  [2  ß] 


32 


fr* 


nach  Mafsgabe  der  Gleichungen: 


unter  Voraussetzung  lotrechter  Auf- 
lagerkräfte,  also  wagerechter  Ver- 
schiebung des  beweglichen  Lagers. 

Der  Bogen  der  Abb.  5  verbiegt 
sich  bei  unverschieblichen  Drehlagem 


EJd*z  ,  .    ,^  V    .  x^  V    .  Bin2a) 

^^d^*  ^  ^  '^^^^^  +  (1  -  cosai)smai  =  (1  -  i?)smc} — 


Von  Adolv  Francki. 
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^*dV  ^  ^^  ~  ^)(<^^s/J  -  cosoj)  + 


—  C082/J 
4  ' 


EJdz        f.  x/  />  ■       \    ,    Bin2o  —  2a)COB2/J 

^*di;  =  (1  "  '^)(»cos/J  -  smcD)  + g ^ ; 


EJ 


cos  2/3 


«»• 


(  ^  =  (1  ^-  iy)  j(co*  -  (i^^-Y  +  cos«  ~  C08^)  -  (O,«  -  ß^) 

cos2|?  —  C082o) 
■^  16  ' 

^,  jzda)  =  (1  —  '^){  (^"  —  ^)cos/J  +  sincö  —  ocos/S} 
Dem  Zustand  8  =^0,   r^  ^  1  —  cob/3  entspricht   die  Achsenschiebung: 


EJ 

2qr* 


W 


[2ß]  J  /2/J  —  8in2/J 


«cdffl  -  Bfi  -  ^( 


). 


daher  im  Bogenträger  mit  Spannstange,  für  ^,  =  verschwindend,  die 
Spannung  erzeugt  wird: 

welche  negativ  ausfallend,  Druck  bedeutet  und  beispielsweise  für  einen 
Halbkreis  den  Wert  erhält 


8_ 
qr 


n  + 


Selbstverständlich  kön- 
nen alle  derartige  Werte 
auch  gefunden  oder  be- 
stätigt werden  durch  die 
unvermittelte  Betrachtung 
der  elastischen  Bewe- 
gungen des  vollständig 
freien,  an  den  Enden 
durch  die  entsprechenden 
Kräfte  belasteten  Bogens. 
EJ 


—^w  =  (cos/J  —  ^)  { (^  —  -^  cos/J  +  sin©  —  cocos/j} 


C082|? 


2(»C082/3  —  8in2cD 


stellt  für  den  angegebenen  Wert  S  =  6qr  die  elastische  Bewegung  des 

in   Abb.  5a   dargestellten,  vollkommen    freibeweglichen   Trägers   dar, 

2* 
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wobei  die,  in  gewissem  Sinne  an  sich  willkürliche  Eoordinatenbestim- 
mung  so  gewählt  wurde,  dafs  die  Sehne  sich  parallel  verschiebt  und 
in  dem  Winkel  2ß  liegt. 

Dem  Zustand  rj  =  26  entspricht  im  Bogen  der  Abb.  5  die  zug^- 


EJ 


[2ffl 


hörige   Achsenschiebung  -  ~^w  =  (1  —  2tf)|jS]  —  ^~  und  weil,    beim 


2qr 


32 


Bogen  mit  festen  Drehlagem,  einseitigen  Belastungen,  unter  Streichung 
der  Belastung  der  einen  Seite  der  vorher  symmetrischen  Belastung,  sowie 
auch  halben  Werten  rj  die  halbe  Wirkung  in  Bezug  auf  die  Änderung 
der  Bogenlänge  entspricht,  so  ist  bei  einseitiger  Belastung  und  Zustand 


Fig.  5  c. 


Fig.  5b. 


rj  =  6   in    dem    Bogen    der    Abb.  5    die    elastische    Achsenschiebung 


EJ 


w 


=  ( 2^  —  tf  j  [/3]  —  ^-^  vorhanden  und  mithin  gilt  für  die  Spannung 


2gr*  "^         \2         --/Lrj  ^4 

öqr  der  Spannstange  des  Bogens  der  Abb.  5b  die  Gleichung: 


{k  -  •)»] 


"64"  ~  ^PJ?  -  "'       *  - 


[ffl- 
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2{[ffl  +  Py^.j' 


nach  welcher  beispielsweise  die  Wirkung  des  Winddruckes  bemessen 
werden  kann. 

Im  Zustand  ly  =  2(1  —  cos/S)  +  2tf  erleidet  der  Bogen  der  Abb.  5 
die  elastische  Achsenschiebung  w. 

-^^w  =  (2cos^  -  1  -26)[ß]  -  P« 

und  mithin,  für  den  Zustand:  tj  =  (1  —  cos/J)  +  ^  und  einseitige  Be- 
lastung, folgt  der  Wert 

[2ffl 


(2cosp-l)[ffl- 


6 


32 


für  die  Spannung  6qr  der  Spannstange  der  Abb.  5  b,  wobei  allgemein 
negativen  Werten  0  Druck  entspricht  und  das  Widerlager  A  lotrechte 
Zugleistung  zu  tragen  hat,  wenn  das  Eigengewicht  des  Bogens  nicht 
genügt,  diesen  in  A  entstehenden  lotrechten  Zug  aufzuheben. 
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In  ähnlicher  Weise  finden  wir  ^ig-  6- 

aus  der  Gleichung  der  elastischen 
Erregung  des  Bogens  der  Abb.  6: 

,^^3  =--'»?  sincD,!  +  smcD^, 

+  COS/J  —  COsä^i  +  cos«  ~  C08O 

und  den  weiteren  Integralen^  durch 
Einsetzung  des  Zustandes  rj  =  26^, 
für  die  Spannkraft  der  Zugstange  der  Abb.  6a  den  Wert: 

[ß]  +  aco8a(l  +  ^J  -  ""^  -  8in«(l  +  ^^^) 


2(^1  = 


SS 

[ß]  —  M i^(sina  —  ff  cos  a) 


m  +  p|^ 


Fig  «k. 


Fig.  6  b. 


^-y 


/3  r/i 


-^ 


während    durch    Einsetzung    des    Zustandes    rj  =  2  -{•  20^    der     ent- 
sprechende Wert: 

-  m  +  «co8«(l  +  l^*  -  «^  _  gin«(l  +  2^^) 


SS 

[ß]  +  [aj  +  -^(siiia  —  acosa) 


1)  Diese  Gleichung  ist  so  zu  verstehen,  dafs  dieselbe  filr  Bogenstrecke  I  bei 
dem  Komma  abzubrechen  ist,  mithin  für  Werte  c»  =  0  bis  oo  =  a  die  Formel: 

-^—5  ^r— i  =  —  1]  sin  CD  gilt,  während  die  Gesamtformel  «  -  ,    ,  =  —  73  sin  ©  +  sin  « 

für  Strecke  U,  also  für  Werte  «  =  a  bis  w  =  |3,  gültig  ist.    Der  Gleichungszusatz 
-|-  sin  CO,  auf  der  rechten  Seite,  zur  Formel  der  Strecke  I,  entspricht  dem  unstetigen 

Sprung  der  Querkrafb  ^—     s  A  's  ^°  ^®™  AngriflFspunkte,  o)  =  a,  der  Einzelkraft  S. 
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gefunden  werden  kann.  Selbstverständlich  gehen  die  Werthe  dj,  dj, 
der  eine  in  den  anderen  über,  durch  Vertaußchung  von  a  mit  —  a  und 
Umsetzung  des  Vorzeichens  des  Gesamtwertes,  entsprechend  der  Be- 
wegung der  stets  gleichgerichteten  Kraft  S  von  der  einen  Seite  bis 
auf  die  andere  Seite  der  Bogenachse. 

Eine  lotrechte,  zur  Sehne  senkrechte.   Einzellast  P  =  1  aber  er- 
zeugt den  Spannstangenzug,  Abb.  7: 

C08/J  +{ß  +  ^sinß  -  (^-^  +  l)co8a  +  asma(^  ^  f  ^  ^ 

während  ein  Drehmoment^  Abb.  8,  M=^  Ar  den  Spannstangenzug  6Ä 
erzeugt  mit  dem  Werte: 


40=° 


[«  +  (»It^. 


die  Wirkung  aber  einer  den  Bogen  mit  Hebelarm  angreifenden  Einzel- 
lig. 8. 


F\g.  7. 


ju-Ar 


kraft  kann  als  Summe  der  Wirkung  eines  Drehmomentes  und  einer 
unmittelbar  angreifenden  Einzelkraft  gegeben  werden. 

Für  grofse  Werte  f  oder  JE^,  verschwindende  Werte  -^y~^  nahem 

sich  alle  Zustände  dem  Zustand  der  Unverschieblichkeit  der  Wider- 
lager, für  sehr  kleine  Werte  f  oder  ^^  verschwinden   alle  Werte  6. 

Weil  für  Flachbögen  ^  ein  sehr  kleiner  Bruch,  für  Tunnelbögen 

ein  gröfserer  Wert  ist,  so  erkennt  man,  dafs  die  Anordnung  der 
Spannstange,  unter  sonst  gleichen  Verhältnissen,  sich  dem  Zustande 
unverschieblicher  Widerlager  beim  Tunnelbogen  mehr  nähert,  als  beim 
Flachbogen. 
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Der  Spitzbogenträger  mit  elastiscli  gebnndenen,  drehbaren 

Widerlagern. 

Von  Baurat  Adolf  Frakcke  in  Herzberg  a.  Harz. 

ßleichwie  bei  den  Kreisbogen^  so  kann  auch  beim  Spitzbogen- 
träger mit  drehbaren  und  etwa  durch  eine  Zugstange  elastisch  an  ein- 
ander gebundenen  Widerlagern  die  Kräfteverteilung  aus  derjenigen  des 
Bogens  mit  unyerschieblichen  Drehpunkten  abgeleitet  werden^  so  zwar 
dafs  sämtliche  für  den  Bogen  mit  unyerschieblichen  Endpunkten  gültigen 
Formeln  mit  geringer  Mühe^  durch  entsprechende  Vervollständigung 
des  NennerS;  für  den  Fall  der  Anordnung  einer  Zugstange  umgeschrieben 
werden  können. 

Wir  betrachten  zunächst  als  einfachsten  Fall  den  vollen  Spitz- 
bogen^  bei  welchem  die  Mittelpunkte  M,  üf^  der  Bögen,  wie  beim 
Halbkreis  auf  der  Verbindungsgeraden  der  EnddrehpunktC;  also  auf 
der  Kämpferlinie  liegen,  während  Jf,  M^  beim  übervollen  oder  Tunnel- 
spitzbogen oberhalb,  beim  nicht  vollen  oder  flachen  Spitzbogen  unter- 
halb dieser  Geraden  liegen.  Beim  Zusammenfallen  der  Punkte  M,  M^ 
erhält  man  aus  diesen  drei  verschiedenen  Formen  des  Spitzbogens  den 
Halbkreis,  Tunnel-  und  Flachbogen. 

Der  volle  Spitzbogenträger. 

Betrachten  wir,  Abb.  1,  einen  vollen  Spitzbogenträger,  welcher 
irgendwie,  durch  äufsere  oder  innere  Anregung,  also  z.  B.  durch  Wärme- 
änderung oder  äufsere  Lasten,  symmetrisch  zu  seiner  Symmetrieachse 
CC^  beansprucht  wird,  so  wird  sich  dieser  Bogenträger  symmetrisch 
verbiegen  mit,  in  Richtung  des  Halbmessers  gemessenen,  elastischen 
Senkungen  z. 

Nehmen  wir  die  Gerade  AA^  als  unverschieblichen  Ursprung  der 


(U  CO 


Winkel  (d,  so  bedeutet  w;  =    1  zda  —  f  —^Jr  die,  vom  Strahl  ©  =  0 
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ab  gerechnete ;  elastische  Achsensehiebimg,  d.  h.  also  der  betreffende 
Punkt  bewegt  sich  elastisch  vorwärts  über  den  Strahl  m  um  das 
Mafs  w.  Insbesondere  also  würde^  unter  der  Voraussetzung^  dafs  die 
Länge    des   Bogens   nicht   durch   andere  Ursachen^   Wärme,   geändert 


=  ßd.  -  ^^^''^ 


wird,  der  Punkt  G  um  das  Mafs  w  =    j  zdc)  —    1  —^^-    über    den 

0  0 

Strahl  ß   m  Richtung  des  Bogens   vorgeschoben  erscheinen.     Sei  also 
J  die  etwa  durch  sonstige  Gründe  veranlafste  Längenänderung  der  Bogen 

achse,  so  ist 

^J''  (w;+^)sin/J  +  ^co8/J=0, 

i  für 

oder 

M;  +  ^  +  ^ctg/J  =  0 

die    allgemeine    Bestim- 

mungsgleichung    der 
Kräfteverteilung  bei  sym- 
metrischer   Beanspruch- 
ung   des    Bogens,    weil 
GC^  die  Symmetrieachse 
bleibt,  der  Punkt  G  sich 
nur   in  lotrechter  Rich- 
tung bewegen  kann,  die 
wagerechte  Verschiebung 
verschwindet. 
Betrachten   wir  nun   den  Bogen  der  Abb.  1,   dessen  Widerlager 
durch  eine  Zugstange  vom  Querschnitt  /'  und  vom  Elastizitätsmafse  E^ 
verbunden   sein   mögen,   im  Zustande   des  wagerechten  Schubes  17,  so 
verbiegt  sich  der  Bogen  nach  Mafsgabe  der  Gleichungen: 

EJ  d}z  EJdz  .       a  \ 

'^ISÜ^^'^^^^''^    TF^^^^Ccos/S-cosa)); 

-—z  =  1^  [o  COS  /3  —  sm  GjJ  —  -r^o, 


wo 


n 


2Zo 


zu  setzen  ist.     Man  erhält  daher: 


nl 


^0       2fE, 


Et/ 


w  = 


-^z  =  i2[ocos/J  -  smcD  -  ^  .  2-pJ; 
rw'cos/S    ,    .  i\/i    I     «^  \       E  l    J     -\ 


Von  Adolp  Francke. 
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Fr' 


Der  Wert  ^^^   verschwindet    stets   gegen   1,    und    wir   erhalten ,    für 
l 


a 


2r 


=     ,  aus: 


-^[w^  +  ^ctg/J]a,=^ 


E  a  J 


^,[l_P-lP_^coB^ctg^+-^-|^.(/J  +  ctg/3)] 

in  dem  Elammerausdruck  den  allgemeinen  Nenner  zur  Bestimmung 
des^  durch  Belastung  oder  andere  Einflüsse^  erzeugten  wagerechteu 
Schubes  tj. 

Wird   abkürzend   gesetzt:   I?  =  1  —  —       -  — /3cos/Jctg/J,   so  hat 

man   nur   diesen   fiir   drehbare    aber   unverschiebliche   Auflagerpunkte 

V  ei    T 

gültigen  Nenner  JB  umzuschreiben  in  den  Nenner  1?+-^-^- jOJ  +  ctg/3), 

um  aus  den  für  feste  Drehpunkte  gültigen  Formeln  die  für  elastische 
Bindung  gültigen  Formeln  zu  gewinnen.  Das  nämliche  Verfahren 
bleibt  sinngemäXs  anwendbar  auch  für  den  allgemeinen  Fall  des  flachen 
oder  übervollen  Spitzbogenträgers. 

Der  beliebig  geformte  Spitzbogentrager. 

Abb.  2  zeigt  das  Bild  des  flachen  Spitzbogenträgers ,  und  um 
dieses  Bild  in  das  Bild  des  Tunnelspitzbogentnlgers  zu  verwandeln,  hat 
man  Winkel  y  negativ  zu  wählen, 
+  y  mit  —  y  zu  vertauschen. 
In  gleicher  Weise  gelten  daher 
die  hier  für  positive  Werte  y, 
für  den  flachen  Spitzbogenträger 
aufgestellten  Formeln,  unter  Ver- 
tauschimg von  y  mit  —  y,  für 
den  Tunnelspitzbogen. 

Der  mit  der  elastischen 
Zugstange  des  Querschnittes  f 
versehene  Bogen  verbiegt  sich 
im  Zustande  17  nach  der  Glei- 
chung: 

EJd^z  ,  .  .V 

j  =  ri  (sm  o  —  sm  y); 


Fig.». 


r»  d 


EJdz 


^ri 


r^  da 

{cosA  —  cosoj  —  (qj  — A)siny}, 


dz 


indem   für   cj  =  A   im  Symmetriepunkte  C  die  Neigung  -,—  =  0   ist. 


rd(o 
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Durch  nochmalige  Integration  folgt: 

EJ 


B 


=1^  { (cos  A  +  Asiny)  (o  —  y)  +  siny  —  sin  cd  — 


^ ^— siny— r 

'      2rcoB 


lEJ 


2 


ni 


und  es  ist  also  für  o  =  y  :  jßfy  cos  y  =  —  07!"^,  also  gleich  der  Hälfte 

der  vom  Zuge  ij  yeranlaDsten  elastischen  Verlängerung  der  Zugstange. 
Für  1=^  2a,  rcosy  =  &,  ergiebt  sich  bei  nochmaliger  Integration: 

EJw  f/       ,    ,    ,    •      \  (<o— y)' 

—8    =  i?{(cosA  + Asiny)^2^ 

+  (a}~y)smy  +  cos(D-cosy-^y |-+^jsmy-j.^^,(G)-y)j 

und  es  folgt  hieraus  durch  die  Betrachtung  des  Wertes: 

-^{w  +  zcigX}tnxa>^i i2[j?+J^^-,(/J  +  ctgA)], 

wo  B  den  allgemeinen  Wert  hat: 

B  =  cosy  -  ^|iA  -siny(|3  +  ^)-  ctgij/JcosA  +  (|'  +  l)  siny)  • 

Weil^  Abb.  3^  eine  im  Bogenpunkt  d  hängende  Einzellast  P,  oder 

P 
damit  gleichwertig   zwei  symmetrisch  hängende  Lasten    -^   im  Bogen 

mit  unverschieblichen  Dreh- 
punkten ÄÄ^,  den  wagerechten 
Schub  erzeugen: 

Z 


Fig.  «. 
I 

i 


H^P 


B 


mit  dem  Werte: 
2Z=siny  +  cosy(/J+Q 

-«COS(j(l  +  ^'-^') 

+  ctgA[cosy(l  +  |*) 

—  cos  tf  (1  +  ^-v— )  — -  «  sin  d  I , 

so  erzeugt  eine  Einzellast  P=  1 
in  dem^  durch  eine  elastische  Zugstange  gebundenen  Bogen  den  wage- 
rechten Schub 


Z 


^+lf/-r.(^  +  «*8^) 


Von  Adolf  Fraxckb. 
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Zwei  symmetrische,  wagerechte  Kräfte  S  =  1  erzeugen  im  Bogen 
mit  unverschieblichen  Drehpunkten  AA^  im  Scheitel  den  w^erechten 
Schub  2i^,  mithin  den  Wi- 

Fig.  4. 


derlagerschub  2ij  —  1  mit 
dem  Werte: 


Z 


(2i?-l)  =  i 


wo 


2 
I?*  COS  l 


:^ 


M 


^ 


Z=«sind(l  +  ^'-y) 

+  cos*(^7-^'-l) 

+ 
+  ctgAl/ScosA  —  fcos*  /     r     "^  "f  ^ -^ --^  Jl"^^ 

+  ^,(1 +  £=!•)]      -  ' 

ist.     Dieser  Wert  folgt  aus  der  Differentialgleichung: 

r^d^  =  (2iy  —  1)  (sin  CD  —  siny),  +  sin©  —  sin* 

und  den  Integralen  dieser  Fig.  5. 

Gleichung  gemäfs  der  Be- 
dingung: 

w  +  z  ctg  A  ==  0  für  CD  =  A. 

Im  Bogen  mit  durch 
eine  Zugstange  des  Quer- 
schnittes f  elastisch  ge- 
bundenen Widerlagern  wird 
daher  durch  zwei  symme-  ^ 
trisch  wirkende  w^erechte 
Einzelkräfte  5  =  1  im 
Scheitel  der  Schub  2%  und  also  in  der  Schubstange  der  Schub  2ri 

erzeugt  mit  dem  Werte: 

Z 


A_>-_  L  _  _  jr^—  ^ 


-1 


2ij-l  = 


''+(?)(|)(i^-)*+"*"' 


Eine  einzige  wagerechte  Kraft  5=1  erzeugt  mithin  den  aus  dieser 
Torstehenden  Gleichung  fliefsenden  Zug  der  Schubstange  tj,  wenn 
Abb.  5  das  Widerlager  A  unverschieblich  ist,  das  Widerl^er  A^  als 
solches  keinen  Schub  aufzunehmen  vermag^  sondern  frei  auf  der  Wage- 
rechten gleitet.    Im  umgekehrten  Falle,  wenn,  Abb.  6,  A  frdyerschieb- 
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lieh,  A^  un verschieblich  ist,  so  ist  der  Wert  iy  aus  der  Gleichung  zu 
nehmen: 

wobei  der  Zahlenwert  rj  negativ  ausfällt^  also  Druck  bedeutet  für  die 
Nebenstange,  wie  am  einfachsten  durch  die  Betrachtung  eines,  im  Zu- 

Fig.  6.  Fig.  7. 

\      X  /      a^    \ 

y/ _±A— »-^  t         .  T 

^  ///  p         *'' T 

stände  des  Scheitelschubes  H^2i]  +  2  befindlichen,  symmetrisch  durch 
zwei  Einzellasten  S  =  1  belasteten  Bogens ,  mit  den  Eämpferschüben 
2iy  +  1,  hervorgeht. 

Für  den  Tunnelbogen,  Abb.  7,  ist  y  mit  dem  negativen  Zeichen  in 
die  vorstehenden  Formeln  einzuführen,  insbesondere  gilt  daher  für  den 
Tunnelbogen  der  allgemeine  Wert: 

JB  =  cosy  -  ^^^'-  +  siny  (^  +  f)  +  ctgA[(l  +  ^*)siny  -  /JcosA} 
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Das  Problem  der  fünf  und  drei  Strahlen 
in  der  Photogrammetrie. 

Von  Eduard  Dolezal  in  Leoben. 
Mit  einer  Tafel. 

Einleitimg. 

In  den  letzten  drei  Jahrzehnten  hat  die  Photogrammetrie  vor- 
nelunlich  durch  deutsche  Forscher  nach  allen  Richtungen  hin  eine  ver- 
tiefte, wissenschaftliche  Durchbildung  erfahren.  Neben  der  reinen 
Mathematik  und  darstellenden  Oeometrie  wurde  auch  die  projektive 
Geometrie  mit  Erfolg  herangezogen,  und  eine  Reihe  höchst  interessanter 
photogrammetrischer  Probleme  fand  wissenschaftliche  Behandlung  und 
elegante  Lösung. 

Gelehrte  wie:  Finsterwalder,  Jordan,  Hauck,  Koppe  u.  s.  w. 
stehen  neben  dem  Schöpfer  dieser  Disziplin  Laussedat  mit  der  theo- 
retischen Entwicklung  der  Photogrammetrie  in  innigstem  Zusammen- 
hange. 

Auch  der  instrumenteile  Teil  der  Photogrammetrie  wurde  nicht 
vernachlässigt.  Typische  Instrumente  wurden  geschaffen;  so  Prot  Dr. 
Anton  Schells  photogrammetrische  Apparate:  ein  Universal- Photo- 
theodolit, ein  photogrammetrischer  Stereoskop-Apparat  und  eine  Vor- 
richtung zur  bequemen  Ausführung  photogrammetrischer  Rekonstruk- 
tionen, wovon  die  beiden  letzteren  Apparate  leider  noch  nicht  zur 
Veröffentlichung  gelangten;  die  Koppeschen  Konstruktionen:  Photo- 
theodolite für  geodätische,  meteorologische  und  astronomische  Zwecke, 
femer  Phototheodolite  von  Paganini  und  Baron  Hübl  für  photo topo- 
graphische Arbeiten,  der  interessante  Phototheodolit  des  Engländers 
Bridges  Lee  u.  s.  w.,  Apparate,  welche  bekunden,  dafs  man  die  in- 
stramentelle  Seite  der  Photogrammetrie  reiflich  studiert  und  vor- 
gefafste  Ideen  in  tadellosen  Erzeugnissen  der  Präzisionsmechanik  zu 
verwirklichen  verstanden  hat. 

In  der  Theorie  und  Praxis  der  Photogrammetrie  bieten  besonders 
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jene  Probleme  reges  Interesse^  die  sich  mit  der  photogrammetrischen 
Festlegong  des  Standpunktes  befassen  und  dadurch  noch  erhöhte  Be- 
deutung gewinnen ;  dafs  sie  gleichzeitig  auch  die  Ermittelung  der  per- 
spektivischen Eonstanten  der  photographischen  Camera  und  des 
Orientierungswinkels  der  Bildebene  im  Räume  ermöglichen.  Die  per- 
spektiyischen  Konstanten  der  Camera  sind  für  den  photogrammetrischen 
Apparat  als  Individuum  und  die  Kenntnis  des  Orientierungs winkeis  ist 
für  eine  ausgeführte  photogrammetrische  Aufnahme  von  ausschlag- 
gebender Bedeutung. 

In  folgender  Abhandlung  sollen  zu  zwei  Problemen  erwähnter  Art 
neue  Lösungen  gegeben  und  an  speziellen  Beispielen  beleuchtet  werden; 
es  sind  dies: 

1.  Das  Pro'blem  der  fünf  Strahlen  und 

2.  Das  Problem  der  drei  Strahlen. 

l 

Das  Fünfstrahlen- Problem. 

Diese  Aufgabe  besteht  in  folgendem:  Fünf  Punkte  P^,  P^,  P^,  P, 
und  P^  sind  der  horizontalen  und  der  vertikalen  Lage  nach  bekannt; 
gegeben  sind  ihre  rechtwinkligen  Koordinaten:  {Xq,  y^),  (Xj^,  yj,  (x^,  y^), 
(^«;  Vi)  ^^^  (^4?  yj^  sowie  die  absoluten  Höhen:  -H^  J?i,  iSTj,  H^  und  H^. 

In  einem  sechsten  Punkte,  dem  Standpunkte,  wurde  auf  einer 
vertikalen  Ebene  eine  photographische  Au&ahme  ausgeführt;  man  soU 
aus  den  Abszissendifferenzen:  d^,  d^,  d^  und  d^  der  Bildpunkte 

a)  die  Lage  des  Standpunktes, 

b)  die  perspektivischen  Konstanten  der  Camera  und 

c)  den  Orientierungswinkel  der  Bildebene  bezw.  der  Bilddistanz 

bestimmen. 

Diese  Aufgabe  wurde  zum  erstenmale  in  den  80er  Jahren  von 
H.  Müller  in  Freiburg  gelegentlich  anderer  Untersuchungen  aufgestellt 
und  vom  Standpunkte  der  neueren  Geometrie  gelöst.  Müller  ging  auf  die 
praktische  Anwendung  der  Aufgabe  nicht  ein.  Professor  dipl.  Ingenieur 
Franz  Steiner  von  der  k.  k.  deutschen  technischen  Hochschule  in 
Prag  hat,  ohne  von  der  Arbeit  Müllers  Kenntnis  zu  haben^  eine  rech- 
nerische und  graphische  Lösung  dieser  Aufgabe  gegeben^),  und  Steiner 
gebührt  auch  das  Verdienst,   diese  höchst  interessante  Aufgabe  unter 


1)  Prof.  dipl.  Ing.  Franz  Steiner:  ,,Die  Photographie  im  Dienste  des  In- 
genieurs", Wien  1891,  S.  28. 
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dem  Namen:  ^^Das  Problem  der  fünf  Punkte'^  in  die  photogrammetrischc 
Praxis  eingeführt  zu  haben. 

Der  k.  und  k.  Hauptmann  J.  MandP)  zeigte  in  einer  inter- 
essanten Arbeit,  wie  diese  Aufgabe,  gestützt  auf  die  Gh*undsätze  der 
modernen  Algebra,  analytisch  einfacher  gelöst  werden  könne  und  ent- 
wickelte durch  eine  direkte  Konstruktion,  welche  mit  Hilfe  von  Zirkel 
und  Lineal  aUein  ausgeführt  werden  kann,  die  Lage  des  Standpunktes 
und  der  Bildebene,  sowie  die  ßröüse  der  Bildweite,  im  Gegensatze  zu 
Steiner,  dessen  konstruktives  Verfahren  mühsamer  ist,  indem  es  punkt- 
weise Konstruktion  mehrerer  Kegelschnitte  erfordert. 

Anmerkung:  Was  die  Benennung  der  Aufgabe  betrifft,  so  möge 
nachfolgende  Bemerkung  und  der  daran  sich  knüpfende  Vorschlag  er- 
wogen werden. 

Bekanntlich  wird  in  der  Geodäsie  der  Vorgang,  wobei  die  Be- 
stimmung der  Lage  eines  Punktes  durch  blofse  Winkelmessung  erfolgt 
und  ausschliefslich  Operationen  im  Standpunkte  erheischt,  als  Ein- 
schneiden bezeichnet.  Für  das  Einschneiden  ist  die  Festlegung  von 
Strahlen,  Visuren,  mafsgebend,  die  vom  Standpunkte  na<^h  den  der 
Lage  nach  gegebenen  Punkten  gehen;  nach  deren  Anzahl  wäre  daher 
logischerweise  das  Problem  zu  bezeichnen. 

Die  Bestimmung  des  Standpunktes  bei  fünf  der  Lage  nach  ge- 
gebenen Punkten  erfolgt  durch  Festlegxmg  der  fünf  nach  den  gegebenen 
Punkten  gehenden  Strahlen,  somit  wäre  diese  Aufgabe,  wie  wir  es  auch 
gethan  haben,  als  „das  Problem  der  fünf  Strahlen^'  oder  „Fünfstrahlen- 
Problem'^  und  folgerichtig  das  Rückwärtseinschneiden  als  „Das  Problem 
der  drei  Strahlen"  oder  „Dreistrahlen-Problem"  zu  benennen. 

Nachfolgend  soll  auf  eine  trigonometrisch -analytische  Lösung  des 
Problems  eingegangen  werden,  die  bei  überschüssiger  Anzahl  von  ge- 
gebenen Punkten  eine  bequeme  Anwendung  der  Sätze  aus  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  gestattet. 

In  Tafel  I,  Fig.  1  bezeichnet  B.  E.  die  Horizontalspur  der  im  Baume  in 
vertikaler  Lage  gedachten  Bildebene,  Platte  oder  auch  des  Positivs  der 
photographischen  Aufnahme,  Pq,  py,  p^,  p^  und  p^  sind  Perspektiven 
oder  Bildpunkte  der  Originale:  Pq,  P^,  Pj,  Pj  und  P^;  po,  pl,  pi,  pi 
and  pi  sind  Projektionen  dieser  Bildpunkte  auf  den  angenommenen 
Horizont  der  Perspektive  (des  Photogrammes)  HH] 


pipi  =  rfj,    pöpi  =  dfg,    pips  =  dj  ...  pipn  =  df 


1)  Julias  Mandl:  ,,Über  Vemrertung  von  photographischen  Aufnahmen  aus 
dem  Luftballon^'  in  den  „Mitteilungen  über  Gegenstände  des  Artillerie-  und  Genie- 
Wesens"  XXIX.  Jahrgang,  Wien  1898,  S.  166. 
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sind  die  Abszissendifferenzen  der  Bildpunkte^  welche  unbekümmert  am 
die  Lage  des  Hauptpunktes  der  Perspektive  Sl  in  der  Richtung  des  an- 
genommenen Horizontes  HH  entweder  auf  dem  Negative  oder  einem 
ungetonten  Papierpositive  mit  Schärfe  gemessen  wurden. 
Die  gegebenen  Punkte  sind  durch  ihre  Koordinaten: 

ebenso  auch  der  Standpunkt  P  durch  (x,  y)  gekennzeichnet. 

Betrachtet  man  den  Punkt  Pq  als  Pol  und  eine  durch  denselben 
gezogene  zur  rz;- Achse  parallele  Oerade  P^x'  als  Polarachse^  so  mögen 
bedeuten: 


r^y  rj,  r^  ...  u  und  r 


die  Badienvektoren  und 


Ov  ^%y  «8  •  •  •  ö„  und  ö 


die  Richtungswinkel;  wird  hingegen  die  Station  P  als  Pol  aufgefaXst 
bei  Annahme  einer  gleichen  Richtung  der  Polachse,  so  sollen  mit: 

^  =  9w  Qv  Q%  '•  Qn 
die  Leitstrahlen  und  mit: 

die  Polwinkel  bezeichnet  werden. 

Der  Abstand  des  Punktes  P;  welcher  zugleich  auch  das  Zentrum 
des  perspektivischen  Bildes,  Photogrammes,  ist,  von  der  Bildebene  BE 
stellt  die  Bildweite  f  dar,  und  der  Winkel  y,  den  die  Richtung  dieser 

mit  dem  Strahle  PPq  =  Qq  =  r  einschliefst,  ist  der  Orientierungswinkel^ 
durch  welchen  die  Bilddistanz  und  damit  auch  die  Bildebene  orien- 
tiert wird. 

Nachdem  wir  hiermit  an  der  Hand  der  Tafel  I,  Fig.  1  einige  not- 
wendige Erklärungen  gemacht  haben,  schreiten  wir  zur  Lösung  unserer 
Aufgabe,  wobei  wir  unterscheiden  wollen: 

1.  „Einfache  Punktbestimmung'^,  wenn  zur  Bestimmung  der  gesuchten 
Oröfsen  nur  so  viele  Bestimmungsstücke  herangezogen  werden,  als 
gerade  erforderlich  sind,  und 

2.  „Mehrfache  Punktbestimmung^'  hingegen,  wenn  eine  überschüssige 
Anzahl  von  Bestimmungsstücken  verwertet  wird. 

1. 

Einfache  Bestimmung. 

Der  Standpunkt  wird  festgelegt  sein^  sobald  man  seine  Polarkoor- 
dinaten r  und  @  kennt,    bezogen  auf  P^  als  Pol  und  P^x'  als  Polar- 
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achse.  Zur  Festlegung  der  Bildebene  reicht  die  Kenntnis  der  Bildweite 
/*  und  des  Orientierungswinkels  y  vollends  aus. 

Es  sind  somit  vier  Unbekannte:  r,  ®,  f  und  y,  zu  ermitteln. 

Die  Richtungswinkel  der  einzelnen  Polstrahlen  ergeben  sich  aus 
den  gegebenen  Koordinaten: 

tgö.  =  y-iizy^ 

tg  0,  =   ^JLZLV^ 

••'S  •*'0 


(1) 


a;« 


und  die  Leitstrahlen  durch  folgende  Gleichungen^  die  erwünschte  Kon- 
trolen  bieten: 

' .  _  yi— yp  _  !*^_n?o  _ 


(2) 


^2  ■"    sind. 


B.n?  =  ^^:  =  V(^.-^o)^  +  (y.-yo? 


4.  _  y^nyo 

^»  -    Bin  Ö.' 


€08  0, 
008  0* 


y(^8  -  ^o)*  +  (y»  -  yo)' 


^^='ä^^  =  '4f^^  =  >^^-^o)^  +  (y*-y^ 


Nun  kann  man  an  die  Aufstellung  jener  Gleichungen  gehen  ^  die 
zur  Berechnung  der  Unbekannten  fuhren. 

Die  Tangente  des  Horizontalwinkels  a^  zwischen  den  Visuren  vom 
Standpunkte  P  nach  den  gegebenen  Punkten  Pq  und  P^  lälst  sich^  wie 
aus  Tafel  I,  Fig.  1  ersichtlich  ist,  doppelt  ausdrücken. 

Aus  den  Dreiecken:  PP^^P^  und  Pp[Pi  erhält  man: 


Nun  ist  aber: 


P'i^ 


pp: 


P'iP'i  ==diCosy 
f 


und 


cosy 


—  dl  sin  7 


PiP;  =  riSin(e-0i) 
JPP[  =r-riCos(0-~0), 
welche  Ausdrücke,  in  die  Tangente  eingesetzt,  geben: 

rfj  C08  y  r^  sin  (0  —  0^) 


(3)         tg«,  =  tg (oJi  -  CDo)  =  -y 


r  —  riCO8(0  —  0i) 

Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Physik.  47.  Band.  1902.  1.  n.  9.  Heft.  3 


d.  sin  y 

COS  y  * 
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Werden  hier  die  trigonometrischeii  Funktionen  der  WinkeldiflFerenz 
(@  —  @j)  entwickelt  und  die  gewonnenen  Ausdrücke  entsprechend  re- 
duziert^ so  ergiebt  sich: 

r,  cos  6.  ~ —  n  sin  0.  ~ \-  r,  a,  cos  B.  oos  (6  +  y) 

+  r^d^  sin  ö^  sin  (0  +  y)  —  d^rcos  y  =  0 
oder;  durch  r  cos  y  dividiert,  auch: 

(4)    riCosöi(^^ — i-)  -- r,  sin  ©il-^^ — ^-1  +r,d,  cosO,  ( ^  ^  ^M 

^  ^       1  i\rco8*y/  ^  ^Vrcos'y/     '     i   i  i\     rcosy     / 


+  M.Binö,(«^S±^)  =  ^. 


In  Yorstehendem  Polynome  stellen  die  eingeklammerten  Quotienten 
Unbekannte  dar,  für  welche  wir  die  Symbole  einführen: 


(5) 


/'Bind 


r  cos' y 

/COBÖ 

r  cos' y 

rcosy 

8m(0  +  y) 
rcosy 


J«  =  ^; 


=  «, 


=  1?) 


=  ^y 


wodurch  die  Gleichung  (4)  die  Form  annimmt: 

(6)  rjCosöiW  —  rjsinö^n  +  r^d^ooBd^p  +  r^d^^inO^q  =  d^. 

Zur  Bestimmung  der  vier  neuen  Unbekannten:  m^  n,  p  und  q  reichen 
yier  Gleichungen  aus,  die  auf  ähnliche  Weise  erhalten  werden  wie  die 
vorstehende  Gleichung  (6). 

Wir  erhalten: 


(7) 


FürdenPunktPi...riCosöim-rj^sinöin+ridiCosöiP+ridiSinöig=£^, 
w  n  n  P^'-'f'^^^B^'in—r^miO^n+r^d^QOsd^p+r^d^miB^q^d^j 
„  „  „  Ps...r^cose^m'-r^Bme^n+r^d^GOQe^+r^d^sm0^q=d^ 
7f    7}       7}    ■P4...»'4CosÖ4W— r4sinÖ4W+r^rf4CosÖ4p+r4d|4sinÖ4g=d|4, 


ein  Gleichungssystemi,   aus   welchem  die   vier  Unbekannten   bestimmt 
werden  können. 

Da  sich  die  Produkte  r„  cos  ®„  und  r^  sin  ®„  nach  den  Gleichungen 
(2)  durch  Eoordinatendifferenzen  ausdrücken  lassiBn,  so  können  wir  (7) 
auch  schreiben: 
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(8) 


(«1  -  «o)»»  -  (yi 

(ar,  -  x;)m  -  (y, 
(«,  —  Xo)m-  (y, 

Hi"«  —  «o)»»  —  (y* 

oder  auch: 


9o)9 

yo)2 
yo)2 


dl, 

4,, 


—  Va)«  =  d 


tt 


(9; 


*i       ^ 


m  — 


yi— y« 


«I— a;o„     y»  — yo 


*»    *« 


**    *i» 


»t — 


y*— y. 


Die  Unbekannten  bestinunen  sich  doroh: 


«  +  («1  -  «o)!»  +  (yi  -  yo)q  = 

-  yo)«  = 

■  yo)«  - 

«  +  («4  -  «0)1»  +  (y*  -  yo)?  = 


__.^  -  --^»»  +  (a^  -  «0)1»  +  (y, 

^     »t  -  ??^^  n  +  («,  -  a;o)P  +  (y» 


1, 

1, 

1, 
1. 


(10) 


m  = 


n 


m 


J   » 


worin  zi  die  Determinante  des  Systems  und  ^m,  ^n,  ^p  und  d^  jene 
der  Unbekannten  bedeuten ;  berechnet  aus  einem  der  identischen  Glei- 
chungssysteme (7),  (8)  oder  (9). 

Sind  auf  Grund  der  Gleichungen  (10)  die  neuen  ünbekamiten  be- 
stimmty  so  ergeben  sich  nach  einfacher  Rechnung  aus  denGleichungen  (5): 

^a)  Für  die  Polarkoordinaten  des  Standpunktes: 

pcOBy 

(11)  <  b)  Für  den  Orientierungswinkel  der  Bilddistanz: 

p+  ^tgd 
c)  Für  die  Bildweite  der  Kamera: 

/.       w  cos  y  cos  (6  +  y) 
'         p  8in0 

Die   vorstehenden   Gleichungen  kann   man   in  eine  andere  Form 

3* 
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bringen^  falls  die  trigonometrischen  Funktionen  durch  die  Oröfsen  m, 
n,  p  und  q  ausgedrückt  werden;  es  ergieht  sich: 


(12) 


r  = 


mq  +  np 

m 
n 

nq  —  mp 
wg  +  np 

n_  mq-\'np 

'~~p'~-Fq' 


tgö  = 

tgy  = 


Nachdem  durch  die  Gleichungen  (11)  bezw.  (12)  die  vier  Unbe- 
kannten: r,  S,  f,  und  y  bestimmt  erscheinen,  so  kann  die  endgiltige 
Losung  des  Problems  gegeben  werden: 

a)  Die  Lage  des  Standpunktes 
ist  bestimmt  durch  die  rechtwinkligen  Koordinaten: 
/jgx  (x  =  XQ  +  rco8e 

die   nach  Einführung   der   Polarkoordinaten   aus    (11)   und  (12)  über- 
gehen ld: 


^i) 


X  ^  Xq  -y- 

»  =  yo  + 

oder: 

X=^Xq  + 


cos  6  cos  (ö  +  y) 
^cosy 

sin  6  cos  (ö  +  y) 
pcoBy 


n 


mq-\-np 
m 


y  =  Vn-^ i —  • 


b)  Die  Orientierung  der  Bildebene, 

welche  durch  den  Horizontalwinkel  y,  bezogen  auf  P  als  Scheitel  oder 
Pol  und  PPq  ab  Radiusvektor,  bestimmt  erscheint: 


(11) 


tgy  = 


nq  —  mp 
mq-\-np 


c)  Die  perspektivischen  Eonstanten  der  Kamera, 

zu  welchen  zu  rechnen  sind: 

1)  Die  BUdweite  f, 

2)  Der  Horizont  und  die  Vertikallinie  resp.  die  Lage  ihres  Schnitt- 
punktes, des  Hauptpunktes  der  Perspektive. 
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Die  Länge   der  Bildweite   ist   unmittelbar   durch   die  Gleichungen 
(11)  und  (12)  gegeben: 


.  -       m    COB  y  cos  {B  +  y) 


(ni) 


sin  Q 


oder 


Nebenbei  sei  die  interessante  Beziehung  angeftügt^  welche  zwischen 
der  Bildweite,  den  Koordinatendifferenzen  x  —  x^y  y  —  y^  und  den  Hilfs- 
variablen:  m,  n,  p  und  q  besteht,  nämlich: 


(14) 


/•  = 


X  —  X^p^  +  q^ 
1  m 


Die  Lage  des  Hauptpunktes  der  Perspektive  Sly  durch  welchen  die 
Yertikallinie  VV  parallel  zu  den  Bildern  von  vertikalen  Linien  im  Räume 
hindurch  geht,  wird  durch  die  Abszissen  der  Bildpunkte  jPo;Ä>  A^Ps 
und  |>4  festgelegt,  nämlich: 

So  =  Agy 

li  =  6o  -  t'i  =  /"tgy  -  ^1 


(IV) 


I4  =  lo  -  <^4  = /*tgy  -  «^4  • 


Ehe  die  Lage  des  Horizontes  beatimint  werden  kann,  ist  es  er- 
forderlich, noch  einige  Gröfsen  zu  ermittehx;  so  die  Azimute  der  von 
P  ausgehenden  Radienvektoren:  pg,  (»i,  ■  *  -  ^  und  diese  selbst. 

Wir  erhalten: 


(15) 


tgt^o»^^^ 


X^ 


tg«'i  =  ^ 


X 

y 


X 


\^»'-'e-^' 


und  die  Horizontalwinkel  zwischen  den  einzelnen  Leitstrahlen  und  der 
Polarachse  PP^  ergeben  sich  mit: 


(16) 


^«1  =  01  — ©0 
«s  =  o,  —  (»0 


ya^  =  ©4  —  »0, 
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deren  Tangenten  sich  durch  die  EoordinatendifPerenzen  ausdrücken  lassen; 


(17) 


tg«,  =  tg(a,,  -  «o)  =  f.-y.-y)-(^-»)(y.-y) 

[tg  «4  -  tg(a,,  -  Co)   -  -(^,_a,)(a,,_a,)  +  (y^_y)(y,_y)  • 


Neue  Ausdrücke  für  die  Winkel  a,  die  zugleich  eine  angenehme  Rech- 
nung und  erwünschte  Eontrole  gestatteten,  würden  aus  den  einzelnen  Drei- 
ecken: PPqPi,  PPqP^'  ' '  mit  Anwendung  des  Sinussatzes  gewonnen. 

Aus  dem  Dreiecke  PPqP^  ergiebt  sich  die  Proportion: 

r  :  fj  =  sin  [(ö  —  0^)  -|-  «i]  :  sin  c^, 


woraus  sich: 


(18) 


,         _      fj  Bin(ö  —  öj) 

und  analog: 

to,v  r,Bin(0  — e,) 


_      r,gin(a-g,)_ 

berechnet. 

Die  Leitstrahlen  Qq,  Pi  *  -  *  (»4  ergeben  sich  mit  Zuhilfenahme  der 
Eoordinatendifferenzen  und  der  in  Gleichung  (15)  berechneten  Azimute 
derselben  mit: 

«0  — a;_yo— y  . 


(19) 


Qo 


coso»« 


Pl  = 


X, 


X 


sinio. 


Vi—y 


y(ajo-^)*  +  (yo-y)* 


CO8£0j 


Sin 


^-y(^-^)"  +  (yi-y^) 


^^*        COB  0)4        sin  1D4 


y(«;-a;)*  +  (y,-y)«. 


Andere  Ausdrücke  hierfür  ergeben  sich  bei  Verwendung  der  polaren 
Koordinaten  r  und  0  durch  Anwendung  des  Sinussatzes  auf  die  Drei- 
ecke: PP^P^y  PPqP^  ' ' '  und  zwar: 

9o  =  ^ 


(20) 


Qi  = 


Bin(d  — ej 


sma. 


92 


[9, 


^       sin  (6  —  e^) 

r   -^       Hin(Ö-e.)       ^ 

sin  a,         *       sin  (ö  —  ö,  +  «^i) 


Bin  (ö  —  e,) 


^  Bin  (0  —  ö J       _       sin  (6  —  0  J 


Bin  «4 


sin  (ö  —  0^  +  aj 


r. 
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Jetzt  kann  an  die  Bestimmung  resp.  Überprüfung  des  Horizontes  ge- 
schritten werden. 

Die  AbszissendifPerenzen: 


(21) 


^»4  —  lo  ~  54^ 


die  unmittelbar  auf  dem  Photogramme  oder  Positive  gemessen  werden 
können^  beziehen  sich  auf  eine  angenommene  Richtung  des  Horizontes. 
Wird  diese  Richtung  senkrecht  zu  den  Bildern  von  in  der  Natur  yer- 
tikalen  Linien  gewählt  und  kann  die  Bildebene  als  vertikal  im  Räume 
vorausgesetzt  werden^  was  aus  dem  parallelen  Verlauf  der  Bilder  verti- 
kaler Geraden  mit  Sicherheit  erkannt  wird,  so  ist  die  gewählte  Horizont- 
richtung  die  richtige. 

Sollte  jedoch  eine  Differenz  beider  Richtungen,  der  angenommenen 
und  wahren,  bestehen,  so  läfst  sich  diese  nachfolgend  am  einfachsten 
feststellen. 

Wir  berechnen   die  Abszissen:   So;  Si  *  •  •  S4   i^it  Verwendung   der 
berechneten   Bildweite  f  und   der   Horizontalwinkel:  y,  a^ 
erhalten: 

Si=/*tg(y-ai) 

(22)  U.==Ag(y-«>) 

und  bilden  hieraus  die  Abszissendifferenzen: 

(23) 


a^   und 


5o-5,-»*, 


5^—  Si=*4- 

Werden  die  Differenzen  aus  (21)  und  (23)  einander  gleich,  also: 

*i  —  dl,     *2  **  ^  •  •  •;     *4  "=  ^If 


so  ßllt  die  angenommene  Lage  des  Horizontes  mit  der  wahren  Lage 
zusammen. 

Sollte  es  sich  ereignen,  dafs  die  berechneten  Abszissenunterschiede 
noiit  den  gemessenen  nicht  übereinstimmen,  so  ist  dies  auf  den  EinfluTs 
der    nicht  richtig    angenommenen  Horizontalrichtung   zurückzuführen, 
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und  es  müTste  die  Berechnung  der  Gröfsen:  r^  0,  f  und  y  mit  Zugrunde- 
legung der  berechneten  Werte:  ^i,  ^j  •  •  •,  *4  wiederholt  werden.  Erst 
dann  würde  man  für  die  Gröfsen:  t^  Oy  f^  y  und  alle  aus  denselben 
abgeleiteten  Ausdrücke  Werte  erhalten^  die  als  endgiltige  Werte  zu  be- 
handeln wären. 

Durch  das  vorstehende  Verfahren  wird  blofs  die  Richtung  des 
Horizontes  geprüft^  und  es  erübrigt  nunmehr^  seine  Lage  in  Bezug  auf 
die  Bilder  der  benutzten  Objekte  festzulegen. 

Kennt  man  die  Höhen  der  benützten  Punkte:  H^y  H^*  •  -,  H^  und 
die  Höhe  des  Instrumenthorizontes  über  derselben  Vergleichungs- 
ebene H  und  sind  ^q,  Vi'  -  -,  ^4  die  Ordinaten  der  Bildpunkte,  be- 
zogen auf  den  wahren  Horizont  des  Photogrammes,  so  ergiebt  sich 
unter  der  Voraussetzung;  dafs  der  Apparathorizont  tiefer  liegt  als  die 
herangezogenen  Punkte,  also  H<.  Hq,  H^'  *  -  H^  ist,  aus  den  ähnlichen 
Dreiecken:  CP^Pi,  und  Cp^  (Tafel  I,  Fig.  2): 


Vn  '  Ä  -S)  =  ^^,  (y  _  „^)  :  (fn> 


wobei  y  das  Azimut  der  Bilddistanz,  a^  das  Azimut  des  Strahles  q^, 
bezogen  auf  den  Leitstrahl  (fo  =  r  bedeutet.  Liegen  die  Bildpunkte 
rechts  von  der  Vertikallinie,  so  ist  y  <  a„,  hingegen,  wenn  y  >  a«  ist, 
so  befinden  sich  dieselben  links  von  der  Vertikallinie,  vorausgesetzt^ 
dafs  Pq  links  liegt;  in  jedem  Falle  kann  in  der  vorstehenden  Proportion 
cos  (y  —  ttn)  gesetzt  werden. 

Die  richtige  Ordinate  des  Bildpunktes  von  Pn  wird  sein: 

Auf  Gfrund    dieser  Gleichnng   erhalten  wir  für  die  Ordinaten  der 

Bildpunkte: 

(Ifo  -  B)f 


(25) 


yi  = 


Qt  COS 

(y 

-«.) 

(ff. 

S)f 

9j   COS 

(y 

-«.) 

(B, 

Ji)f 

l'^*        Q^  COS  (y  —  a J ' 


wobei  noch  bemerkt  sei,  dafs  die  Höhe  des  Listrumenthorizontes  sich 
zusammensetzt  aus  der  Höhe  des  Standpunktes  h  und  der  Höhe  des 
Horizontes  über  dem  Standpunkte,  der  Instrumenthöhe  /,  also: 


Von  Eduasd  Dolbzal. 


41 


Werden  nun  die  berechneten  Ordinaten:  y^,  ^i  •  •  •  ^4  von  den  Bild- 
ponkten  p^^  l>i  *  *  -  P4  cras  in  entsprechendem  Sinne  in  der  Richtung  der 
Yertikallinie  aufgetragen^  so  ergeben  sich  die  Punkte  p'^^  p[  -  -  p'^,  die 
als  Projektionen  der  Bildpunkte  auf  den  wahren  Horizont  zu  betrachten 
sind  und  miteinander  verbunden  die  wahre  Lage  des  Horizontes  an- 
geben. 

Aus  der  ßleichung  (24)  lälst  sich  die  relative  und  auch  die  ab- 
solute Höhe  eines  jeden  Punktes^  bezogen  auf  ein  und  dieselbe  Ver- 
gleichungsebene^  berechnen,  vorausgesetzt,  dafs  die  Ordinaten  des  wahren 
Horizontes  bekannt  sind;  es  ist  nämlich: 


(26) 


und 


Hat  man  jedoch  die  Ordinaten  der  BUdpunkte  in  Bezug  auf  den 
angenommenen,  genäherten  Horizont  gemessen  und  zwar:  i^o?  ^1  '  * '  ^4; 
so  ergeben  sich  nach  Einsetzung  dieser  Werte  statt  y  in  Gleichung  (26) 
Bur  Näherungswerte  fftr  die  Höhen: 


(27) 


14*4 


[H- =  H  +  COS  (y  -  a^) 'f^ . 


Werden   nun   diese    genäherten   Höhenwerte   mit    den   gegebenen 
Höhen:  -H^,  H^,  •  •  •  fl*4  verglichen,  so  entstehen  DiflFerenzen: 


(28) 


JH,  =  H,-H„ 


die,  wenn  sie  gröfsere  Beträge  erreichen,  abgesehen  von  den  kleinen 
Fehlem  m  q,  f,  y  und  a  in  erster  Linie  ihren  Grund  in  den  fehler- 
haften Ordinaten  tj  haben  und  lehren,  dafs  der  angenommene  Horizont 
mit  dem  wahren  sich  nicht  deckt. 

Werden  nun  die  Differenzen  aus  den  gerechneten  und  gemessenen 
Werten  der  Ordinaten  gebUdet: 
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(29) 


hl  -  ^4  =  ^»4; 

so   müssen  diese  Differeuzen   in  ziemlich  gleichem  Betrage  und;   was 
besonders  wichtig  ist^  mit  gleichem  Vorzeichen  auftreten. 
Kleine  Variationen  um  den  Mittelwert: 

^2/  =  ± 6 ■ , 

wobei  ^ffQ, '  -  Jy^  absolut  zu  nehmen  sind,  üben  keinen  Einflufs  auf 
die  weiteren  Schlüsse^  nur  müssen  sich  die  Schwankungen  innerhalb 
der  statthaften  Gfrenzen  bewegen. 

Der  Mittelwert  ziy  zeigt,  um  welchen  linearen  Betrag  der  ange- 
nommene Horizont  zu  yerschieben  ist  und  das  übereinstimmende  Vor- 
zeichen giebt  die  Richtung  der  Verschiebung  an. 

Sollte  es  sich  ereignen,  dafs  die  Höhe  des  Standpunktes  resp.  des 
Instrumenthorizontes  nicht  bekannt  wäre,  so  kann  man  aus  den  Glei- 
chungen (27)  Näherungswerte  für  dieselbe  gewinnen;  wenn  man  in 
denselben  statt  der  Näherungswerte  der  Höhen:  -ö^,  jff^',  •  •  •  If^  die 
bekannten  Höhen:  JBJ),  JS^  •  •  •  IT^  einsetzt.  Es  werden  sich  Beträge  er- 
geben, die  von  dem  wahren  Werte  H  mehr  oder  weniger  abweichen 
werden,  also: 

H"  =  if,  ~  cos  (y  -  «,)  ''p 


14^4 


(30) 


Äiv  =  fi4~cos(y-aJ'^ 


und  ein  wahrscheinlicher  Wert  der  Horizonthöhe  wird  das  arithmetische 
Mittel  sein: 


(31) 


if  = 


JET»  +  IT'  +  H"  -f-  W  +  Jffiv 


2. 

Mehrfache  Bestimmung. 

Es  seien  allgemein  n  Punkte  ihrer  horizontalen  und  vertikalen  Lage 
nach   gegeben  und  auf  einer  vertikalen  Ebene  photographisch  fixiert 
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worden;  auf  dem  Photogramme  habe  man  die  Abstände  der  einzelnen 
BUdpunkte  p^,  A  . . .  !>•  von  einem  zum  Anfangspunkte  gewählten 
Punkte^  z.  B.  p^y  mit  aller  Schärfe  gemessen  und  erhalten:  d^,  d^. .  .dn, 
so  handelt  es  sich^  wie  bei  der  einfachen  Punktbestimmung: 

a)  um  die  Festlegung  des  Standpunktes^ 

b)  um  die  perspektivischen  Eonstanten  der  Kamera  und 

c)  um  die  Orientierung  der  Bildebene  im  Räume. 

Auch  hier  werden  zuerst  vier  Unbekannte:  r,  ö,  f  und  y  zu  er- 
mitteln sein,  zu  deren  Berechnung  sich  (n  —  1)  Bestimmungsgleichungen 
aufstellen  lassen,  so  dafs  (w  —  1)  —  4  =  w  —  5  Bestimmungsgleichungen 
überschüssig  erscheinen. 

Aus  diesem  Grunde  kann  man  die  Sätze  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  zur  Anwendung  bringen  und  die  wahrscheinlichsten  Werte 
der  Unbekannten  bestimmen. 

Vorerst  erscheint  es  geboten,  bei  Annahme  des  Punktes  P^  als 
Pol  die  Azimute  und  Radienvektoren  der  einzelnen  Punkte  zu  er- 
mitteln. 

Für  die  Richtungswinkel  folgt: 

_  yi  —  yp 


{tge,  =  ^3 


(1) 


Vt 


^ge,^^^ 


«0 

yo 


X» 


und  für  die  Leitstrahlen  ergiebt  sich: 


(2) 


^1  = 


Vi  —  y* 


■Pj   —  ^0 

Xm    ^~~    X, 


y(«i  -  a=o)»  +  (yi  -  yo)* 


,  =  ^«^  =  ^;;7P  =  V(%-^o)'  +  (y,-y«) 


2 


sinO, 


CO8  0, 


r,=^^  =  ^^  =  y(^-^o)*  +  (y.-j'.)*- 


cobA 


Analog  wie  bei  der  ;,Einfachen  Bestimmung^'  läfst  sich  auch  hier 
eine  Bestimmungsgleichung  aufstellen  von  der  Form: 

(3)        Tn  cos  Onfn  —  r„  sin  Onfi  +  Vndn  cos  dnP  +  ud^  sin  Onq  ==  dn , 


worin  m,  n,  p  und  q  die  Bedeutung  haben: 
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(5) 


(7) 


(8) 


(4) 


fame 
r  cos'y 

/"cosö 
r  coß' y 


1^  = 


cos  (ö  +  y) 
rcosy 

Bin(Ö  +  y) 
rcosy 


Bestimmungsgleicliungeii  von  der  Form  (3)  lassen  sich  im  Ganzen 
(«  —  1)  aufstellen  und  zwar: 

Für  den  Punkt  Pj  . .  .  r^  cos  0jW  — r^  sin  ö^n  +  ridi  cosö^jp  +  rid, sin ö^g 


rf, 


w 


Jf 


n 


yy 


}} 


t) 


r^  cos  O^m  —  r^  sin  ö,w  +  r^rfj  cosd^J^  +  r^rf^süiöj^  =  ih 


Tn  cos  önW  —  r»  sinö^n  +  r^ti«  cosö„p+r«d«sinö«g  =  ^/. 


oder  auch^  wenn  man  Koordinatendifferenzen  einführt: 

(a:^  -  a:o)m  -  (y^  -  yo)n  +  dj,(a;2  -  a?o)i>  +  rf,  (y»  -y^q--  d^ 


(6) 


(i«?n  —  iCo)»^  —  (yn  -y«)w  +  d„(a;n  —  a;o)p  +  rf«(y«  —  ^o)«  =  ^n- 


Diese  Gleichungen  fuhren  auf  die  folgenden  vier  Normalgleichungen, 
deren  Bildungsgesetz  in  der  Theorie  der  kleinsten  Quadrate  begründet  ist: 

[(r  cos  Oy\  m  —  [r*  sin  0  cosö]  n  +  [r*d  cos*  ö]p  +  [r^dsinö  cosO]  q  =  \rd  cosö] 

[r*  sin  ö  cosö]  m  —  [(r  sinö)*]  n  +  [r^d  sinö  cosö]p  +  [r'df  sin*ö]  q  =  [rrf  sin^j 

[(rcose)*d]m~[r^^sinöco8e]n+[(rdco8e)*]p+[(rd)*8inecose]g=[rd*co8Ö] 

l[r*d8inecose]m-[(rsinö)'t?jn+[(r(i)*sinecose]2)+[(rdsine)«]gr==[rd«sine]. 

Die  Torstehenden  Normalgleichungen  können  mit  Berücksichtigung 
der  Form  der  Gleichungen  (6)  auch  geschrieben  werden: 

i{x-x^{y-y^]m-{{y-yJ^n+[d{x-x^(jl-yQ)]p+[^^ 
[{x  -  x^^d]  m  -  [d{x  -  Xq)  (y  -  y^)]  n  +  [d^{x  -  Xq)^p 

+  [c? (o;  -  Xo)  (y  ~  yo)]  q  =  [d\x  -  x,^] 
[(x  -  a?o)(y  -  yo)d]m-  [d(y  -  yo)Tw  +  [eP(a;  -  a;«)  (y  -  yo)]p 

Die  wahrscheinlichsten  Werte  der  neuen  Unbekannten  folgen  aus 
den  Normalgleichungen  mit: 
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(9) 


m 

«= 

D 

n 

_ 

P 

- 

Dp 
D 

D, 

Q  = 


B 


wobei  D  die  Determinante  des  Systems  und  Dm,  Dny  Dp  und  Dg  jene 
der  unbekannten  bedeuten  und  sich  in  bekannter  Weise  aus  (7)  oder 
(8)  bestimmen  lassen. 

Durch  Substitution  der  vorstehenden  wahrscheinlichen  Werte  von: 
t»,  n,  p  und  q  in  die  Gleichungen  1.,  (11)  bezw.  (12)  resultieren  die 
wahrscheinlichen  Werte  der  Polarkoordinaten  r  und  0  des  Standpunktes 
der  Bildweite  f  und  des  Orientierungswinkels  y. 

Die  Gleichungen:  (1),  (I),  (II),  (III)  (IV)  geben  die  wahrschein- 
lichen Werte  der  recht  winkligen  Koordinaten  der  Station  u.  s.  w. 

Die  bei  ^^Einfacher  Bestimmung'^  aufgestellten  Bestimmungs- 
gleichungen für  die  Azimute  w,  die  Horizontal winkel  x,  die  Radien- 
yektoren  q  lassen   sich  auf  n  Punkte  ausdehnen. 

Die  Überprüfung  resp.  Bestimmung  des  Horizontes  kann  in  ana- 
loger Weise  wie  unter  !•  gefuhrt  werden,  ebenso  die  Höhenermittlung. 

Sämtliche  mit  Benutzung  der  wahrscheinlichen  Werte  der  neuen 
Unbekannten  aus  Gleichung  (9)  durchgeführten  Untersuchungen  ergeben 
wahrscheinliche  Werte. 

3. 
Genauigkeits  •  Untersuchungen. 

a)  Einfache  Bestimmung. 

Die  rechtwinkligen  Koordinaten  der  gegebenen  Punkte  können  als 
fehlerfrei  angesehen  werden,  somit  sind  nur  die  Abszissendifferenzen: 
d^f  d^,  dj  und  d^,  wenn  vorerst  die  einfache  Punktbestimmung  ins 
Auge  gefafst  wird,  mit  gewissen  Fehlem:  ^d^,  ^^y  ^d^  und  ^d^y 
behaftet,  welche  ihren  Einflufs  in  erster  Linie  auf  die  neuen  Un- 
bekannten: m,  n,  p  und  q  und  dann  auch  auf  die  gesuchten  Gröfsen: 
r,  By  X,  y  sowie  /*,  y  und  x^,  welche  als  Funktionen  derselben  er- 
scheinen, ausüben. 

Nach  Ama  Sätzen  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  über  den 
mittleren  Fehler  einer  Funktion  erhalten  wir  für  den  mittleren  Fehler 
der  neuen  Unbekannten: 
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Die  partiellen  Differentialquotienten  in  den  vorstehenden  Gleichungen 
können  in  einfacher  Weise  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (10)  abgeleitet 
und  hierin  eingefahrt  werden. 

Da  nun  die  gesuchten  Unbekannten: 


(2) 


m 


tge  =  r 


n 


tg(e  +  y)== 


f= 


r  = 


«l  COB  y  cos  (ö  +  y) 

p  sind 

008  (ö  +  r) 


pcosy 


als  Funktionen  yon  m,  n,  p  und  q  auftreten^  so  lassen  sich  ihre 
mittleren  Fehler  nach  dem  bei  den  Gleichungen  (1)  angewendeten 
Satze  der  Fehlerrechnung  aufstellen. 

Der  mittlere  Fehler  von  0  wird  sein: 

(8)       ^<-  -  ±  00..  »y  (^T^»' + fji?)  w. 

worin  die  partiellen  Differentialquotienten  aus  (2)  gefunden  werden  mit: 

\  dm )       n         m 

(t2tg9\  ^ •**  __       *^^ 
"dn"/  ~  ""  n*  ""  ""  "^  ^ 

und  somit  wird  der  mittlere  Fehler  des  Winkels  6: 

oder  auch: 

sin  26 


(I) 


z/ö==± 


2 


>W^)" 


In    ähnlicher   Weise    kann    sofort    der    mittlere    Fehler    fÖr    den 
Winkel  y  aufgestellt  werden^  nämlich: 

(n)  jy^±  ±1^^  VW+W- 
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Die  allgemeine  Form  des  mittleren  Feblers  der  Bildweite  /'lantet: 


worin  die  partiellen  DifFerentialquotienten  sind: 

l(df\  __  coByCoaffl  +  y)  ^  f_ 
\dm)  psinO  m 

mcosy  cofl(6  H-  y)  1  / 

8ill(ö  +  2y) 


/  d/\  ^  _  w  Biii(e  + 

\tfy/  p        sind  C08yC08(ö  +  y) 

(<J/'\ cos'yi» 1      ^ 

3ö/  ""  ""  8in*e  ü  resind' ' 


sind 
TO  sin  (d  +  2  y) 


A 


welche,  in  die  Gleichung  ffir  ^Z*  eingef&hrt,  geben: 

ylf^  +  A/I'^'^'W    (^Py  \    (    ^^    V  \    /Bin("g"+2y)^y\» 
^'  '  r   \  iw  /  "^  \  p  /  "*"  \rp  sind/  "*"  \coBy  cosCd  +  y))  ' 

(in)        Der  relative  Fehler  der  Bildweite  betragt: 

Jf^  .  -i/zz/mX»       /Jpy       /    de    Y       /sin(d  +  2y)z/y\8 
/  r\t»/"^\l)/"^  Vri^sind/  "^  Vcosy  cos(d  +  yj/   * 

Der  mittlere  Fehler  im  Leitstrahle  r  ist: 


(5) 
wobei 


z/r 


y(ij)v + i^)w + (S)*^»', 


(S)- 


'y. 


cos(d  +  y)  1 
cosy      p* 


r 
~P 


(dr\  sind    m 

dy)^^       pcos'y  fp 


und  nach  ausgeföhrter  Substitution  ergiebt  sich: 

^.  -  ±  r)/(f  )■+ (B)  V  +  gr^ 
(IV)  und  der  relative  Fehler: 

Die  mittleren  Fehler  der  rechtwinkligen  Koordinaten  des  Stand- 
punktes: 

X  —  Xq  +  rcosO 

y  =  yo  +  ^»i»*^ 
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worin  Xq  und  y^  als  fehlerfrei  zu  betrachten  sind^  ergeben  sich  mit: 

(6) 


h=±V&'''''+©i'^»-- 


Nun  sind  die  in  den  Yorstehenden  Ausdrücken  auftretenden  partiellen 

Differentialquotienten : 

( /dx\  ^      X  — 


(dl)  =  -rsind  =  -  (y  -  aro) 

und 

0  -  .in»  -  '.-^ 

somit  nach  ausgeführter  Substitution  in  Gleichung  (6): 


(V) 


Jy^±y(^^-^-<^^^Jr*+ 

Der  mittlere  Punktfehler  des  Standpunktes  ergiebt  sich  durch: 

^ÜP  =  Jx^  +  Jy*  '^Jr^  +  r^'  JO^ 

oder  mit  Heranziehung  der  Ausdrücke  für  die  mittleren  Fehler  von  r 
und  ß  auch: 

(VI,^^.-^[(f)'  +  (g)V+©W+^«((^)'+(f))]. 

Was  die  Genauigkeit  betrifft,  mit  welcher  die  Yertikallinie  bezw. 
der  Hauptpunkt  der  Perspektiye  festgelegt  wird,. so  ist  dieselbe,  da 

ist,   Yon   der  Schärfe  abhängig,  mit  der  f  und  y  das  Resultat  ^  be- 
einflussen. 

Der  mittlere  Fehler  ist: 

wobei: 
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so  daft  man  erhalt: 


(jm 


^lo  =  ± 


ym 


¥  + 


sin  2  7 


oder  den  relativen  Fehler: 


vW^pj- 


Würde  man  die  Lage  des  Hauptpunktes  statt  von  dem  Bildpunkte 
Pq  von  f^y  p^,  p^  oder  p^  aus  bestimmen,  so  würden  wir  nach  kurzer 
Rechnung  für  die  mittleren  Fehler  der  Abszissen  durch  Heranziehung 
der  Gleichungen  (1),  (22)  erhalten: 


(vni) 


^6i  = 


-±vw^ 


'  ^7  y 

gin2]>  I 

~W - 


IS  +  ^dj  =  yj^  +  dd\ 


^^-±V\m 


"^  '  8in2y 


»n 


ll  +  jd\^yjil+^d\. 


Wie  aus  den  Gleichungen  (VH)  und  (VHI)  zu  ersehen  ist,  besteht 
zwischen  den  mittleren  Fehlem  der  Abszissen  die  Beziehung,  dafs 

z/6o<^Si<^6,  .... 
ist,   was  besagt,  dals  der  Hauptpunkt  resp.  die  Vertikallinie  am  ge- 
nauesten durch  die  Abszisse  des  Bildpunktes  p^  d.  i.  ^  ermittelt  wird. 

h)  Mehrfache  Bestimmung. 

Auf  Grund  der  mehrfachen  Bestimmung  werden  die  wahrschein- 
lichen Werte  der  Unbekannten  r,  ö,  Xj  y  und  /",  y,  |^  erhalten. 

Die  mittleren  Fehler  dieser  Gröfsen  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen 
des  vorhergehenden  Abschnittes: 


U=±.-^/(^)V(^^)«^,.+  (i)«^.S 


(1) 


je  =  ± 


sin  29 


y  (#)' + m. 


^1  =•  -^1  y  \m  }   '^  \p  )    ■''  KrpBme/   '^  \  cos  y  cob  (0  +  y)/ 


/ix  «  ycos«ö.^r«  +  r«sin*Ö.i/Ö^ 
z/y  -  Vsin»  Ö^r«  +  r* cos»  ez/Ö»7 


2 


+ 


Ay 
Bin2y 


2 


2 
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(3) 


(4) 


(») 


wenn   hierin   für  ^m,   /Jn,  Jp,  Jq  die  mittleren  Fehler  dieser  Un- 
bekannten eingesetzt  werden. 

Bezeichnet  /i  den  mittleren  Fehler  der  Gewichtseinheit,  so  ist  dieser 
gegeben  dnrch: 


,-±VB-v 


wobei  \yv\  die  Summe  der  Fehlerquadrate  der  Bestimmungsgleichungen 
für  m,  n,  p^  q  und  n  deren  Anzahl  bedeutet;  sind  femer  Gmy  Gn,  G 
und  G^   die  Gewichtszahlen   der  neuen  Unbekannten,   so   werden   die 
mittleren  Fehler  derselben  lauten: 


(2) 


^»»  =  tÄ-  =  (^VQii 


m 


=  ±i/ZML 

^  K(n-4)(?„' 


^n  = 


^p 


Jq 


=  V'YQu  -  ^  Y  (n-i)G,  ' 


Die  Gewichtszahlen  können  in  Terschiedensier  Art  berechnet  werden; 
am  bequemsten  werden  sie  wohl  erhalten  nach  Bessels  Vorgänge 
aus  den  Normalgleichungen  f&r  m,  n,  p  und  q  dadurch,  dafs  man  die 
Gewichtsgleichungen  aufstellt  und  sie  nach  Q^^,  Q^,  Q^^  und  Q^  auf- 
löst, nämlich: 

[(r  cos  ef]  ^11  -  [r>sinÖ  cos  9]  ^„  +  [r*dco8»e]  Q^^  +  [r»d  sinö  cosO]  Q^^ 
[r*  sin  e  cos  ff]  ^^  -  [(r  sin  ö)»]  ft,  +  [r»d  sin  ö  cos  9]  Q^^  +  [r>d  sin*  ö]  ^^^ 
[(r  cos  0)»d]  fti  -  [r«d  cos  6]  Ö«  +  [(rdcosö)*]^^  +  [r»«?  cos  ö  sinö]  Qi^ 
[r«d  sin  ^cos  Ö]  ^i,  -  [(r  sin  Ö)*^]  ^^  +  [r»d>  sin  0  cos  0]  Ö^  +  [(rd  sin0)»]  Q^^ 

[(r  cos  0)»]  Q„  -  [r*  sin  0  cos  0]  Q„  +  \fd  cos»  0]  ft,  +  \r*d  sin  0  cos  0]  Q^ 

[r»  sin  0  cos  0]  Q^  —  [(»•  sin  0)»]  ^„  +  [r»d  sin  0  cos  0]  ft,  +  [r*d  sin*  0]  ^„ 

[(rcos0)»d]ft,  -  [r«dcos0]Ö„  +  [(rdco80)*]^„  +  [r»d»sin0cos0]^^ 

.  [r«d  Bin0  cos  0]  Q«  -  [(r sin0)«d]  §„  +  [r»d»  sin  0  cos  0]  ft,  +  [(rd  sin  0)»]  Q^ 

[(r  cos  0)*]  ^,1  -  [r*  sin  0  cos  0]  Q^  +  [r»d  cx)s'  0]  Q^  +  [r»dBin0co80]  Q^  ■ 
[r*  sin  0  cos  0]  ft»  -  [(r  sin  0)»]  ft,  +  [r»d  sin  0  cos  0]  Q^  +  [r*d  sin«0]  Q^ 

[{r  cos  0)«]  ^,1  -  [y*d  cos  0]  Q„  +  [(rd  cos  0)«]  Q^  +  [r«rf«8in0co80]Ö„. 
I[r«f78in0cos0]^,i-[(r8in0)»d]ft,+[r»(?sin0co80j  Ö»s  +  [(rdsin0)»]  Q^ 


=  1, 
=  0, 
=  0, 

=  0. 
=  0. 

=1, 

=  0. 

0, 
0, 

1, 

0. 
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(6) 


[(r  co8Ö)»]ö^  -  [r»8möco8Ö]$^  +  [r»dco8«Ö]ö„  +  [r»dsinÖ  cosö]^^ 

[r»  sin  Ö  cos  e]  Ö«  -  [(r»  Bin  Ö)«]  ^^  +  [r*d  sin  ö  cos  Ö]  <2^  +  Lr«d  sin«  Ö]  ^^ 

[(r  cos  eyd]  Qu-lr'd  cos  «]  Q^  +  [(rd  cos  »)*]  ^43  +  [r*d*  sin  6  cos  Ö]  ^44 

[r»d sinö cos 9] ^^i  -  [(r  sinö)>d] ^4,  +  [r»d» sinö cosö]  Q^  +  [(rdsin ö)*]^^ 

Nach  Substitution  der  aus  (3),  (4),  (5)  und  (6)  berechneten  Werte 
der  Gewichtszahlen  in  die  Gleichungen  (1)  ergeben  sich  die  mittleren 
Fehler^  welche  ein  Bild  von  der  erreichten  Genauigkeit  zu  bieten  im 
Stande  sind. 

Der  mittlere  Punktfehler  wird  erhalten  aus  der  Gleichung: 

(7)  JM*  «  Jx^  +  z/y«  =  Jr^  +  r^je\ 

worin  gleichfalls  die  mittleren  Fehler  aus  (1)  einzuführen  sind. 

Der  vorstehenden  Genauigkeitsimtersuchung  liegt  die  Voraussetzung 
zu  Grunde,  dafs  die  neuen  Variablen  m,  n,  p  und  q,  als  deren  Funk- 
tionen die  gesuchten  Grofsen: 


=-0, 

=  0. 


(8) 


r  = 


np  -{-  mq 


m 


0  =  arctff  — 
^  n 


f- 


X 


mq  +  np 

p'  +  q' 

nq  —  mp 
mq  +  ♦*!> 

Ä?o  +  S  =  ^0  + 


n 


inq^-\-  np 

y'=yo  +  v  =  yo  +  ;^^^q 

u   nq  —  fnp 

V  So  =*  p«  -I-  g« 

erscheinen,  von  einander  unabhängig  sind.  Dies  trifft  jedoch  nicht  zu, 
sondern  es  besteht  eine  Abhängigkeit,  welche  durch  die  Gleichungen 
1.  (5)  zum  Ausdrucke  kommt. 

Allgemein  kann  die  gesuchte  Unbekannte  F 

F=fp(m,n,p,  q) 

gesetzt  werden,  worin  die  Argumente  von  einander  abhängig  sind. 
Bezeichnet  man  die  partiellen  Differentialquotienten  mit: 

SO  erhält  man  für  den  mittleren  Fehler  dieser  Fimktion: 
(9)  JF'  =  ±  [ffQ]ii', 

4« 
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worin  sämtliche  Variationen  zweiter  Klasse  der  vier  Elemente  f^^  f^,  f^ 
und  f^  auftreten  und  die  Gewichtskoeffizienten  Q  mit  einem  Doppel- 
indez,  bestehend  aus  den  Indizes  der  Elemente  f,  verbunden  erscheinen. 
In  entwickelter  Form  hat  man: 


(10) 


+  fifiQn  +  fif»Qn  + 


+  UhQu 


Die  Gewichtskoeffizienten  Q  ergeben  sich  hierfür  aus  den  vor- 
stehenden Gewichtsgleichungen  (3)^  (4)^  (5)  und  (6);  die  partiellen 
DiflFerentialquotienten  /i,  f^y  f^  und  f^  haben  folgende  Werte: 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) 


mq-\-np. 


f  __    r     w       __ 
*         Lt»"  +  n'       mq-{-np. 


tgO 


•  für  r 


/i 


m 


/i  =  o 


tgö 


tt 


fQr  \%B 


P 
mq-^-np 

n  —  2pf 

mq  -^-np 

m  — 2g/' 


mq-^-np 


f 
f 
f 


fOif 


,r 


iP 


für  tgy 
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(15) 


(16) 


und 


(17) 


fi 


für  5  resp.  iiJ 


Li]«»       mj     ' 


,i]W 


•  für  71  resp.  y 


^^n' 


/i 


p'  +  g" 


=  +  ^ 


p«  +  g« 


für  t 


Beispiel. 

Mit  einem  gewöhnlichen  photographischen  Apparate^  der  durch 
einige  Zugaben  für  photogrammetrische  Zwecke  adjustiert  war^  wurde 
im  Herbste  1899  von  der  Plattform  des  Observatoriums  der  k.  k.  tech- 
nischen Hochschule  in  Wien  eine  photographische  Aufnahme  in  der 
Richtung  gegen  die  innere  Stadt  ausgeführt^  so  dafs  auf  den  Photo- 
grammen die  markanten  Kirch turmspitzen:  St.  Michael^  Augustiner^ 
St.  Peter^  St.  Stefan^  Franziskaner  und  Universitätskirche  erhalten  wurden. 

Auf  den  ungetonten  Kopien  wurden  die  Abstände  der  Bildpunkte 
obiger  Objekte,  bezogen  auf  Si  Michael  als  NuUpimkt,  gemessen  und 
erhalten: 

dE|  =      6.52  mm 
dj  =    50.87     „ 
d,  =  103.68     „ 
d^  =  161.66     ,, 
dg  =  167.40    „ 
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(2) 


Die  rechtwinkligen  Koordinaten  der  genannten  Punkte  wurden  der 
amtlichen  Publikation  des  k.  k.  Finanz-Ministeriums: 

^Koordinaten  und  absolute  Höhen  der  triangulierten  Punkte  von 

Nieder-  Osterreich" 
entnommen  und  zwar: 


Koordinaten 

Punkt 

Anmerkung 

X 

y 

m 

m 

St.  Michael 

-    30.592 

-  447.179 

Lage  des  Koordinaten- 

Augustiner 

-  311.459 

383.379 

systems: 

St.  Peter 

+  129.917 

-  229.508 

a;- Achse  ..  Meridian 

St.  Stefan 

0.000 

0.000 

y-Achse  . .  Parallel. 

Franziskaner 

251.773 

-f  141.315 

Eoordinatenanfang    ist 

Universitätskirche 

+    73.322 

+  342.487 

St.  Stefan. 

Die  Unterlagen  für  die  rechnerische  Durchführung  des  Fünfstrahlen- 
Problems  mit  Verwendung  der  Sätze  aus  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  sowie  Genauigkeitsuntersuchungen  befinden  sich  in  der 
nachfolgenden  Tabelle  I  (S.  55)  und  den  sich  anschliefsenden  Rech- 
nungen. 

Die  Koeffizienten  der  fünf  möglichen  Bestimmungsgleichungen  für 
m,  n,  p  und  q  ergeben  sich  aus  Tabelle  I  Kolonne:  4^  5^  11^  12  und  13. 

Die  Bestimmungsgleichungen  lauten: 


1) 


,-  280-867»» 

160-509» 

30-592IM 

-221-181»» 

+  103-914»» 


63-800«-  1-83  125p  +  0-41598 
217-671»»+  8-16  500i)+  1107  290 
447-179»+  3-17  180p  +  46-36  350 
588-494»  -  35-75  620p  +  95.13  670 
789-666»  +  17-39  550p  +  132-19  400 


0-00  652, 
0-05  087, 
0-10  368, 
0-16166, 
0-16  740, 


aas  welchen  die  Normalgleichungea  mit  den  Koeffizienten  der  Unbe- 
kannten ans  Tabelle  I  Vertikalreihe  11,  12,  15,  16,  19,  20,  23,  24,  27, 
28,  30,  33  and  34  erhalten  werden: 


165-306  »»  +  17-408-6  «+ 11-638-3  p—  4-227-07? 
17-408-6»»+  1-221-315«+  422707  p- 183-544  q 
11-638-3»»+  4-227  07  »+  1-661-21  p- 865-526  q 
4-22707»»-       183-544»-       865-526p+    28-797-9  q 


—  8-85  515, 

—  285-183. 

—  2-13  60?'. 
+  42-8824. 


a 

'S 

1 
»k 

0-41  598 

11-07  290 

46-36  350 

9513  670 

132  19  400 

^4 

! 

—  1-83125 
+    8-16  500 
+    3-17180 

—  3575  620 
+  17  39  550 

2, 

•CJ 

1 

t*  CO  t-  <^0 

O  Ol  iH  CO  Ol 
Od  -^  CO  X  tH 

• 

iH  ^  CO  f  OQ 
CO  ©  CO  Od  tH 

•     •     •     •     • 

0>  v4  tH  ^  Ol 

c» 

1 

O 

-*       9*       ■*        •*        tm 

kO  CO  ©  kO  CO 
t-  Od  eo  eo  -^ 

91  vH  v4  00  © 
CO  >H  ©  »O  "^ 

Ol  Od  lO  lO  09 

•    •    •    «    • 

©  ©  ©  »H  tH 

ao 

o 

T     «  «• 

kO  CO  Od  ©  CO 
<N  '^  CO  CO  f 
^  CO  kO  X  00 

—  ©  -»H  ©  Od 
X  t*  ©  Ol  Ol 

•     •     •     •     • 

t«  X  Od  Od  Od 

t* 

'S 

1 

o 

M  Oft  lO  « 

Ol  ©  c»  <^  -«* 
X  X  ^  b*  ^ 
^  t"  ©  Od  t* 

©  00  lO  CO  Od 
00  €0  CO  t^  00 

tH  04  e^  G4  <N 

O 
es 

« 

1 

o 

©  ©  ©  kO  t» 
kO  kO  CO  t«  CO 
OD  kO  kO  ^  «O 

^  ©  X  ^  W 
-«  04  Ml  00  © 

Ol  04  tH  0<l  04 

O 

1 

©  <pH  Od  -^  CO 
©  t<-  C*  Od  CO 

X  CO  tH  <^  CO 

p   00  t^  t^  ob  0» 

B    CO  iH  -^  X  X 
04  Tu  kO  t» 

1   1   1   1   1 

1 

T^  t  t  T  1 

■* 

•  1 

m 

—  280-867 
+  160509 
+    30-592 

-  221-181 
+  103914 

0» 

•« 

m 

000  652 
005  087 
0-10  368 
0 16  166 
016  740, 

04 

1 

a 

1 

--3 

O 
C 

m 

—  447-179 
383-379 

—  229-508 

0-000 
+  141-315 
+  342-487 

m 

—  30592 

—  311  459 
+ 129-917 

0-000 

—  251773 
+    73322 

1 

M 

9 

s 

St.  Michael 
Augustiner 
St.  Peter 
St.  Stefan 
Franziskaner 
Universität 

Ol  Ol  Ol  Ol  Ol  Ai 

• 

o 

tH  0«  00  ^  kO  CO 

X 

© 

CO 


^«s- 


X  ;S 


X  >— I 
Ol 


X   I 


I 


^ 


M 


I 
3 


I 


9* 


o 


I 

to 

o 


e 

0« 


I 


«° 


;§ 


I 


00 


p(^A-AX^x-z)So\ 


C>/l-Ä)(Ox-Jr)»oi 


;S 


I 


I 

o 


if 

I 

ÜB 
Q 


^1 

Od  -^ 
CO  ^ 
kO  Ol 

• 

CO  © 
Ol  vH 

04 


CO  b*  0« 


eo  1-1 
X  •» 
©15k 

04  f  b-  ^  » 
CO  X  X   ^    I 
t«  Od  00  *ö   I 

o  *o  "^  2^ 

Ol  kO  ©  00 


©  ©  ©  ©  •? 

•^  Od  eo  Ol  -^  Ol 

CO  kO  ©  t*  CO   CO 

<^  ©  t^  ob  t^  ob  I 

tH  tH  Od  ©  ©   CO    I 
kO  00         Od  X   CO   H 


^     f  ^3 


•0    •*    m    ^ 

Od  CO  kO  Od  <^ 
X  ©  CO  ©  CO 
CO  Ol  CO  X  X 

Ol  X  vH  <^  tH 
^  CO  CO  t*  © 

th  ob  ^  ^  kO 


kO  CO  *4  ©  <pH 

0«  ^  Od  ^  <pH 
tH  t-  CO  X  »• 

iH  tH  X  Od  kO 
t»  ^  Od  X  Ol 

•  •  •  ■  • 

Ol  00  tH  CO  CO 


"S 


© 


kO  X  00 

CO  ©  -^  kO  CO 

00  00  00  "^  kO 

CÖ  ti  ob  04  CO   t'    I 

*H  r*  tH  231  00  ^  i, 

iH  t-  TU  ©  t-    01^ 

tH  tH  iH  CO    '^   H 
Ol  1-1 


li 


Ol 

Od 


to  Ob  ©  ©  CO  J5 

ob  A  cö  ob  ob  sS 

CO  C*  CO  kO  ©    I 

Od  CO  iH  ©  Ml  ^ 

Ml  00  ©  09  t»  >$ 

CO  iH  00  X  tH   tf 


li 


*M     <«     ••     Oft     o 

e*  CO  X  Od  X 

kO  l>  t-  ©  X 

t«  Od  ^  eo  t<- 

CO  -^  kO  Q«  CO 
©  04  iH  eo  tH 

*         ■         •         •         • 

©i  CO  CO  ^  ^ 


•*_*    t-    *«    o 

04  ©  OD  Od  0« 


MI  MI 


00  CO  © 
00  00  CO 


kO  MI  00  iH  tH 
04  kO  *H  tH  0|d 

MI  Mi  MI  kö  M< 


S3 

©  © 
t»  X 
©  eo 

Ml  t- 


CO  X  t-" 


Od 

CO 

»•  ©  kO  2% 
CO  CO  CO   2   *» 

Od  eo  kO  '^    I 

•»H     ' 
Od  CO  CO   04  ^ 
Od  M|  Ol   04  •-• 
iH  CO  CO    ^ 


MI  M»  00  CO  M»  «9 

CO  CO  kO  tH  ob  ^ 

X  CO  CO  04  Od  © 

X  t-  Od  Od  t-  ** 


I? 


X  kO 
C*  Ol 


X  ©  *«  Ä 


■*     CO     ©     <D 

MI  ©  kO  Od  X 
CO  CO  Od  Ml  X 
Od  kO  ©  Od  M* 

©  r«  ©  00  Od 
CO  CO  eo  kO  t^ 

cb  MI  kO  kö  kö 


•*    <•    to    -*  ^ 

©  ©  iH  ©  kO 

©  ©  04  kO  00 
t»  •rH  *H  Od  CO 

Od  «H  C*  X  9 
X  ^  Od  <0 


MI  MI  Ol 


© 
Ml  Ml 


0» 


I» 


s 


I 


09 
«d 


if 

I 


9« 


rf)(<'Ä  — Ä)8oi 


I 

fio 

o 


s 


'S 

I 

1 
I 

H 


0« 


rfK^'J-'OC**-*)«©! 


00 

04 


«!i 


S 


.»> 


M 


I 


0« 


dJiCÄ  —  Ä)»©! 


tf, (««  —  «)  «Ol 


000 


1    1    1    1    1 
©  ©  ©  ©  © 

iH  iH  iH  *H  *H 

v4 

tH 

r-i 
b 

CO  CO  tH  CO  -^ 
t«  kO  04  iH  © 

CO 

kO  SO  t*  ©  © 
M»  CO 

CO 

X 

10    lO    10    «    10 

I    I    I    I    I 
©  ©  ©  ©  © 

T-i  iH  tH  *H  •rH 
MI  CO  tH  MI  04 

■      •      •      ■      • 

Ol  CO  CO  ©  © 


■H-I++ 


91 

Ol  X 

t»  04 

Ol  00 

©  CO 
©  kO 

©  © 


*H  Od 

©  Od  MI 

t*  Od  Od 
©  t-  04 

00  CO  tH 

MI  kO  04 
tH  Ol 


eo 

©  CO 
MI  kO 

Od  eo 


Ml  ^  »• 
kO  l>  Ml 

X  CO  © 


iH  kO  X  ©  04 
•H  *H  04  X  *H 
©  MI  CO  t^  0» 

©  ©  ©  kö  04 


Ol 

co-g 

04  I 

X  I 
00  ^ 

04  ^ 

MI 

eo 

Ml 

§f 

^  I 
oiJt 


I     I 


M   >4   O   Oft 

0^  Ol  l>  M<  CO 

00  t«  X  Od  Od 
eo  ©  tH  CO  MI 

90  kO  X  X  Ml 

MI  r-  CO  *H  00 

•   •   •   •   • 
t-  ©  ©  iH  tH 

's  § 

©  04  ©  kO  Cd 
©  MI  ©  Od  tH 
t*  X  t-  *H  Ml 


t«  iH 
©  CO 

ob  Od 


^  CO 
kO  t* 

•    • 

Od  © 


CO 
MI 

m 

© 


CO 


CO  W 
C«  MI 

•    • 

©  O 
Od 


kO 

kO  CO 
©  »• 

• 

t*  tH 
MI  © 
tH  Ml 


CO  Ol 


»5 

o 
kO  &» 
00  Ol  I 
kO  kO  ' 

Od  lO  X 

Od  CO  ,f 

I 


Ol  X 


\^ 


Ol  04 

X  04 
tH  CO 


I  Ok  >i 

t*  © 

MI  l> 


Ml 
CO 


00  kO  CO  CO  CO 
Qp  0»  tH  kO  CO 

^  th  (N  eb  ob 


CO  CO 

CO  eo 

©CO  CO  ,-, 

CO  X  »H  5» 

t-  ©  kO  X  MI  kO  S-» 

tH  CO  kO  X  CO  X 

•    •    •    •    ■  « 

©  Ol  Od  ©  MI  e* 

Ol  MI  kO  r*  Od 

tH  tH  ©  MI  t-  3 


I 


09  Od  fc« 


kO  © 
kO  © 


Ol 


X 
04 

kO 


CO  Od  ©  M*  eo  Od 

kO  CO  CO  04  ©  O 

CO  CO  ©  kO  CO  Ol 

ob  CO  ©  ob  04  tH 

CO  iH  t-  ©  CO 

04  eo  CO 


^  o  '^  «0 

-*  04  kO  Od  © 
-^  kO  eo  CO  MI 
X  X  04  CO  04 

00  X  00  kO  MI 
04  ©  00  Od  04 

»  Ol  CO  ob  MI 

•*  *  00  «0  * 
©  04  ©  ©  l> 
kO  Od  CO  l>  X 
kO  CO  Ol  CO  © 

04  04  ©  ©  X 
»9  00  ©  tH  Mt 

©  tH  tH  CO  04 


I 


56 


Das  Problem  der  fünf  und  drei  Strahlen  in  der  Photogrammetrie. 


(3) 


(I) 


Die  ünbekaimten  ergeben  sich  hieraus  mit: 

w  =  +    3.93  342.10-S 
n  =  -24.80  60    10-», 

p 9906  09    10-*, 

l  q 11.60  28    10-5. 

Die  Polarkoordinaten  des  Standpunktes  lauten: 

fr  =1041.29w, 
e  =  170«  59'  24 

und  die  rechtwinkligen  Koordinaten  sind: 

x=^  Xq  +  rcosO  =^  —  1059  •  180m, 
y=y^  +  rsine 284.083m. 

Die  Bildweite  der  Camera  wird  erhalten  mit: 

(II)  /!= ^    •  />  =  242 . 44  mm 

^    ^  '        p  Bind 

und  der  Orientierungswinkel  der  Bilddistanz  betragt: 

(III)  y=  15«  41' 26". 

Die  Lage  des  Hauptpunktes  und  damit  auch  jene  der  Vertikallinie 
ergiebt  sich  durch  die  Abszisse: 

(IV)  So  =  68 .  103  mm. 

Die  Richtigstellung  des  Horizontes  wird  ermittelt  bei  dem  Bei- 
spiele, das  sich  an  das  Problem  der  drei  Strahlen  anschliefst 

Um  ein  Bild  von  der  Genauigkeit  der  ermittelten  Gröfsen  zu  er- 
halten, wurden  vorerst  die  mittleren  Fehler  der  neuen  Unbekannten: 
m,  n,  p  und  q  bestimmt. 

Es  ist: 

'z/m  =  ±-^-.  =  ^l/^,, 


(4) 


Jn-^± 


f* 


v^. 


=  i^VQ« , 


worin  der  mittlere  Fehler  der  Gewichtseinheit  mit  Zuhilfenahme  der 
Kolumne  (36)  in  Tabelle  I  erhalten  wird  mit: 


(5) 


/» =  ±  "|/^3.  _  ±  9  •  3129  •  10-». 


(6) 
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Zur  Beredmong  der  Gewichtszahlen  dienen  nachstehende  Gewichts- 
gleichnngen,  die  nach  Bessels  Vorgänge  in  bekannter  Weise  nnmittelbar 
aas  den  Normalgleichungen  aufgestellt  werden  können. 

Wir  erhaltrai: 

j  165-306      Öu+  17-408-6     Q^j+  11638-3  Q^-     4-227-07Cu-=l, 

17-4086  Ö„+     1-221-3150,,+     4-227-07Qi,-183-544      ft^=0, 

11-638-3  Qu+    4-227-07  ^1,+     1-661-2101,-865-526      ^,^=0, 

-4-227-07^1,-183.544        ^1,-865-526      ft,+  28.797-9  ft^-O, 

femer 

,165-306      Qti+  17-406-6     Q„+  11-628-3  Q„-     4 -227  07^,4=0, 

17-408-6  fti+     1-221-315(?„+     4  227 -07 §„- 183-544      Q^^l, 

11-638.3  Qn+    4-22707  Q„+     1- 661 -21^3- 865 -526      Q,^=0, 

-4-227-07^1-183-544        §„-865-526      Q„+  28-797-9  §24=0, 

weiter 

1 165-306      Qn+  17408.6     Q„+  11-6383  Q„-    4-227-07 §„=0, 

17-408-6  §81+    1-221-315§„+     4.227.07Öj,-183-544      §„=0, 

^  ^j   11-638.3  §,1+    4-22707  §„+     l-661-21§„-865-526      Q^=l, 

- 4-227 -07§ji-183-544        §„-865-526      §„+  28-797-9  §„=0, 

und  endlich: 

f  165-306      §«+  17-408-6     §«+  11-638-3  Q^-     4-227.07§«=0, 

17-408-6  §«+     1-221.315§«+     4-227-07§„-183-544      §„=0, 

11-638-3  §41+    4-227-07  §4,+     1-661 -21  §4,- 865 -526      §^=0, 

-4- 227-07 §41-183 -544        §^,-865-526      §«+  28-797-9  §^=0. 


(7) 


(9) 


Werden  die  vorstehenden  GewichtsgleichungiBn  6 — 9  aufgelöst;  so 
ergeben  sich  fiir  die  eingeführten  Zeichen  Q  die  Werte: 

Vll  ^  "I     fiu  (Uf,  y    Vi«  '^  ~  IQ  7ft9  »,(\C\  >    Vl3  "^  ~~   1  i  QQA  f     Vi4  "^  "" 


83.846  '    ^"  12,782.800 '    ^i»  11.894  ^  ^i*  11,927.300 

ftl  ftl  Ö41 

^««  ""  "1"  60.474  '  ^M^+67"2iT'  ^»*  ""  "^  71882" 

Vm  "^  +  822^ ;  ^84  '^  +  8.403 
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die  GewichtszaUen  selbst  werden  sein: 


(10) 


G^ 

~«n 

G„ 

~«« 

G, 

~«.. 

G, 

Qu 

=  83.645 
=  50.474 
-      822-96 
-=    1.181-9 


und  die  mittleren  Fehler  der  Unbekannten:  m,  n,  p  und  q  sind  dann: 

(Jm=    3-220  .10-' 

Jn  =   4145  .10-' 

Jp  =32-463  .10-' 
yjq  -27  089  .10-'. 


(11) 


(V) 


// 


ff 


Die  mittleren  Fehler  der  Unbekannten:  ö,  y,  r  und  f  werden  sein: 

^e  =  ±4'26 
^y  =  ±9'    6 
Jr^±  3-203  w 
z//*-±0-80  mm. 

Die  relativen  Fehler  der  Längen  r  und  f  berechnen  sich  zu: 

IJr        1 


(VI) 


325 


\  f         306 


oder  in  Prozenten  ausgedrückt: 


r 


0-31  % 


^-0-33%. 

Die   mittleren  Fehler  der  rechtwinkligen  Koordinaten   haben    die 
Beträge: 

z/ir«±  3-410  m 

^y^±  1-082  m, 
was  auf  einen  mittleren  Punktfehler  führt: 
M=±  yjx'  +  Jy'  =  ±  3-50  m. 

Der  Hauptpunkt  der  PerspektiTe  reap.  des  Fhotogrammes  und  da- 


(vn) 
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mit  die  Lage  der  YertikaUinie  wird  bestimmt  durch  die  Abszisse  ^ 
bezogen  auf  p^: 

60  =  68103  mm, 

mit  dem  mittleren  Fehler: 


(vni) 


^60  =  ±  0-69  mm, 
was  den  relativen  Fehler  bedingt: 


oder  in  Prozenten: 


lo        ö9 


^  =  1-01 7o. 


n. 

Das  Dreistrahlen- Problem. 

In  der  geodätischen  Praxis  ist  diese  Aufgabe  unter  den  verschie- 
densten Namen  bekannt:  ,^ie  Aufgabe  des  Snellius'^,  „Das  Po  thenot'sche 
Problem^,  ^^Bückwärtseinschneiden'^  etc.  und  findet  bei  trigonometrischen 
Punktbestimmungen  ausgedehnte  Verwendung. 

In  der  Photogrammetrie  läfst  sich  die  Aufgabe  in  nachfolgender 
Weise  formulieren: 

Drei  Punkte:  Pq,  P^  und  P,  sind  der  horizontalen  und  der 
vertikalen  Lage  nach  bekannt  durch  ihre  rechtwinkligen  Koor- 
dinaten: {Xf^j  ^q),  {x^y  y^  und  {x^j  y^)  sowie  ihre  absoluten  Höhen: 
Sq^  Si  und  JJg. 

In  einem  vierten  Punkte  P  wird  bei  vertikaler  Lage  der  Bild- 
ebene eines  photogrammetrischen  Apparates  eine  Aufnahme  aus- 
geführt und  auf  dem  Photogramme  werden  die  Abszissendiffe- 
renzen: d^y  d^  gemessen,  ebenso  die  Horizontalwinkel  a^  und  a^ 
nach  den  gegebenen  Punkten  mit  einem  Winkelmessinstrumente 
ermittelt 

Man  fragt: 

a)  nach  den  Koordinaten  des  Standpunktes, 

b)  nach  den  perspektivischen  Konstanten  der  Kamera,  Bildweite 
und  Lage  des  Hauptpunktes  sowie 

c)  nach  der  Orientierung  der  Bildebene  im  Räume. 

Auch  hier  kann,  wie  bei  dem  Fünfstrahlen- Probleme  die  Lösung 
dnrch  eine  einfache  oder,  wenn  mehr  als  zwei  Punkte  ihrer  Lage  nach 
gegeben  sind,  durch  mehrfache  Bestimmung  erfolgen. 
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1. 

Einfache  Bestimmung. 

Wenn  auch  in  diesem  Falle  die  Festlegung  der  Station  durch  Polar- 
koordinaten^  bezogen  auf  Pq,  erfolgen  soU^  so  sind  wie  früher  dieselben 
vier  Unkannten: 

r,  0,  f  und  y 
zu  bestimmen. 

Kennt  man  einmal  die  Polarkoodinaten  des  Standpunktes:  r  imd  0, 
so  lauten  seine  rechtwinkligen  Koordinaten: 

x  =  Xq  +  r  cobO 
y^tfo  +  rsrnd. 


(1) 


Die  Polarwinkel   der   von  Pq  ausgehenden  Polstrahlen  r^  und  r, 
werden  durch  die  Ausdrücke  erhalten: 


(2) 


und  die  Radienvektoren: 


Vi  —yo 

Xi  Xq 

_  y»  —  yp 

'0 


y  °  '     «,  —  «, 


(3) 


-^''''s^ef'-^^  =  y(-^--o)'  +  (^.-y^ 


2 


^«""    sinö, 


X<g  —  Xq 

COS  B^ 


=  y(a:,-a;o)*  +  (ya-yo)'- 


Aus  den  Dreiecken:  PP^Pi  und  PP^P^  folgen  nach  dem  Sinus- 
satze die  Proportionen: 

r  :  ^1  =  sin  [cCi  —  öj  +  ö]  :  sin  a^ 


(4) 


r\r^  =  sin  [og  —  ö,  +  &] :  sin  o, ; 


femer  lasseii  sich  für  die  Tangenten  der  Winkel  a^  und  ct^  aus  den 
Dreiecken:  PPiP^  und  Pp^Pi  sowie  PP^P^  und  Pp^p^  die  Gleichungen 
aufstellen: 


(5) 


.         ^  (2j  coB  y         __      i\  sin  (6  —  6^) 

—  dl  sm  y  *  * 


cos  y 


tg«, 


d,  cos  y  r,  sin  (ö  —  6,) 


cosy 


df  sin  y 


r  —  r,  cos  (0  —  ö,)  * 


Werden  nun  die  vorstehenden  Gleichungen  (4)  und  (5)  entwickelt 
und  die  Variablen  entsprechend  vereinigt^  so  gelangen  wir  zu  folgenden 
drei  Doppelgleichungen: 
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(6) 


weiter: 


(7) 


r^  sin  («1  —  ßj  -y-  +  r^  cos  (a^  —  ö  J  — ^  =  sm  «^ 

I.     /  ^  N  COS  ö    ,  /  >j  N  ein  ö 

r,  sm  («,  -  öj)  -—  +  r,  cos  (a,  -  Ö,)  — -  =  sm  «g, 


c^.y  ~^tgy  =  ^cotg«i 


cos'y 


I-  — (^tgy  =  d,cotga8 


und  endlich: 

,      /•     sin  (ö  —  öl)       dj  sin  (ö  —  ÖJ 

I  CG 

(8) 


co8*y  r  r 

/•     sin  {ß  ~  ö J  __  d,  sin  (0  —  0,) 
r 


cos'y 


tgy  =  ^'  -  d,  £2i£z:-».) 

tgy  _  ^.  _  d,  ?5?  (*' -  *•> 


r  "•        r,  ■  r 


Werden  ftlr  die  folgenden  Quotienten  neue  Unbekannte  eingeführt 
und  zwar: 

(sin  ö j 

Icos  B 

ferner 

cos" y       ** 

gesetzt;   so   erscheinen  die  Doppelgleichungen  (6),  (7)  und  (8)  in  der 
Form: 

>i  cos  («1  —  öl)  li  +  r^  sin  (a,  —  0^  r^^  =  sin  «j 

r,  cos  (og  —  ög)  li  +  r,  sin  (a,  —  Ö,)  ij^  =  sin  o, , 


(70 


(60 

weiter: 

6i  —  dl  1^2  =  dicotg«! 
1%  -  ^%  =  djCOtgOg 

und  die  dritte  Doppelgleichung: 

_^i 

I  |.  62  '~"  "l  i^  '/»  ""■ 

(80 


coB  (0  —  e,) 


sin  (Ö  —  ö.)  »  ,  sin  (0  —  0.) 


d,  ,   CM  ($-$,) 


Aus  (6)  folgt  das  erste  Unbekanntenpaar: 

r,  sin  aj  sin  (a,  —  ö,)  —  r^  sin  a,  sin  (a^  —  0,) 
|6i  = 

(9) 


^. 


n«*!  si»  [(««  —  «i)  —  (ßt  —  ^i)] 

r^  sin  a,  cos  (ce,  —  ÖJ  —  r,  sin  a,  cos  (a,  —  ö,) 


n  ^j  »in  [(«1  —  «i)  —  (Öl  —  ö,)] 
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und  für  die  Polarkoordinaten  von  P  selbst: 

I.  ^ Si  _  r,  sin  04  sin  (a,  —  ö,)  —  r^  sin  a,  sin  (a^  —  OJ 
°  iji  r^  sin  a,  cos  («j  —  öj)  —  r,  sin  of^  cos  (a,  —  ö,) 
2 1        ff  sin"  a,  +  t^  sin'  a^  —  2ri r,  sin  a^  sin  ce. 

Zufolge  (7')  lauten  die  Unbekannten: 

j    dj  d,  [cotg  «j  —  cotg  «,] dj  d,        sin  (a,  —  «,) 

.  **  cL  —  d,  cL  —  d.      sin  er,  sin  a, 

(10)-  ^     ,         J    , 

^     '  '      «i  cotg  «,  —  o,  cotg  o, 

Die  Bildweite  f  und  der  Orientierungswinkel  y  werden  dann  sein: 

.  d,  cotff  OL  —  dL  cotff  a. 

'       *■  '       a,  —  Ol     sm  a,  sin  o,  ' 

Die  Doppelgleichung  (8)  und  (8')  vereinigt  sämtliche  geforderten 
Unbekannten  und  kann  zur  Berechnung  irgend  eines  Paares  derselben 
r,  0  oder  f^  y  herangezogen  werden^  wenn  bereits  ein  Paar  hievon  be- 
kannt ist.  Ist  z.  B.  r  und  d  aus  Gleichung  (I)  bestimmt  worden,  so 
dient  zur  Ber^hnung  von  ^  imd  ^i^  die  Gleichung  (80: 

sin  (g  —  ej  j.  ,   sin  (0  —  OJ  d^         ,   cos  (Q  — •  gj 

j;        62  -  «1         5:        %  =•  f^  -  «1         -^ 

sinJÖ  — Ö,)  j.  ,   8in_(ö--Ö,)       _  d,        ,  cos  (g  —  g,) 

-  gj  —  öj  -  %  —  j;:         »8  jj;  , 

und  aus  Gleichung  (11)  folgt  dann  f  und  y. 

Da  nun  diese  Bestimmung  sicherlich  verwickelter  ist  als  jene,  die 
sich  durch  Auflösung  der  Gleichimg  (7)  für  1,  und  1^2  bietet^  so  dürfte 
sich  die  Heranziehung  der  Gleichung  (8')  nicht  als  praktisch  er- 
weisen. 

Die  aufgestellte  Doppelgleichung  (8')  wird  zur  Kontrole  gute 
Dienste  leisten  und  zu  diesem  Zwecke  mit  Vorteil  herangezogen  werden 
können. 

Kennt  man  die  Polarkoordinaten  nach  (I),  so  sind  die  rechtwink- 
ligen Koordinaten  gegeben  durch: 

a:  =  a:^,  +  r  cos  ö 


(in) 


Was  die  Festlegung  des  Hauptpunktes  bezw.  der  Vertikallinie,  die 
Überprüfung  des  Horizontes,  Ermittelung  der  Höhen  etc.  betrifll,  so 
gilt  das,  was  beim  Fünfstrahlenprobleme  entwickelt  wurde. 
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2. 

Mehrfache  Bestimmung, 

Dieser  Fall  tritt  dann  ein,  wenn  mehr  als  3,  z.  B.  n+1  Punkte 
der  Lage  nach  gegeben  vorliegen  und  die  Horizontal winkel  o(i<^  *  *  -  o^n 
gemessen  wurden,  sowie  auch  die  Abszissendifferenzen  d^d^-  -  -  d^. 

Es  seien  (n  +  1)  Punkte  durch  ihre  rechtwinkligen  Koordinaten 
ond  Hohen: 

gegeben;  im  Standpunkte  P  seien  die  Horizontalwinkel:  cc^,  «29 ' '  -  cCn 
mit  grofser  Schärfe  gemessen  imd  die  Abstände:  d^,  d^  •  ^  -  d„  auf  den 
Photogrammen,  bezogen  auf  den  Bildpunkt  p^,  ermittelt  worden. 
Es  handelt  sich: 

a)  um  die  Koordinaten  der  Station, 

b)  um  die  perspektivischen  Konstanten  der  Kamera  und 

c)  um  den  Orientierungswinkel  der  BUdebene. 

Für  die  vier  Unbekannten:  r,  ö,/"  und  y,  die  auch  bei  der  mehr- 
fachen Bestimmung  gesucht  werden,  lassen  sich  mit  Heranziehung  der 
neuen  Variablen:  S^,  rj^  und  g^,  ri^  auf  Grund  der  Gleichungen:  1.  (6') 
und  (T)  im  ganzen  2n  Bestimmungsgleichungen  aufstellen,  wo- 
von 2n  — 4  =  2(»  — 2)  Gleichungen  überschüssig  erscheinen;  es 
sind  somit  die  Sätze  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  auf  die  Be- 
stimmungsgleichungen anwendbar.  Aus  den  zwei  Gruppen  von  Be- 
stimmungsgleichungen, und  zwar  n  für  die  neu  eingeführten  Un- 
bekannten ii  und  rj^  und  ebenso  viele  für  ^  und  i^,,  lassen  sich  zwei 
Gruppen  von  je  zwei  Normalgleichungen  bilden,  die  zur  Berechnimg 
der  wahrscheinlichsten  Werte  der  |i,  ri^  und  g^,  ly,  führen. 

Für  ||  und  rj^  gelten  die  nach  1,  Gleichung  (6)  gebildeten  Be- 
stimmungsgleichungen: 

r^  cos  («1  —  öl)  5i  +  fi  sin  («^  —  öj)  ijj  =  sin  Oj 

r,  cos  (a,  —  ö,)  gl  +  r,  sin  (cfj  —  0^)  iji  =  sin  a, 
(1) 

^n  COS  («„  -  e„)  gl  +  r,  sin  («^  -O^Vi^  ^^  «, 
woraus  die  Normalgleichungen  folgen: 

|[r*cos^  (a—O)]  gj  -f  [r*  sin  («  —  ff)  cos  (a  —  ff)]  i]^  =  [r  sin  «  cos  (a  —  ff)] 
^  M[r*8m(a-e)cos(a-e)]gi  +  [r«8in^(a-e)liyi  =  [rsinasin(a-ö)] 

und  die  neuen  Unbekannten  selbst: 


"nf 


j 
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(3) 


li  = 


Vi  = 


[r*  sin*  (a  —  ff)]  [r  sin  a  cos  (a  —  ff)]  —  [r*  sin  (a  —  ff)  cos  (a  —  ff)]  [r  sin  a  sin  (a  —  9<] 
plln»  (a  —  Ö)]  [r*  cos*  (a  —  Ö)]  —  [r*  sin  (a  —  6)  cos  (a  —  Ö)p 

[r*  cos*  (tt  —  ö)]  [r  sin  «  sin  (g  —  ff)]  —  [r*  sin  (og  —  ö)  cos  (g  —  ff)]  [r  sin  c  cos  (g  —  g  ] 
[r*  sin*  (g  —  e]  [r*  cos*  (g  —  0)]  —  [r*  sin  (g  —  6)  cos  (g  —  $)] 


Die  Polarkoordinaten  des  Standpunktes  lauten 


(I) 


(tgö  = 


r«  = 


^1 


S!  +  ^! 

und  weiter  die  rechtwinkligen  Koordinaten; 
X  =^  Xq  +  r  cos  0 
y  =  yo  +  r&iae. 


Zur  Berechnung  der  Bildweite  und  des  Orientierungswinkels  folgen 
nach  1.  Gleichung  (7')  die  Bestimmungsgleichungen: 


(4) 


welche  die  Normalgleichungen  zu  bilden  gestatten: 

»Ij-  [d]%  =  [dcotga] 
-  MIa  +  [^^%  =  -  [drfcotga]; 


(5) 


die  neuen  unbekannten  selbst  sind  dann: 


(6) 


ft2  = 


Vi  = 


\dd]  [d  cotg  g]  —  [<f]  [dd  cotg  g] 
n[dd]  —  [d]* 

[d]  [d  cotg  g]  —  n[dd  cotg  g] 
nldd]  —  [(fj*  • 


Da  nun   die  gesuchten  Unbekannten  f  und   ;/  mit  ^  und  i},  in 
einem  sehr  einfachen  Zusammenhange  stehen,  so  ist: 


(H) 


tgy  =  %  = 


[d]  [d  cotg  g]  —  w[dd  cotg  g] 


n[dd]  —  [d]* 
/'-Sjcos  y-  --j^___ 


cos*y. 


Die  Festlegung  des  Hauptpunktes  der  Photographie  und  damit 
der  Vertikallinie  erfolgt  durch  die  Abszissen  der  Bildpunkte  p^^  p^  •  •  -^p^, 
die  sich  aus  nachstehenden  Gleichungen  berechnen  lassen: 
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(ni) 


'fn^^/'tgCy-««); 

wobei  noch  zur  Eontrole  die  Beziehungen  bestehen  müssen: 


(7) 


lo  =  tj  +  ^ 


Prof.  Dr.  A.  Schell  der  k.  k.  technischen  Hochschule  in  Wien  hat 
in  Dr.  J.  M.  Eders  Handbuch  der  Photographie  I.  Bd.^  2.  Hälfte^ 
2.  Auflage,  die  Bestimmung  der  Bildweite  f  und  die  Festlegung  des 
Hauptpunktes  der  Photographie  in  analoger  Weise  mit  Anwendung  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  gelöst. 

Was  die  Überprüfung  und  etwaige  Bestimmung  des  Horizontes 
betrifft,  so  kann  die  Untersuchung  in  ähnlicher  Weise  gefuhrt  werden 
wie  bei  dem  Probleme  der  fünf  Strahlen. 

a 

Oenanigkeits-Üntersuchungen. 

a)  Einfache  Bestimmung, 

Neben  den  rechtwinkligen  Koordinaten  der  gegebenen  Punkte  treten 
noch  die  Winkel:  a^  und  a,,  sowie  die  gemessenen  Abszissendifferenzen: 
d^  und  d^  in  den  Ausdrücken  für  die  neuen  unbekannten:  |^,  ti^  und 
Ij,  iy,,  welche  die  Berechnung   von  r,  ö,  /*,  y  und  |q  vermitteln,   auf. 

Sind  die  Fehler  der  gemessenen  Gröfsen:  dd^^  z/d^  und  da^j 
^ttj;  ^^  ergeben  sich  für  die  mittleren  Fehler  der  neuen  unbekannten 
li>  ^19  ^  ^^^  ^S'  die  als  Funktionen  der  gemessenen  Ghröfsen  erscheinen, 
die  allgemeinen  Ausdrücke: 

femer  * 


(1) 


w  -  ±  y©'^^ + d-^)'^<? + m'^< +(a"^.^ 


a 


ZeitMbrift  f.  Mathematik  u.  Physik.  47.  Band.  1902.  1.  n.  8.  Heft. 


o 
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für  welche  die  partiellen  Differentialquotienten  aus  Abschnitt  11^  1^ 
Gleichung  (9)  und  (10)  einfach  berechnet  werden  können. 

Sind  nun  die  mitÜeren  Fehler  in  (1)  bestimmt,  so  kann  man 
zur  Ermittelung  der  mittleren  Fehler  von  r,  ö,  x,  y,  f,  y  und  |^ 
schreiten. 

Da  wir  nun  haben: 


^1 


(2) 


r»  = 


i!  +  i! 


*  =  iCo  +  *■  C08  ö  =  a?«  + 


ii 


\\-Vn\ 


I. 


»  =  yo  +  »•  8Ü1Ö  =  yj  +  1^^, 

und  die  gesachten  GrSfsen  als  Funktionen  der  neuen  Variablen  li,  i;i,  || 
und  1},  auftreten,  so  lassen  sich  nach  den  Sätzen  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  die  mittleren  Fehler  unter  der  Voraussetzung,  daCs 
die  neuen  Variablen  als  Ton  einander  unabhängig  angesehen  werden, 
in  nachstehender  Weise  ausdrücken: 


(3) 


Werden  nun  die  partiellen  Differentialquotienten  der  yorstehenden 
Gleichungen  aus  (2)  abgeleitet^  so  folgt: 

/dtgö\  __  2-  —  *fi^^ 


femer: 
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dann: 


(^ 21,  COS  y  sin  y  ^ I2  sin  2y 

-  -  2ftga  =  -  2/"% 


und 


©  -  0 


Durch  Einsetzen  der  partiellen  Differentialqnotienten  in  (3)  ei^eben 
sich  die  einfachen  Ausdrücke  für  die  mittleren  Fehler  der  gesuchten 
Oröbeu: 


(I) 


(11) 


(III) 


(IV) 


^r  -  r[{^)'  +  4ijJ  C08*  YJn\\ 


die  relativen  Fehler  der  Längen  ergeben  sich  unmittelbar: 


^  =  +  r]/sin«Öz/gJ  +  cos«Ö  z/iyf] 


^ 
^ 


±  l/(lf)'  +  4^1  cos*  yJril 


Die  mittleren  Fehler  der  rechtwinkligen  Koordinaten^  der  mittleren 
Punktf^er  und  der  mittleren  Fehler  der  Abszisse  fiLr  die  Festlegung 
des  Hauptpunktes  sind  durch  entsprechende  Ausdrücke  bestimmbar,  wie 
selbe  in  I,  3  abgeleitet  wurden,  nandich: 

,Jx*  =  cos^Ö^r*  +  r«  sin«  Öz/Ö« 
Jy^  =  sin^öz/r*  +  r*  cos«  Od .  z/Ö« 
z/Jf*  «  z/a;*  +  z/y«  =  z/r*  +  r*z/Ö« 


00 


^IS  =  ±li 


siii2y 
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b.  Mdwfadie  Bestimmimg. 

Bei  der  mehrfiiuslieii  Bestimmimg  werden  statt  der  mittlerec  Fehler 
der  Unbekannten  auf  Gh-ond  der  überschüssigen  Anzühl  Yon  Gleichungen^ 
die  zn  ihrer  Bestimmung  Yorliegen,  die  mittleren  Fehler  in  die  Redmong 
einzoführai  sein. 

Die  mittleren  Fehler  der  Hü&grölsen  S^,  Vu  it  ^^^  V%  eig^hen 
sich  nach  Bestimmung  der  mittleren  Fehler  der  Gewichtseinheiten  ^| 
nnd  fi,,  sowie  der  Gewichtszahlen:  (t|,,  Gr,,,  G^  und  Gr^  aus  den 
Gleichungen: 


(1) 


y^. 


1/öj, 


^Vi 


.  .t/TS 

^r  (n  — 2) 


] 


6. 


ft 


/% 


Für  den  mittleren  Fehler  der  Gewichtseinheit  gilt  der  Ausdruck: 

worin  [vv\  die  Summe  der  Fehlerquadrate  der  Bestimmungsgleichungen 
U,  2  und  n  —  2  ihre  überschüssige  Anzahl  bedeutet. 

Zur  Ermittelung  von  Gt^  und  G,.^  dienen  die  Gtewicht^leichungen, 
die  sich  unmittelbar  aus  den  Normalgleichungen  11,  2  GL  (2)  ergeben, 
und  zwar  hat  man  für  (r^,: 

[r«cos»(a  ~  e)]Q;,  +  [rr  sin  («-  Ö)  cos  (a-  Ö)]«;,  -  1 
[rr  Bin  (a  -  0)  cos  (a  -  e)]Q^,  +  [r«  sin»  («  -  Ö)]«»  =  0, 
woraus  dieses  selbst  sich  ergiebt  mit: 

[r«  Bin*  («  —  0)] 


{ 


V  J  Vii      (j^^      [-yi  gi,^2  (jjj  _  ö)j|-yi  eo8«  (a  —  $)]  —  [r*  sin  (a  —  0)  coa  (a  —  6)]- 

Für  die  Berechnung  Yon  Qn^  q-  ^^  ™^^  die  beiden  Gleichungen: 

[rr  COB»  (a  -  e)]Q^  +  [r»  sin  (a  -  0)  cos  (a  -  Ö)]^;,  -  0 
[r»  sin  («  -  0)  cos  («  -  «)]«;,  +  [r«  sin»  («  -  ö)] «;  -  1, 

und  für  dieses  selbst  ist: 

{S\     O'  =  —  = [r'  coa«  («  —  0)] 

^«h       f*"*  8i^* («  —  ^)J[*'*  «>8« (a  —  0)]  —  [r* sin  (a  —  Ö)  coa  («  —  6)]« 


li 
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Die  gesuchten   mittleren  Fehler   von  |^  und  rj^  werden   die  Form 
'  annehmen: 


(4) 


^^=0.1/    ^^- -   [r*  Bin«  («  -  6)] 

^1      =i=  r   (n  -  2)  [r*8in*(a— e)][r*C08'(a  — Ö)]— [r*8m(a  -  Ö)co8(a 


e)y 


A     —     l/  [PP] [r*  cos*  (g  ~  g)] 

^^i""=trn  —  2  [r»8in«(a^^ö]n»*"co8*(a  -  Ö)]  — [r*  sin  *(«—©)  C08(a—Ö)]* ' 

In  analoger  Weise  wird  die  Gewichtseinheit  für  die  unbekannten 
^2  nnd  1^2  erhalten: 

wobei  [rt;]  die  Summe  der  Fehler quadrate  der  Bestimmungsgleichungen 
n,  2  Gl.  (4)  bedeutet  und  unter  »  —  2  die  überschüssige  Anzahl  der- 
selben verstanden  wird. 

Zur  Berechnung  der  Gewichtszahlen:  G^^  und  (r,,  gelten  die  aus 
den  Normalgleichungen  für  \^  und  ii\^  in  II,  2  Gl.  (5)  leicht  aufstell- 
baren Doppelgleichungen: 


und 


«««-M«« 


IS 


=  0 


(5) 


Die  Gewichtszahlen  selbst  lauten: 


22 


[dd]  —  [d]« 


Die   mittleren   Fehler   der   Hilfsgröfsen   S^   und   i^^   können   dann 
geschrieben  werden: 


(6) 


Durch  Einsetzen  der  mittleren  Fehler  für  \^^  ri^  und  i^f  Vi  ^^ 
die  Gleichungen  (I)  bis  (V)  des  vorhergehenden  Abschnittes  erhalten 
wir  die  mittleren  Fehler  der  Gröfsen:  r,  0,  Xy  y,  f,  y  und  So- 

Von  Interesse  ist  der  Zusammenhang,  welcher  zwischen  den  mittleren 
Fehlem  von  i^  und  i^^  einerseits  und  jenen  der  rechtwinkligen  Koordinaten 
X  und  y  andererseits  besteht.  Auch  hier  wird  vorausgesetzt,  dafs  alle 
berechneten  Fehler  als  von  einander  unabhängig  angesehen  werden. 
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Die  neuen  Unbekannten  S^  und  rj^  sind: 


Si  = 


Vi  = 


sind 

r 

cos  9 


und  ihre  mitÜeren  Fehler  berechnen  sich  hieraus  zu; 


(8) 


Da  nun: 


\dr/  r-               r 

(drij\  cos  0 i]j 

dr)  ~  r*    "^       r 

(driA  __       sinö . 


(9) 


ist,  so  geht  nach  Einführung  der  Werte  Gleichung  (8)  über  in: 

sin«  öz/r»  +  r*  cos«  Öz/Ö»  =  r*z/|« 
cos«Öz/r«  +  r«sin«Öz/Ö*  =  r*z/i?J . 

Werden  die  Gleichungen  für  die  rechtwinkligen  Koordinaten: 

X  ^  Xq  +  rcosO 
y^yo  +  rsiaO 

entsprechend   differentiiert  und   die   mitÜeren  Fehler  der  Koordinaten 
aufgestellt,  so  folgt: 


^^-(^'^''+iM)'^''- 


Da  nun  die  partiellen  Differentialquotienten  hierin  sind; 


0x  -—  x^ 


\d^} 
g|)=rcoBÖ-(«-a;o) 


r 


(11) 
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80  folgt: 

^^^^  1  ^y^  «  sin*  öz/r»  +  r"  cos«  ö^ö« . 

Durch  Vergleichung  der  Ausdrücke  (9)  und  (10)  ergiebt  sich  die 
bemerkenswerte  Beziehung: 

durch  deren  Verwertung  der  mittlere  Punkffehler  die  Form  annimmt: 
(12)  Jf «  =  Jx^  +  Jy^ «  r*(^|J  +  Jri\) 

oder  nach  Heranziehung  der  Gleichung  (4)  auch: 

(\S\      M^-  -^ ^"^ — 

^x*j;        JXL         n  — 2[r"8in*(a~Ö)l[r"co8«(a— Ö)]  — [r*8in(a— Ö)co8(a— Ö)]« 

Die  Ausgleichung  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  hat 
bei  dem  benutzten  Achsensystem  die  rechtwinkligen  Koordinaten  des 
Punktes  P  ergeben  mit: 

X  ±  Jx 

wobei  +  jJx  und  ±  z/y  die  mittleren  Fehler  der  Koordinaten  darstellen. 
Der  mittlere  Punktfehler 

JP  =  z^x*  +  Jy^ 

ist;  wie  (12)  und  (13)  lehren,  invariant  und  vom  Koordinatensystem 
Tollends  unabhängig;  es  ist  daher  klar,  dafs  bei  Annahme  zweier 
anderen  Koordinatenrichtungen  sich  zwei  andere  mittlere  Fehler  hätten 
ergeben  müssen,  der  mittlere  Punktfehler  aber  konstant  bleiben  müfste. 

Denkt  man  sich  nun  das  Koordinatensystem  allmählich  in  ver- 
schiedene Lagen  gebracht,  die  zugehörigen  mittleren  Fehler  entsprechend 
verzeichnet,  so  werden  dieselben  auf  einer  Kurve  sich  befinden,  die  als 
Kurve  der  mittleren  Fehler  bezeichnet  wird. 

Sämtliche  mittleren  Koordinatenfehler  erfüllen  die  Bedingung,  dafs 
die  Summe  der  mittleren  Fehlerquadrate: 

Jxl  +  ^y\^Jx^^  +  Jyl  =  .,,^^x^  +  Jy^  =  HP, 

dem  Quadrate  des  mittleren  Fehlers  gleich  ist,  d.  h.  im  Bilde  müssen 
die  Abstände  der  zu  den  mittleren  Fehlem  gehörigen  Achsenpunkte, 
welche  mit  dem  Punkte  P{x,  y)  ein  rechtwinkliges  Dreieck  bestimmen, 
einander  gleich  sein. 

Zwei  ausgezeichnete  Werte  dieser  mittleren  Fehler,  deren  Extreme, 
bilden  die  Halbachsen  der  Fehlerellipse  und  zwar: 


72         D&s  Problem  der  fünf  und  drei  Strahlen  in  der  Photogrammetrie. 


Die  grofse  Halbachse  Ä  entspricht  dem  Maximum; 

die  kleine  Halbachse  B  entspricht  dem  Minimum  des  mittleren 
wahrscheinlichen  Fehlers. 

Nennen  wir  das  Azimut  der  grofsen  Achse  der  Fehlerellipse  tp, 
so  hat  man  nach  der  Theorie  der  Fehlerellipse: 


(14) 


wobei 


42  _  [««]  +  [ftft]  +  ^    Ih 
^         [aa][55]~[aft]*  *  2 

TM    _  [««]  +  [^^3  -   ^     H 

^  ~  laa^  \b  5]  —  [aft]«  *  2 
sin29  C0829 


darstellt. 

Die   nach  Gaufs  bezeichneten  Summen  haben  in  Bezug  auf  die 
Normalgleichungen  H,  2  Gl.  (2)  die  Werte: 

[aa] -[r«  cos«  (a~ö)]:r* 
(15)  [ab]  -  [r«  sm  («  -  Ö)  cos  (a  -  ö)]  :  r* 

[hb]  =-[r«sin«(a-ö)]:r*. 

Denkt  man  sich  das  rechtwinklige  Koordinatensystem  jetzt  gegen 
das  System  der  Fehlerellipse  um  den  Winkel  ^  gedreht,  so  ergiebt  sich: 

^«cosV  +  ^sin*^  =  IJJ, 
und  weiter  statt  ^  gesetzt  ^  -f  90^,  so  folgt: 

A^  sin*^  +  ^cos«^  =  ü* . 

Beide  Gleichungen  erfüllen  die  Bedingung: 

also  liegen  die  so  erhaltenen  Punkte  auf  der  Kurve  der  mittleren 
Fehler. 

Die  Gleichung: 

stellt  die  Polargleichung  der  Kurve  der  mittleren  Fehler  dar,  wobei 
die  grofse  Halbachse  der  Ellipse  als  Polarachse  und  -der  Winkel  i>  als 
Richtungswinkel  auftritt.  Auch  wäre  es  nicht  schwer  darzuthnU;  dafs 
die  vorstehende  Gleichung  die  FuTspunktskurve  der  Fehlerellipse  dar- 
stellty  nämlich  den  geometrischen  Ort  der  Fufspunkte  der  vom  Ellipsen- 
zentrum auf  die  Tangenten  der  Fehlerellipse  gefällten  Lote. 
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Unter  der  VorauBsetzang,  dafs  die  schöne  Beziehung  (11)  besteht, 
erhält  man  zwar  richtige  Dimensionen  der  Fehlerellipse;  da  Jx^  +  /dy^ 
konstant  bleibt,  doch  weicht  das  Azimut  9  der  grofsen  Achse  vom 
richtigen  ab. 

In  diesen  behandelten  Genauigkeitsuntersuchungen  wurde  die  Ab- 
hängigkeit der  eingeführten  Unbekannten  1^,  ri^  und  Sa  ^uid  yi^,  als 
deren  Funktionen  die  zu  bestimmenden  Gfröfsen: 

Ö=«ftrctg-^ 


(16) 


r  = 


n\ + 1! 


11 


*  ~  ^0  +  I!  +  »j! 

y=-arctg% 
/■=^C08V 

So-/"tgy 

ZU  betrachten  sind,  nicht  berücksichtigt.  Dadurch  haben  sich  nur 
Näherungswerte  für  die  mittleren  Fehler  der  gesuchten  Unbekannten 
ergeben,  welche  gewisser  Korrektionen  bedürfen,  um  die  wirklichen 
mittleren  Fehler  zu  geben. 

Indem  wir  in  ähnlicher  Weise  wie  bei  I,  3,  6  Gleichungen  9 — 17 
vorgehen,  erhalten  wir  schlielslich  für  die  mittleren  Fehler  der  Un- 
bekannten: 


(17) 


z/ö-± 


sin  20 


^mr+a-sir^'^"«" 


Jy  =  ±  2,J  ctg  ö)/g|5  +  ^1»?  -  ^» 
^y  =  ±  cos^y  •  /iy[^ 

^/•=  ±  fyi^-^)\  (2  cos«  rm^n^-^  -  ^^ 


A<i'» 


« 
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um  auch  von  der  Genauigkeit  der  Höhenverhältnisse  eine  Vor- 
stellung zu  erhalten^  fQhren  wir  nachstehende  Untersuchung  aus. 

Angenommen,  die  Abstände  der  einzelnen  Punkte  vom  Standpunkte 
()q  =  r,  pi,  (>8 . .  •  seien  auf  Grund  der  Gleichungen  I  1,  GL  (19) 
bekannt,  die  Ordinaten  yo,  Vi  -  -  -  gemessen  und  es  sei  die  Frage  nach 
der  Genauigkeit  der  Höhen  der  fixierten  Punkte. 

Die  Höhe  eines  Punktes  erscheint  allgemein  in  der  Form: 

jBn  =  ff+^C08(y-a). 


(18) 


Wird  hierin  die  Höhe  des  Instrumenthorizontes  H  als  fehlerfrei 
angesehen,  während  die  anderen  Gröfsen,  als  deren  Funktion  H  er- 
scheint, mit  gewissen  Fehlem  ^y,  z/(»,  ^/',  ^y  und  ^a  behaftet  sind^ 
so  ergiebt  sich  nach  den  Sätzen  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
ftlr  den  mittleren  Fehler  in  der  Höhe  H  der  Ausdruck: 

Werden  die  partiellen  Differentialquotienten: 


9 
H„-H 


(' 


y 

f 


Cotg(y  —  a) 

berechnet  und  in  die  Gleichung  eingeführt,  so  erhalten  wir: 

(i9)^iP-(a-iO.[(f)'+(f)'+(^r+U-|^^)"+(=5^>)1 


,cotg  (y 

und  hieraus  den  relativen  Fehler  in  der  Höhe: 


w  ^a-±mr+a +(f) +(;^iy +( 


df 


cotg(y 


d)- 


4. 
Beispiel. 

Gelegentlich  der  photographischen  Au&ahme  zum  Zwecke  der 
Behandlung  des  Fünfstrahlen-Problems  wurden  auch  die  Horizontal- 
winkel c^,  ^2 . . .  0(5,  welche  die  Strahlen  yon  dem  Standpunkte  nach 
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den  einzelnen  Punkten  mit  einander  einschliefsen,  mit  einem  Theodolite 
gemessen;  dadurch  bietet  sich  auch  Gelegenheit ^  das  Dreistrahlen- 
problem in  einem  besonderen  Falle  vorführen  zu  können. 

Die  gemessenen  Horizontalwinkel  sind  in  nachstehendem  Protokolle 
yerzeichnet. 


Winkel 

Anmerkung 

Name 

Gröfse 

«8 

0             '            f 

1       26       17 
11       37       29 
24        2       20 

36  47       31 

37  57      59 

Die  Winkel  beziehen  sich  auf 

St.  Michael 

als  Null- Richtung. 

Die  erforderlichen  Koordinaten  der  gegebenen  Punkte^  die  ge- 
messenen Abszissendifferenzen  d  und  alle  weiteren  zur  Aufstellung  der 
fär  das  Dreistrahlenproblem  nötigen  Daten  für  die  Bestimmungs-  und 
Normalgleichungen  finden  sich  in  der  Tabelle  II  (S.  76). 

Auf  Grund  der  in  der  nachstehenden  Tabelle  II  zusammengestellten 
Daten  der  Kolonnen  18^  19  und  21  können  nachfolgende  Bestimmimgs- 
gleichungen  ffir  S^  und  iq^  angesetzt  werden: 


(1) 


025  096, 
201  500, 
407  365, 
598  913, 
616  200, 


2791751,-  70-8271J,  =  0 
201  •  076  ii  -  180  •  863  ij,  =  0 
209  •  990  li  -  395 .  991  iji  =  0 
175  •  388  li  -  603  •  743  ij,  =  0 
567 .  586  6i  -  558  •  625 1?,  =  0 

welche  nachstehende  zwei  Normalgleichungen  geben,  deren  Koeffizienten 
aus  den  Kolonnen  27,  28,  29,  30  und  31  entnommen  werden,  lümlich: 

515  •  365  li  -  522  •  678  ij,  -      573  ■  252, 

522  •  678  gl  +  871  •  103  ij, 904  •  807. 

Die  Unbekannten  werden  lauten: 

$1  = +  1-5044- 10-S 
% 9-4843- 10-*. 

Für  die  Polarkoordinaten  ergiebt  sich  dann: 

1 


(2) 


(3) 


(I) 


r  = 


yiTR 


1041-330  m, 


tge  =^  oder  ö=  170«  59'  12". 
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um  die  mittleren  Fehler  toh  ^  und  i}^,  d.  i.: 


(4) 


Ani  =  ihVÖ^ 


¥i 


yö„' 


ZU  erhalten^  berechnet  man  vorerst  den  mittleren  Fehler  der  Gewichts- 
einheit^ der  sich  nach  Entnahme  der  Quadrate  der  Verbesserungen  aus 
Kolonne  33  der  Tabelle  U  ergiebt  mit: 


(5) 


^-V¥i 


1654.10-«. 


Zur  Ermittelung  der  Gewichtszahlen  G^^  und  G  ^  dienen  die  Ge- 
wichtsgleichungen^  die  sich  aus  den  Normalgleichungen  in  bekannter 
Weise  ergeben;  sie  lauten: 

515 .  365  Q[^  -  522  •  678  (?;,  =  1, 

~  522. 622 ön  +  871  •  103 öi,  =  0 
und 

515 .  365  öii  -  522  •  678  öi,  =  0, 

[-  522  6220,1  +  871  •  103 Q^,  =  1, 

aus  welchen  die  Gewichtszahlen  sich  ergeben  mit: 

1 

1 


(6) 


ölt 


Qk 


201-748, 
341008. 


SS 


Die   gesuchten  mittleren  Fehler  der  neuen  Unbekannten   werden 


dann: 


(7) 


z/L  -  -/^  -  ±  3-683.10- », 
Jv.  -  -^  =  ±  2-833.10- ». 


Die   mittleren  Fehler   der  Polarkoordinaten  lassen   sich   aus  den 
abgeleiteten  Ausdrücken: 


je 


,     8in26 


■vm+  itr-  Ä  ■ «. 


berechnen;  es  ergiebt  sich: 

(n) 


z/r-=±  2-58  m, 
^fl  =  ±  14'  18" 
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Der  relative  Fehler  des  BadiusYektors  wird  sein: 

—  =  iL   oder  0-257o. 
Die  rechtwinkligen  Koordinaten  des  Standpunktes: 


ergeben  sich  mit: 
(H) 


X^'  Xq  +  tcobO 

> 

y  =  yo  +rBuxO 

X 105909  m, 

y  =  -    28404  m. 


Ihre  mittleren  Fehler  werden: 

^a;  =  ±3123  m, 
^^y  =  ±  3-955  m, 

und  der  mittlere  Punktfehler: 


(HO 


(ffl) 


Jlf  -  ±  l/^«*  +  ^y«  -  ±  504  m. 


Um  die  Kurve  der  mittleren  Fehler  und  die  Fehlerellipse  für  den 
durch  das  Dreistrahlenproblem  festgelegten  Punkt  graphisch  darsteDw 
zu  können,  wurden  vorerst  berechnet: 


(8) 


[aa] 
[afc] 
[66] 

W 
tg29 


-  + 


=  + 


616-866 
r* 

622  678 
r* 

871 . 103 


±  1-654.10-«, 

1,  104-281 
r*         > 

+  622-678-2 
—  856 -738    ' 


woraus  sich  nach  den  allgemeinen  Formeln  die  Bestimmungsstücke  für 
die  Fehlerellipse  ergeben: 

1-4  =  4.775  m, 

(IV)  jB  =  1.608  m, 

I9  =54«  23'  48". 

Die  Polargleichung  ftlr  die  Eurre  der  mittleren  Fehler  lautet  dann: 

(V)  4. 775«  cos  V  +  1  •608»sinV  =  -RJ. 
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oder 


Der  mittlere  Punktfehler  wird: 

Jf»  =  ^«  +  B«  =  25-38  09  m« 

Jlf=-±5.04  m. 


Auf  Tafel  I,  Fig.  3  sind  die  Verhältnisse  im  Mafsstabe  1 :  75 
graphisch  zur  Darstellung  gebracht. 

Die  Fehlerellipse  ist  kraftig  eingetragen  und  durch  die  Endpunkte 
ihrer  Achsen:  H,  F,  G,  H,  sowie  durch  den  Winkel  q)  besonders  her- 
vorgehoben. 

Die  Kurve  der  mittleren  Fehler  wurde  kräftig  gestrichelt  einge- 
zeichnet; die  Punkte  A,  B,  C,  2),  in  welchen  die  Kurve  die  Koor- 
dinatenachsen schneidet^  entsprechen  den  mittleren  Koordinatenfehlem: 
±  ^x  und  ±  ^y. 

Die  vier  Punkte:  J,  K,  L  und  M  sind  die  auf  Grund  der  Polar- 
gleichung für  einen  gewählten  Winkel  ^  resp.  ^  +  90^  zusammen- 
gehörigen Kurvenpunkte. 

Tabelle  HI. 


1 

s 

8 

Pankt 

OomesMue 
OröfMü 

Logarithmen 

No. 

Bezeich- 
nang 

Name 

<« 

d 

d 

ootga 

d  ootga 

d» 

d*  ootga 

1 
2 
3 
4 
6 
6 

l 

St.  Michael 
St.  Angustin 
St.  Peter 
St.  Stefan 
Franziskaner 
Universität 

0 

0-00, 
1-46, 
ll-59o 
23-94^ 
36-67^ 
37-84« 

mm 

000 

6-52 

50-87 

10368 

161-66 

167-40 

0-81  425 
1-70  646 
2-01  570 
2-20  860 
2-22  376 

1-60  042 
0-68  672 
0  35  063 
0-12  617 
010  771 

2-41  467 
2  39  318 
2-36  633 
2  33  477 
2  33  147 

1-62  850 
3-41  292 
4  03  139 
4-41  720 
4  44  752 

8-22  892 
4-09  964 
4-38  203 
4-54  337 
4-55  523 

4 

6 

6 

Koefflxienten  der  Beetimmnngs-  und  Normalgleichnngen 

V 

vv 

d 

d  ootga 

d> 

d*cotga 

6-52 

50-87 

108-68 

16166 

167-40 

259818 
247-276 
232-450 
216157 
214-520 

42-51 

25  87-75 
10  749-31 

26  133-53 
28  023  33 

1  694  04 
12  578-8 
24  100-6 

34  943-8 

35  910-8 

—  0-025 
+  0-039 
+  0006 

—  0-014 
+  0-008 

0-00  06  25 

15  21 

36 

1  96 

64 

49013    1170225 
[d]  Cd  ootga] 
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536-68 


109  228  0 
[d*  ootga] 


0-00  24  42 


Die  Bestimmungsgleichungen  für  ^^  ^^^  Vi  l^sen  sich  mit  Zu- 
hilfenahme der  Daten  der  Kolonne  (4)  sofort  aufstellen.    Sie  lauten: 
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(9) 


I,-  652 tt," 259  SIS 
I,-  50-87%  =  247-276 
I,  -  103-68  ^  =-  232-450 
$,-161-66^,  =  216-157 
1,-167-40% -214-520 

Die  Nomulgleichangeii,  f&r  welche  die  Koeffiziaiten  der  unbekannten 
I,  und  %  «OS  der  Kolonne  (4)  der  Torstehenden  Tabelle  sich  ei^ben,  sind: 

I              51,-     490-13%=     1170-2, 
l-490-13{,  + 67537       ^ 109228. 

Die  Unbekannten  folgen  hieraas  mit: 

1,=  261-627, 

281  36. 


(10) 


(11) 


j|,=261-< 

U,  -    0-; 


Der  mittlere  Fehler  der  Ciewichtseinheit 


(i2)m-"|/S-y- 


00  34  42 


-  +  yoOO  0814  «  +  002  853. 


Die  Oewichts^^eichimgeii  lAoten: 

5%-       490-13«;; -1, 

490-13%  -  67-536-63«^  -  0, 

oad 

5%-       490-13%  =  0, 

490- 13%  -  67-536-63%  -  1, 
worans  sich  ergiebt: 


i 
I 


(13) 


1-44  301, 


Qi 


=  G^  - 19-491, 


nnd  sehlie&lieh  die  mittleren  Fehler: 


(14) 


^1,--^- 0-023  749, 
L/%  =.  -^  =  0-000  205. 


(VI) 


Die  Bildweite  und  der  Orientierongswinkel  der  Bildebene  werden: 

{     /'=|sCoe'}r  =  242-44  mm. 
tg^»^  »0-28  135, 

oder 
y=15«42'51'' 


I 


(VI')  { 
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Die  mittleren  Fehler  von  y  und  f  werden  aus  den  Gleichungen 
berechnet: 

.^y«  =  cos*  y  ^1^1, 

^r  -r[(f)'+  (2 cos« «%zr,,)«- 1525^1 .  ^;'J, 

welche  nach  ausgeführter  Substitution  geben: 

z//'  =  ±39.2", 
^f=±0'OU  mm. 

Der  relative  Fehler  der  Bildweite  ist  ein  sehr  geringer: 

Jf  __  ^044^  __     1 

f    ""  242  ~44""  6  462' 

Die   Yertikallinie   bezw.    der   Hauptpunkt  wird   festgelegt   durch 

seine  Abszisse: 

6o  =  /'tgy==68.2  mm, 

welche  mit  einem  mittleren  Fehler  behaftet  ist: 
(Vn)  ^6o  =  ±  0.047  mm 

und  einem  relativen  Fehler: 

um  den  angenommenen  Horizont  zu  überprüfen  und  notigenfaUs 
berichtigen  zu  können,  wurden  an  den  Photogrammen  Messimgen  und 
Berechnungen  ausgeführt,  die  sich  in  der  Tabelle  IV  (S.  82)  zusammen- 
gestellt vorfinden. 

Vorerst  wurden  die  Ordinaten  gerechnet  nach  der  Formel: 

und  neben  den  direkt  gemessenen  in  der  Kolonne  (2)  angesetzt;  diese 
Werte  hätten  sich  auch  bei  der  Messung  auf  dem  Photogramme  er- 
geben müssen,  wenn  die  Horizontlinie  richtig  angenommen  worden  wäre. 
Der  Vergleich  der  gemessenen  und  gerechneten  Ordinaten  zeigt, 
dafs  der  angenommene  Horizont  mit  der  wahrscheinlichen  Lage  des- 
selben sich  nicht  deckt,  denn  sonst  müTsten  die  OrdinatendifiPerenzen 
Null  sein.  Ihr  innerhalb  der  zulässigen  Fehlergrenzen  liegender  Be- 
trag, sowie  das  überall  negative  Zeichen  desselben  lehrt,  dafs  der 
Horizont  auf  der  Platte  zu  hoch  angenommen  wurde  und  zwar  um  die 
lineare  Gröfse: 


[^y] 


=  0-712  mm. 


n 

Z«itochrift  £  MAtbematik  a.  Physik.  47.  Band.  1902.  1.  n.  2.  Heft.  6 
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Tabelle  IV. 


1 

8 

8 

4                                                            5 

No. 

Ordinate 

Jy 

II 

Logarithmen 

Punkt 

gerechnet 

gemetsen 

Verbetterte 
Ordinaten 

9 

cot  (y-a^) 

/ 

U—h 

1 
2 
3 
4 
6 
6 

A 

?: 

mm 

12-60 

1416 

24-61 
8-46 
6-34 

mm 
1344 
14-89 

7-72 
2611, 

9-07 

7-09 

mm 
0-84 
074 

0-61 

—  0-62 

—  076 

f^^^  =-0-712 

n 

mm 
12-72, 
1417g 

7  00g 
24-40, 

8-8Ö, 

6.37g 

1-10  476, 
116  1618 
0-84  669 
1-38  644« 
0-92  210 
0-80  468 

3-01  763 
2-87  764 
3-07  669 
304  006 
2-96  028 
3-11  202 

9-98  361 
9-98  644 
9-99  891 
9-99  639 
9-96  986 
9-96  632 

2-38  460 

1-72  130, 
1-63  099, 
1-63  559 
2-03  628, 
1-46  763 
1-49  842 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

Berechnete 
Hohe 

Korrektionen 

wegen 

Befiraktlon  nnd 

Erhebung  des 

•cheinb.  Horizontes 

Abiolnte  Höhe*) 
a 

Belatire  Höhe 

JH 

AamerkuBg 

der 
Fizpunkte 

und  des 
Standpunktet 

gegeben 
wahr. 

gerechnet 

m 
62-63« 
42-76, 
34-33, 
108-74^ 
29-36j 
31-608 

m 

—  0-068 

—  0041 
0-096 
0-068 
0-068 

—  0-116 

m 
260-73o 
242-27j 
Unbekannt 
308-33^ 
228-31, 

230-00^ 

m 

197-044 

plus 

Instniment- 

höhe 

/=-  1-616 

198560 

m 
62-170 
43-711 

109-770 
29-762 
31-440 

62-670 
42-716 
34-238 
108-676 
29-283 
31-393 

—  0-400 
-f  0-996 

+  1-094 
+  0469 
+  0047 

1)  Die  absoluten  Höhen  sind  entnommen: 

1.  Der  amtlichen  Publikation  des  k.  k.  Finanz -Ministeriumd 

„Koordinaten  und  Höhencoten  der  triangulierten  Punkte  in  Nieder- 
österreich" und 

2.  Prof.  Dr.  W.  Tinter:  ^^erichte  über  einige  von  ihm  für  Gradmessungs- 

zwecke ausgeführten  Arbeiten^\  veröffentlicht  in  den  Verhandlungen 
der  österreichischen  Gradmessungskommission  1899. 

Der  Horizont  hatte  auf  dem  Photogramme  eine  unrichtige  Li^e 
und  ist  um  0-712  mm  nach  oben  zu  yerschieben. 

Werden  die  zu  grofs  gemessenen  Ordinaten  um  den  Betrag 
—  0-712  mm  korrigiert,  so  ergiebt  sich  die  Kolonne  (4)  fllr  die  ver- 
besserten Ordinatenwerte. 

Mit  Benutzung  dieser  verbesserten  Ordinaten  wurden  die  relativen 
Höhen  nach  der  Formel: 


berechnet,   wofür   die  Logaiithmen   der  erforderlichen  Qröfsen  in  der 
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Yertikalreilie  (5)  angesetzt  sind  und 
die  berechneten  Höhen  in  der  Ko- 
lonne (6)  erscheinen. 

Die  Korrektion  wegen  der  Refrak- 
tion und  der  Erhebung  des  schein- 
baren Horizontes  über  dem  wahren 
finden  sich  in  der  Kolonne  (7)  und 
geben,  mit  dem  notierenden  Zeichen 
an  (6)  angebracht,  den  gerechneten 
Wert  der  relativen  Höhe  in  der  Ver- 
tikalreihe 9. 

In  der  Kolonne  (10)  sind  die 
Fehler  in  den  photogrammetrisch  be- 
bestimmten Höhen  notiert;  dieselben 
wurden  erhalten,  indem  die  gerech- 
neten relativen  Höhen  von  den  ander- 
weitig aus  scharfen  geodätischen 
Messungen  erhaltenen  Höhen  sub- 
trahiert wurden. 

Um  nun  diese  absoluten  Höhen- 
fehler mit  den  mittleren  wahrschein- 
lichen Fehlem  der  Höhen  vergleichen 
zu  können  und  so  ein  Bild  von  der 
Oüte  der  photogrammetrischen  Höhen- 
messimg  zu  gewinnen,  wurden  die 
mittleren  wahrscheinlichen  Fehler  der 
Höhen  ermittelt  nach  der  Formel: 

~^^/  +\cotg(y-a))  i 


+(f)+(; 


Ja 


cotg(y 


Wird  in  der  angeführten  Formel 
für  --    ein  Mittelwert    angenonmien 


und  zwar 


Jr 


was  bei  dieser  Fehler- 


rechnung vollends  genügt,  und  wird 
^y  ^0-1  mm  gesetzt,  so  können  die 
Daten  zur  Berechnung  des  mittleren 
Höhenfehlers  in  folgender  Tabelle  V 
zusammengestellt  werden. 
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84  I^-  Probl.  d.  fSnf  u.  drei  Strahl,  i.  d.  Photogrammetrie.  Von  Eduard  DolbSal. 

Stellen  wir  der  Übersicht  wegen  die  absoluten  oder  wirklichen 
Fehler  in  der  Höhe  aus  Tabelle  IV  und  die  mittleren  Fehler  aus 
Tabelle  V  zusammen,  so  ergiebt  sich: 

Tabelle  VI 


No. 

Punkt 

Höhenfehler 

Anmerkung 

wirklich 

wahrscheinlich 

1 
2 
3 

4 
6 
6 

1 

m 

—  0-400 
+  0996 
unbekannt 
+  1-094 
+  0-469 
+  0-047 

^ 

m 

-  0-486 
=  0369 
=  0-620 

-  0-677 

-  0-389 

-  0618 

Die  Höhe  der  Turmspitze  zu  St.  Peter  konnte  in  keiner  geodäti- 
schen Publikation  und  auch  yom  Kataster  nicht  erhalten  werden,  daher 
war  es  nicht  möglich,  die  Höhe  dieses  Punktes  auf  seine  Bichticrkeit 
zn  prüfen. 

Die  Höhe  der  Turmspitze  zu  St.  Peter  ergiebt  sich  zu: 


Jl8«34.328  m 


und  ist  auf 


jdH^  «=  +  0  •  520  m  genau. 


Um  einen  bequemeren  Vergleich   der  Resultate,  welche  nach  den 
behandelten  zwei  Methoden, 

dem  Fünf-  und  Dreistrahlenproblem, 

■ 

gewonnen  wurden,  vornehmen  zu  können,  sind  die  gewonnenen  Daten 
in  den  nachstehenden  zwei  Tabellen  übersichtlich  zusammengestellt 
worden. 

Tabelle  VH. 


GrOAie 

Beseiohnnng 

berechnet  nach  dem  Probleme  der 

fOnf  strahlen 

drei  Strahlen 

Badinsvektor                             r 
Polarwinkel                              0 

Rechtwinklige  Koordinaten     ^ 

Bildweite                                   f 
OrientierangBwinkel                 y 
Abszisse  des  Hauptpunktes    l^ 

1041-29     m 
170<>  69'  26" 
— 1069-180  m 
—    284083  m 

242-44    mm 
lo<>  41'  20" 
68103  mm 

1041-330  m 
170»  69'  12" 

—  1069092  m 

—  284039  m 

—  242-44     mm 
Ib^  42'  61" 

68-212  mm 

Doleifeal,das?NiHf 


Tafel  1. 


Pf 


y 


Jt^  tS'O^  -m/. 


kxxx.Z 


(Hn-ny 


resnipeaitj. 
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Tabelle  Vin. 

Genauigkeits  -  Daten. 


Absolnter  Fehler 
aus  dem 


Fflnfatrahlen- 


Droistrahlen« 


Probleme 


BelAttrer  Fehler 
ans  dem 


Fflnfitrahlen- 


Dreietrahlen- 


Probleme 


3  203  m 
4'  26" 
3410  m 
1082  m 
0-80    mm 
9'  6" 
0*69    mm 
3-60    m 


±  2-680  m 
±  14'  18" 
±210    m 
±  4-68    m 
^t 0044  mm 
±  39  2" 
+  0048  mm 
i  604    m 


1 

885 

% 
0-31 

1 

404 

1 
306 

033 

1 
5  468 

1 
99 

101 

1 
1  430 

% 

0-26 


0018 
007 


I 


Zum  ScUnsse  erfällt  der  YerfMser  dieser  Arbeit  eine  angenehme 
Pflicht,  wenn  er  dem  Assistenten  seiner  Lehrkanzel,  Herrn  Bergingenieur 
Florian  Lederer,  der  ihn  bei  der  Ausrechnung  der  behandelten  Bei- 
spiele thatkräftig  unterstützte,  auch  an  dieser  Stelle  seinen  Dank  aus- 
spricht. 


über  Gleichungswagen. 

Von  Rudolf  Skutsch  in  Haiensee. 

In  seinem  bekannten  Werk  „Die  Konstruktion  der  Wage"  definiert 
Herr  Brauer  die  Wage  mit  ausdrücklicher  Beschiünkung  als  ,,ein  zur 
Ausführung  von  Gewichtsvei^leichungen  bestimmtes  mechanisches  In- 
stnunent''.  Aber  zwei  Überlegimgen,  die  man  in  Herrn  Brauers  Ein- 
leitung  selbst  findet,  fordern  eine  Erweiterung  der  Definition:  erstens 
hat  bereits  der  Sprachgebrauch  gewisse  andere  Instrumente,  wie 
Wasserwi^e  und  Setzwage,  einbezogen,  und  zweitens  kann  man  Wagen 
geeigneter  Bauart  mit  Vorteil  als  Rechenmaschinen  benützen. 

Man  wird  daher  —  ebenfalls  in  Verfolg  eines  bereits  von  Herrn 
Brauer  ausgesprochenen  Gedankens  —  als  Wi^e  allgemein  eine  kine- 
matische Kette  bezeichnen  dürfen,  welche  für  den  Angriff  willkürlich 
zu  wählender  Kräfte  vorgerichtet  ist  und  benützt  wird,  um  Beziehungen 
zwischen  den  Gröisen  und  Li^en  dieser  Kräfte  aus  der  Gleichgewichts- 
lage abzuleiten,  welche  die  Kette  unter  ihrem  Einflufs  annimmt. 
Alsdann   umfafst   die  Definition    die  drei  Fälle,   dafs  es  sich  um  Be- 


86  tJher  Gleichungswagen. 

Stimmung  der  Gröfse  oder  der  Richtung  einer  Kraft  handelt  oder 
endlich,  dafs  sämtliche  Kräfte  nach  Richtung  und  Grofse  bekannt 
sind  und  der  Endzweck  der  Wägung  die  Aufsuchung  des  Wertes  einer 
Koordinate^)  ist,  welche  eine  gewisse  Gleichung  erfiUlt,  deren  Koeffi- 
zienten durch  die  bekannten  Kräfte  und  Abmessungen  der  Kette  be- 
stimmt sind. 

Für  Wagen  des  letztgenannten  Verwendungszweckes  bietet  sich 
von  selbst  die  Bezeichnung  Gleichungswagen  dar;  ihr  yorzügliches 
Anwendungsgebiet  bildet  naturgemäfs  die  Losung  der  algebralBchen 
Gleichungen  oder  vielmehr  die  Ermittelung  ihrer  reeUen  Wurzeln.  Den 
sonstigen  für  diesen  Zweck  vorgeschlagenen  Geräten  (vgl.  z.  B.  Wehage, 
Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure  1877)  sind  die  im  Folgenden 
betrachteten  Wagenanordnungen  wenigstens  an  Einfachheit  des  Aufbaues 
zweifellos  überlegen. 

Diesen  Anordnungen  liegen  im  allgemeinen  Ketten  von  zweifacher 
Beweglichkeit  zu  Grunde.  Während  die  eine  der  beiden  Koordinaten, 
von  denen  hiemach  die  Lage  der  Kette  abhängt,  durch  ein  Stellwerk 
stetig  veiändert  wird  und  als  Stellwerkskoordinate  |  bezeichnet  werden 
soll,  nimmt  die  andere,  wenn  die  L^e  und  Gbrofse  der  auf  das  System 
wirkenden  Ej^Lfte  durch  die  Parameter  a^,  a^,  o^  . . .  a«  bestimmt  ist 
und  stabile  Gleichgewichtslagen  innerhalb  der  Beweglichkeitsgrenzen 
der  Kette  vorausgesetzt  werden,  Werte  ly  an,  welche  durch  eine  Gleich- 
gewichtsbedingung 

(1)  *(|,  rj,  a^y  tti,  Oj  ...an)  =  0 

mit  den  Werten  |  zusammenhängen. 

Die  Systeme  sind  nun  aber  so  gewählt,  dafs  bei  Erfüllung  einer 
bestimmten  von  den  Parametern  a^  unabhängigen  Gleichung 

(2)  9(1,1?)  =  0 
die  erste  Gleichung  die  Form  annimmt 


vsn 


(3)  ^A.x^  =  Q, 


v  =  0 


WO  die  Ay  Funktionen  nur  der  a^  sind,  x  dagegen  nur  eine  Funktion 
von  I  oder  ri  ist.  Wenn  nun  der  Apparat  so  eingerichtet  ist,  dafs  die 
Parameter  a^  stetig  verändert  und  die  zu  einem  beliebigen  Wertsystem 
der  Ay  gehörigen  Werte  der  a,  berechnet  werden  können,  so  ist  leicht 
zu    sehen,    dafs    der  Apparat  zur   Lösung   von   Gleichungen  höheren 

1)  Unter  Koordinate  ist  irgend  eine  Gröfse  verstanden,   deren  Werten  die 
Lagen  der  Eette  stetig  zugeordnet  sind. 
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Grades  ganz  ähnlich  angewendet  werden  kann,  wie  man  eine  sogenannte 
Schnellwage  handhabt.     Ist  nämlich  eine  Gleichung    ^  A^x^  =  0   zu 

v  =  0 

lösen,  so  berechnet  man  zunächst  aus  den^y  die'a,,  belastet  darauf 
die  Kette  mit  dem  durch  die  a^  bestimmten  Kräftesystem  und  ver- 
ändert %  bis  die  Gleichung  9  (|,  1?)  =  0  erfüllt  ist.  Nunmehr  kann  der 
gesuchte  Wert  Yon  x  aus  \  oder  17  berechnet,  am  einfachsten  aber 
unmittelbar  an  einer  Skala  abgelesen  werden.  Die  durch  Gleichung  (2) 
charakterisierten  Lagen  bezeichnen  wir  als  entscheidende  Lagen.^ 
Freilich  würde  es  stets  einer  besonderen  Untersuchung  bedürfen,  ob 
nach  (1)  für  jeden  Wert  der  Koordinate  \  und  jedes  Wertsystem  der 
ay  wirklich  nur  eine  einzige  Gleichgewichtslage  existiert  Praktisch 
liefse  sich  aber  die  hieraus  resultierende  Unsicherheit,  ob  die  Erfüllung 
der  Gleichung  (3)  sich  auch  wirklich  durch  Eintritt  der  entscheidenden 
Lage  anzeigt,  etwa  dadurch  beseitigen,  dafs  man  das  Spiel  der  Wage 
durch  Anschläge  möglichst  auf  die  unmittelbare  Umgebung  der  durch 
Gleichung  (2)  charakterisierten  Lagen  einschränkt.  In  ähnlicher  Hin- 
sicht bietet  die  in  Figur  10  dargestellte  Gleichungswage  Interesse.  Sie 
besitzt  für  jeden  Wert  von  g  zwei  entscheidende  Lagen,  die  sich  als 
Spiegelbilder  entsprechen  und  reziproke  Wurzelwerte  x'  und  x"  be- 
dingen. Hat  also  zufällig  die  zu  lösende  Gleichung  zwei  einander 
reziproke  Wurzeln,  so  ist  klar,  dafs  der  Apparat  nur  eine  der  beiden 
Wurzeln  anzeigen  kann,  wenn  man  nicht  unter  entsprechender  Ver- 
änderung der  erwähnten  Spielbegrenzung  die  Koordinate  |  das  betreffende 
Gebiet  wiederholt  durchlaufen  lassen  will. 

Als  besondere  Form  der  Gleichung  (2)  ist  auch  diejenige  \  =  const. 
denkbar.  Wenn  diese  Eintragung  zum  Ziele  führt,  so  ist  das  Stell- 
werk überhaupt  überflüssig,  die  zweifache  Beweglichkeit  fällt  fort  und 
die  Wage  wird  zu  einer  Neigungswage.  Ein  Beispiel  hierfür  bieten 
die  Figuren  3  und  4. 

Wir  gehen  nunmehr  zur  Betrachtung  der  einzelnen  Gleichungs- 
wagen über. 

Die  hydrostatische  Gleichungswage  des  Herrn  Meslin')  besteht 
aus  einem  um  eine  horizontale  Achse  drehbaren  Wagebalken,  an 
welchem  Rotationskörper  verschiedener  Gestalt  verschiebbar  aufgehängt 
sind  und  zwar  derart,  dafs  bei  Horizontalstellung  des  Wagebalkens  die 
Aufhängepunkte  in  einer  durch  die  Achse  gehenden,  die  tiefsten  Punkte 


1)  Diese  BetrachtnngsweiBe  läfst  sich  übrigens  anch  auf  die  gewöhnlichen 
Wagen  znr  Ausfahrttng  von  Gewichtsvergleichungen  anwenden. 

2)  Journal  de  physique  1900. 
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der  Körper  aber  sämtlich  in  einer  zweiten  Horizontalebene  liegen, 
welche  von  der  ersteren  den  Abstand  x'  habe.  Die  einzelnen  Körper 
sind  Yon  solcher  Gestalt,  dafs  bei  dieser  Stellung  ein  in  der  Höhe  x 
über  der  letzteren  Ebene  geführter  Horizontalschnitt  die  Yolmnina 
mx,  mx^y  mx^  u.  s.  w.  abschneidet.     Hierbei    ist   in   den   Figuren    1 

bis  4  die  Längeneinheit  gleich  0,9  cm  und  die  Konstante  ^  =  Tg  gewählt» 

Die  Aufhängungspunkte  dieser  Körper  mögen  —  nach  rechts  als  positiv 
gemessen  —  die  Abstände  a^,  o^,  o^  u.  s.  w.  von  der  Achse  haben; 
aufserdem  werde  noch  ein  beliebig  geformter  Körper  vom  Volumen  m 
im  Abstand  a^  vermittelst  eines  dünnen  Fadens  von  solcher  Länge 
aufgehängt,  dafs  er  sich  bei  horizontalem  Stand  des  Wi^ebalkens  noch 
ein  gewisses  Stück  unterhalb  der  tiefsten  Punkte  der  übrigen  Körper 
befibadet.  Der  Apparat  wird  nun  zunächst  ausbalanziert  und  alsdann 
allmählich  in  eine  Flüssigkeit  getaucht,  deren  spezifisches  Gewicht 
kleiner  ist  als  dasjenige  der  Körper. 

Stellwerkskoordinate  ist  hier  die  Höhenlage  g  der  Achse  und  zwar 
woUen  wir  die  |  abwärts  von  einem  Punkte  aus  zählen,  welcher  in 
einer  Höhe  x'  über  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  liegt;  als  zweite 
Koordinate  fj  f£lhren  wir  den  Sinus  des  Winkels  ein,  welchen  der 
Wagebalken  mit  der  Horizontalebene  einschlie&t  und  bezeichnen  ihn 
als  positiv,  wenn  der  rechte  Arm  nach  abwärts  zeigt.  Die  Eintauch- 
tiefen der  Rotationskörper  sind  alsdann  bezw. 

i  +  dlfj,      I  +  Ojiy ,      i  +  C^nV} 

femer  die  Flüssigkeitsverdrängung  des  Körpers  vom  Volumen  m  und 
der  Rotationskörper 

Die  Momente  der  Auftriebe  in  Bezug  auf  die  Achse  der  Wage  sind 
also  bzw.  proportional  den  Gröfsen 

und  die  Gleichgewichtsbedingung  lautet 


yae  n 


(4)  ^a.(^  +  arVy-0. 

Jede  lineare  Gleichung  zwischen  ^  und  rj  führt  diese  Gleichgewichts- 
bedingung bei  Elimination  der  einen  in  eine  algebraische  Gleichung 
nten  Grades  für  die  andere  der  beiden  Gröfsen  §  und  rj  über,  welche 
sich  durch  Verfügung  über  die  a^  mit  einer  vorgegebenen  Gleichung 
nten  Grades  identifizieren  läfst.     Wollte  man  aber  die  entscheidenden 
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Lagen  nach  einer  willkürlich  angenommenen  allgemeinen  linearen 
Gleichung  zwischen  $  und  tj  wählen^  so  hätte  man  für  die  Auflösung 
der  gegebenen  Gleichung  nichts  gewonnen ^  weil  man,  wie  leicht  zu 
verfolgen,  die  a^  selbst  aus  algebraischen  Gleichungen  zu  bestimmen 
hätte,  welche  sogar  den  n  +  1  ten  Grad  erreichen. 
Auch  die  spezielle  Form  der  linearen  Gleichung 

wobei  die  entscheidenden  Lagen  dadurch  charakterisiert  würden,  dafs  ein 
gewisser  Punkt  des  Wagebalkens  sich  in  der  unyeränderlichen  Höhe  x' 
über  dem  Flüssigkeitsniveau  befände,  würde  wenig  Nutzen  versprechen. 
Er  läfst  sich  allerdings  zeigen,  dafs  in  diesem  Falle  zur  Ermittelung 
der  tty  dreigliedrige  Gleichungen  von  der  Form 

AnX^  +  A^x  —  -4q  ==  0 

benützt  werden  können,  welche  ihrerseits  auf  die  in  Rede  stehende  Art 
und  Weise  durch  Wägung  lösbar  sind. 

Viel  mehr  Literesse  bieten  die  beiden  anderen  Spezialisierungen 
der  linearen  Gleichung  ly  =  |)  oder  5  =  g.  Im  ersten  Fall  ist  ent- 
scheidende Lage  eine  bestimmte  feste  Richtung  des  Wagebalkens,  im 
zweiten  erübrigt  sich  das  Stellwerk  und  die  Wage  wird  zu  eiQer  so- 
genannten Neigungswage.  Diese  Fälle  möchte  ich  kurz  betrachten, 
obgleich  sich  zeigen  wird,  daCs  praktisch  wohl  nur  die  schon  von 
Herrn  Meslin  ai^egebene  Handhabung  des  Apparates  in  Frage 
kommen  kann. 

Mit  71  =p  geht  die  Gleichung  (4)  über  in 

r  SS  n 

(5)  ^ar(i  +  arpy  =  0, 

und,  um  diese  Gleichung  mit  einer  vorgegebenen  von  der  Form  (3)  zu 
identifizieren,  hat  man  die  a^  aus  folgendem  Gleichungssystem  zu  be- 
stimmen 

(In  =  A-n 

u.  s.  w. 

Man  erhält  dann  die  Wurzeln  der  Gleichung  als  Werte  der 
Koordinate  S. 

Sei  etwa  die  Gleichung 
(7)  4a;»- 6a;- 3  =  0 
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anfzulösen  und  wählt  man  17  =  Ofiby  so  ergeben  sich  die  Abstände  a, 
(Figur  1)  der  Reihe  nach  zu: 

a»  =  4;    Oj  =  —  2,4;    aj  =  —  7,056 ;    %  =  —  5,487 . 
Herr  Meslin   hatte   nur   Horizontalstellung   des  Wagebalkens  in 


Fig.  1. 


Betracht  gezogen.    Hierbei  geht  —  mit  p  =»  0  —  das  obige  Gleichungs- 
system für  die  a^  einfach  in  die  n  +  1  Gleichungen 

a,.  =  Äv 

über  und   die  Losung   der  Gleichung  (7)  wird  durch  Figur  2  veran- 
schaulicht. 

Fig.  2. 

I 
I 


^ 


? 


_l_..!-._L-..-.V 


Mit  g  =  j  geht  Gleichung  (4)  über  in 

(8)  ^a.(q  +  arvy-0 

y  =  0 

und  die  Identität  mit  (3)  erfordert 


n  +  l 
it 


a; • "  =  ^ 


(9) 


u.  s.  w. 
Man    erhält    dann   die    Wurzeln    der    Gleichung    als    Werte 
Koordinate  rj. 


der 
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Um  bei  Ldsung  numerisclier  Gleichungen  reelle  Werte  f&r  die  d^ 
zu  erhalten^  ist  auTser  geeigneter  Wahl  der  Gröfse  g  eine  Transforma- 
tion derselben  voizunehmen.  Zur  Lösung  von  (7)  können  wir  etwa 
setzen  q  =  1,3  und  a:  =  1,5  +  y  oder 

4y»+18y»  +  21y+ 1,5  =  0. 

Es  ergiebt  sich  dann  als  eines  der  möglichen  Wertsjsteme 

aj  =  +  1,414;    0,  =  +  1,910 ;    a^  =  -  1,173 ;    a«  =  -  3,31 . 

Die  Lösung  ist  in  Figur  3  dargestellt,  sie  ergiebt  sich  in  der  Form 
y^yi 0,076;  also  a:  =  1,5  +  y  =  1,424. 

Fig.  8. 


Wird  insbesondere  g  «  0  gewählt,  so  geht  das  obige  Gleichungs- 
system (9)  in  die  n  +  1  Gleichungen 

»    +1  A 

a       =  A^ 

über.     Transformieren  wir  etwa  Gleichung  (7)  durch  die  Substitution 
X  =  1,2  +  y  in 

4y»  +  14,4y«  +  ll,28y  -  3,288  -  0 

so  wird  (bei  willkürlicher  Verfügung  über  das  Vorzeichen  der  zweiten 
und  vierten  Wurzel),  wie  in  Figur  4  dargestellt: 

aj  «  -f-  1,414;    0,  =  +  2,433 ;    Oj  =  -f  3,358 ;    a^ 3,288 . 

Im  letzteren  Fall  ist  zwar  leicht  einzusehen,  daCs  es  stets  durch 
lineare  Transformation  der  gegebenen  Gleichung  gelingt,  alle  a^  reell 
und  alle  Wurzeln  der  Gleichung  zu  echten  Brüchen  zu  machen.  Eine 
weitere  Einschränkung  für  die  Anwendung  der  beschriebenen  Verfahren, 
welche  wiederum  nur  das  von  Herrn  Meslin  angegebene  nicht  triflfl, 
besteht  aber  darin,  dafs  keiner  der  Werte  S  +  ^»^  negativ  ausfallen 
darf.  Denn  wenigstens  für  die  im  Anschlufs  an  Herrn  Meslin  in  den 
Figuren  1  bis  4  dargestellten  Körper  ist  der  Auftrieb  eben  nur  so  lange 
der  t/ten  Potenz  dieser  Gröfse  proportional,  als  dieselbe  positiv  bleibt. 
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nnd   eine   Ergänzung  der  Korper  zur  Vermeidung  dieses  Mangels  ist 
nur  fQr  ungerade  Werte  von  v  ohne  grofse  Komplikation  denkbar. 

Die  Rotationskörper  des  Herrn  Meslin  sind  der  Reihe  nach  ein 
cyliudrischer  Stab,  ein  Paraboloid,  ein  Kegel,  ein  Körper  mit  semi- 
kubischer und  ein  solcher  mit  apollonischer  Parabel  als  Oeneratrix  u.  s.  f. 
Herr  Meslin  macht  darauf  aufinerksam,  dais  zur  Lösung  einer  reduzierten 
kubischen  Gleichung  nur  Kegel  und  Cylinder  erforderlich  sind.  Wenn 
er  hierbei  den  Vorteil  in  der  Vermeidung  des  schwieriger  herzustellenden 
Paraboloides  sieht,  so  mag  bemerkt  werden,  dafs  das  letztere  auch  durch 
einen  ebenflächigen  Keil  mit  horizontaler  unten  liegender  Schneide  er- 
setzt werden  kann.  Da  man  natürlich  auch  den  Cylinder  durch  irgend 
welches  Prisma,  den  Kegel  durch  irgend  welche  Pyramide  ersetzen  kann, 
so  sind  zur  Lösung  der  allgemeinen  Gleichung  dritten  (Grades  nur  solche 
Körper  erforderlich,  welche  von  ebenen  Figuren  begrenzt  werden. 

Fig.  4. 


Die  folgenden  Apparate  stellen  sich  ausnahmslos  als  kinematische 
Ketten  aus  festen  Körpern  dar.  Die  Kette  von  einfacher  Beweglichkeit 
welche  •  festen  Werten  der  SteUwerkskoordinate  S  entspricht,  ist  bei 
allen  aus  Wagebalken  zusammengesetzt,  welche  durch  Kuppelstabe 
oder  ähnliche  Körper  verbunden  sind.  Man  kann  sie  in  drei  Ghnppen 
teilen,  je  nachdem  durch  das  Stellwerk  entweder  nur  die  Angriffspunkte 
der  Kuppelstäbe  oder  nur  die  Unterstützungspunkte  an  den  Wagebalken 
verschoben  werden  oder  drittens  sowohl  Angriff  der  Kuppelstäbe  als 
Unterstützung  in  festen  Pimkten  der  Wagebalken  erfolgt.  Die  Gleich- 
gewichtsbedingung fOr  die  entscheidenden  Lagen  ist  bei  allen  so  leicht 
anzusetzen,  die  aUgemeine  Form  dagegen  so  kompliziert,  dafs  wir  von 
nun  an  immer  gleich  die  erstere  formulieren  wollen. 

Nach  der  vorstehenden  Einteilung  würden  die  prinzipeil  fast  über- 
einstimmenden   Gleichungswagen    der  Herren  Massau  ^)  und  Grant^) 


1)  Note  sttr  les  int^graphes,  Gand,  1887. 

2)  American  Machinist  1896. 
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der  ersten  Grattung  angehören.  Was  zunächst  den  auf  die  Ausgestaltung 
des  Apparates  etwas  näher  eingehenden  Vorschlag  von  Herrn  Grant 
anbetrifft;  so  benützt  derselbe^  wie  aus  Figur  5  zu  ersehen,  zur  Lösung 
von  Gleichungen  wten  Grades  ein  System  von  w  +  1  gleichgrofsen 
gleicharmigen  Balkenwagen,  von  denen  jede  mit  einem  Punkt  ihres 
rechten  Armes  das  rechte  Balkenende  der  folgenden  Wage  unterstützt. 
Der  Apparat  ist  nun  so  eingerichtet,  dafs  an  sämtlichen  Wi^ebalken 
die  Entfernung  des  unterstützenden  Punktes  vom  Drehpunkt  stets  über- 
einstimmt, im  übrigen  aber  dieser  gemeinschaftliche  Wert  durch  ein 
Stellwerk  stetig  verändert   werden  kann.     Nennen   wir  ihn  £  und  die 

Fig.  6. 


V 


% 


.► 


A   F 


A 


7*-"^ 


A 


A 


A 


A 


Armlänge  2,  so  gehören  zu  einer  Elementardrehung  d  des  ersten  Balkens 

offenbar  Elementardrehungen  j  d,    (^j  d,  •  •  •  (y)  ^  ^^^  übrigen  Balken. 

Sind  dieselben  also  durch  Momente  M^^  Jf^,  Jf 2  • « -  üf„  belastet,  so 
lautet  die  Gleichgewichtsbedingung  für  das  System  nach  dem  Prinzip 
der  virtuellen  Verrückungen: 

(10)  j|f„  +  jtf^«.  +  Jlf,(|.)'  +  ...  +  j|f^(|)"  =  0. 

Um  darnach  die  Gleichung  (3) 

f  =  0 


f  SS  n 


ZU  loseU;  bringt  man  Momente  Mr  von  der  Gröfse  der  Koeffizienten  Ar 

auf  die  einzebien   Wagebalken  und  verändert  den  Wert  von  %  stetig 

vermittelst  des  Stellwerks.    Bei  Eintritt  der  entscheidenden  Lage,  d.  h. 

t 
bei    horizontalem   Stand   der  Balken  ist   a;  =  7  eine  Wurzel  der  Glei- 
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chung.  Wurzelwerte  a;  >  1  erhalt  man  in  der  Form  ^c  =  t?  wenn  man 
Momente  Mr  von  der  Ghröfse  der  Koeffizienten  An—r  aufbringt,  wie 
man  sich  durch  Multiplikation  der  Gleichung  (10)  mit  (yj  überzeugt. 
Macht  man  My  =  (—  \yAy,  so  ergeben  sich  echte  Brüche  unter 
den   negativen  Wurzeln    der   Gleichung   in   der   Form  x  =  — ,  ;   mit 

My  ^  {—lyAn^r  die  übrigen  negativen  Wurzeln  in  der  Form  a;  =  —  |- . 

Wie  man  erreichen  kann,  dafs  die  Länge  i  für  alle  Wagebalken 
die  nämliche  bleibt,  auf  diese  Frage  geht  Herr  Massau  überhaupt 
nicht  ein.  Er  verwendet  Robervalsche  Wagen  und  stellt  dieselben 
unveränderlich  so  nebeneinander  auf,  daCs  ihre  Drehachsen  in  eine  Ge- 
rade fallen.  (Gekuppelt  wird  ein  veränderlicher  Punkt  des  in  einen 
horizontalen  Arm  auslaufenden  Plateaus  jeder  einzelnen  Wage  mit 
einem  veränderlichen  Pimkt  des  Balkens  der  vorhergehenden«  Da  bei 
der  Roberval sehen  Wage  alle  Punkte  eines  Plateaus  gleiche  Wege 
beschreiben,  so  ist  nur  die  Verlegung  des  Balkenpunktes  ma&gebend 
und  die  soeben  entwickelte  Gleichung  gilt  auch  für  Herrn  Massaus 
Instrument.  Die  Anbringung  eines  Stellwerkes  zur  gleichzeitigen  Ver- 
änderung der  Arme  g  würde  aber  bei  dieser  Anordnung  sehr  schwierig 
sein.  Bei  Herrn  Grants  Gleichungswage  gestaltet  sich  dagegen  gerade 
das  Stellwerk  sehr  einfach.  Hier  werden  die  einzelnen  Wagenschneiden 
durch  zwang^ufig  verbundene  Schraubenspindeln  mit  Geschwindigkeiten 
bewegt,  welche  sich  wie  die  Glieder  einer  arithmetischen  Reihe  ver- 
halten. Nur  ist  in  Herrn  Grants  Figur  die  Stützung  des  einen  Balkens 
auf  dem  andern  durch  oben  gelenkig  angeschlossene,  unten  mit  Ösen 
versehene  Stöbe  bewirkt  und  damit  natürlich  eine  stetige  Verstellung 
doch  wieder  ausgeschlossen,  weil  diese  Stöbe  im  belasteten  Zustand 
durch  die  gleitende  Reibung  am  unteren  Wagebalken  mitgenommen 
werden  und  sich  schräg  steUen  würden.  Diese  Schwierigkeit  ist  weh 
nicht  ohne  weiteres  zu  beseitigen;  denn  wollte  man  diese  Kuppelstöbe 
etwa  oben  steif  anschlielsen,  so  würde  zwar  stetige  Verstellung  er- 
möglicht sein,  dafür  aber  die  Reibung  an  den  unteren  Stützenenden 
beim  Einspielen  der  Wage  sehr  störend  wirken,  allerdings  um  so 
weniger,  je  näher  die  sämtlichen  reibenden  Punkte  und  Balkendreh- 
punkte in  eine  Horizontalebene  faUen.  Die  letztere  geometrische  Be- 
dingung scheint  Herr  Massau  verwirklichen  gewollt  zu  haben,  wobei 
dann  für  unendlich  kleine  Schwingungen  um  die  entscheidende  Lage 
die  Relativbewegung  der  reibenden  Punkte  unendlich  klein  von  höherer 
Ordnung  würde.  Jedenfalls  sind  beide  Gleichungswagen  als  recht  un- 
vollkommene Beispiele  der  ersten  Gattung  anzusehen. 


J 
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Eine  bessere  Lösung  der  Aufgabe  ist  in  Figur  6  dargestellt.  Der 
ganze  Apparat  ist  hier  in  Zwillingsform  ausgefOkrt,  sodafs  die  eine 
Hälfte  nur  die  positiven^  die  andere  nur  die  negativen  Momente  auf- 
nimmt.  Hierdurch  ist  der  wichtige  Zweck  erreicht,  dafs  die  von  einer 
Wage  auf  die  benachbarte  übertragene  Kraft  stets  dieselbe  Riehtung 
behält.  Infolgedessen  konnten  die  Euppelstäbe  durch  Bollen  ersetzt 
werden,  welche  weder  f&r  eine  stetige  Verstellung  des  Apparates  durch 
das  Stellwerk;  noch,  wenn  leicht  genug  beweglich,  für  ein  empfind- 
liches Spiel  der  Wage  ein  Hindernis  bieten.    Das  Stellwerk  kann  wie 

Fig.  6. 


bei  Herrn  Grants  Apparat  in  einfachster  Weise  unter  Benützung  von 
Schraubenspindeln  hergestellt  werden. 

Mit  den  aus  der  Figur  zu  entnehmenden  Bezeichnungen  entsprechen 
einer   sehr  kleinen  Senkung  ö   des   linken  Balkenendes   der   untersten 

Wage    gleichzeitige    Senkungen  -j  S ,    (jj  d,  -  -  -  (-A  d    der    übrigen 

Balkenenden  der  linken  Apparathälfte,  dagegen  gleichzeitige  Senkungen 

—  d,  —  i  d ,   —  ( t )  d;  •  •  •  —  (t)  *  ^^^  ^^^  rechten  Seite.     Somit  ist 

die  Gleichgewichtsbedingung  für  das  in  der  Figur  angeschriebene  Lasten- 
System 


yas  n 


(11) 


ITm  also  eine  Gleichung  von  der  Form  (3) 

0 


vssn 

2 


.a.vCC 


ZU  lösen,  mache  man  zunächst  (P^  —  P^)  =  -4^,  um  die  positiven  Wurzeln 
>►  1  in  der  Form  a; «  y  zu  erhalten,  darauf  (P,  —  Pv)  =  -4^_y,  um  die 

positiven  Wurzeln  <  1    in    der  Form  a;  =»  j    zu   erhalten.     (P^  —  Py) 

==(— l)*'J.v  ergiebt  die  negativen  Wurzeln  >  1   und  endlich  {Py--Pl) 
=  (—  lyÄn—t  die  negativen  Wurzeln  <  1.     Selbstverständlich  kommt 
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man  mit  n  Kräften  aas:  ergiebt  sich  P,  —  P^  positiv,  so  nehme  man 
Pv  =  0;  ist  Pv  —  Pt  negativ,  so  nehme  man  P^  =  0.  Es  wird  dann 
von  den  entsprechenden  Wageschalen  beider  Hälften  des  Apparates 
immer  nur  eine  belastet.  Dafs  die  unbelastete  Wage  im  Gleich- 
gewicht ist,  kann  man  leicht  aus  (11)  ableiten,  wenn  man  es  nicht 
unmittelbar  aus  Symmetriegründen  folgern  wiU.  Die  Ausführung 
des  yorbeschriebenen  Apparates  kann  konstruktiv  kaum  auf  irgend 
welche  Schwierigkeiten  stofsen,  an  Empfindlichkeit  dürfte  er  Herrn 
Meslins  Wage  wohl  übertreffen. 

Die  Grundform  der  zweiten  Gattung  ist  womöglich  noch  einfacher. 
n  gewichtslose  Stäbe  von  der  Länge  l  (die  Wagebalken)  sind  in  ihren 
Endpunkten  gelenkig  verbunden   xmd   zu  einem   geraden   horizontalen 

Stabzug  ausgestreckt  (Fig.  7).    Derselbe 

■^*** '  wird    durch    n  Schneiden     unterstützt^ 

^         ^         ^         ^   ^'^  ^     welche    in    gleichen    Abstanden   l    auf 

^~^^;^S—  Jr^^~^  I^^T^      einem  gemeinschaftlichen  Stativ  befestigt 

'  ■    — -^         sind.     Diese  Schneiden  teilen  sämtliche 

Stab^ngen  in  dem  nämlichen  Verhältnis 
S:Z--Sy  welchem  durch  Relatiwerschiebung  des  Stabzuges  gegen 
das  Stativ  jeder  positive  Wert  gegeben  werden  kann.  Eine  Ab- 
wärtsbewegung des  rechten  Stabzugendes  um  eine  sehr  kleine 
Gröfse  d  ist  den  Bedingungen  des  Systems  zufolge  mit  abwechseln- 
den Auf-  und  Abwärtsbewegungen  der  übrigen  Stabenden  ver- 
bunden ^   welche,   wie   leicht   zu  sehen,   durch    die  Grofsen    —jZIJ^' 

+  (rin)  *?  ~  (r^^)  ^  ^*  ^'  ^'  8®°^®8sen  werden.    Für  die  Lastenreihe 

in  Figur  7  und  horizontale  Lage  des  Stabzuges  liefert  also  das  Prinzip 
der  virtuellen  Verrückungen  die  Gleichgewichtsbedingnng 

(12)  2^-  1)'P.(A)'  -  0. 

Wendet  man  nur  abwärts  gerichtete  Kräfte  an,  so  lälst  sich  (12) 
nur  mit  solchen  Gleichungen  (3)  identifizieren,  deren  Glieder  keine 
Zeichenfolge    oder    keinen    Zeichenwechsel   haben.      Im   ersteren   Fall 

erhält  man   die  Wurzeln   in   der  Form   x  =  j^-r ,  im  zweiten  in  der 

Form  (—  x)  =  rZTi  •     I^i^se   Beschränkung   auf  bestimmte  Arten   von 

Gleichungen  und  der  Einflufs  des  Eigengewichts  der  Wagebalkeh 
kommen  gleichzeitig  in  Fortfall,  wenn  man  den  Apparat  wieder  in 
Zwillingsanordnung  ausführt.    Man  verbindet  hierbei  zwei  entsprechende 
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Enden  der  beiden  Stabzüge  durch  einen  in  der  Mitte  unterstützten 
(2n  -\-  l)ten  Stab  und  ordnet  für  beide  Schneidensysteme  einen  gemein- 
schaftlichen symmetrischen  Antrieb  etwa  durch  rechts-  oder  linksgängiges 
Gewinde  auf  derselben  Spindel  an  (Figur  8).    Man  hat  dann  auf  der 

einenSeitedieSenkungen+*, -(j^-|)*,  +(r~|)V  •••("l)"(r=l)"*; 

auf    der    andern    die    Senkungen    —  d,   +  {rz^if   ""(rzrj)  ^f  '  '  ' 

(—  1)*  +  ^  (rZTl)  ^f  ^^^  ^®  Gleichgewichtsbedingung  für  die  Lastenreihe 
in  Figur  8  lautet: 


(13)  ^i-  i)*(P,  -  PO(r=i)'  =  o> 


Diese  Gleichung  zeigt  zimächst^  dafs  bei  symmetrischer  Ausführung  der 
Apparat  im  Gleichgewicht  ist,  wenn  nur  sein  Eigengewicht  wirkt,  dafs 

Flg.  8. 
— —i   haaasfl   pM—j   ^TrrrtntiM  -  .  1^ 

also   das  letztere   die   Giltigkeit  der  Gleichung  (13)  für  die  äuTseren 
Lasten  nicht  beeinträchtigt 

um  die  Gleichung  mit  der  allgemeinen  Form  (3) 


-^Ä,x'  =  0 


vsO 


zur  Übereinstimmung  zu  bringen,  mache  man  (Py  —  Py)  —  Äv  um  die 
negativen   und  (P^  —  P^)  =  (—  1)"  Ay  um   die   positiven  Wurzeln   der 

Gleichung  zu  erhalten.  Die  ersteren  ergeben  sich  in  der  Form  ^=—7-37 ; 

die  letzteren  in  der  Form  x  =  j~  l  .    Wie  bei  der  oben  beschriebenen 

Zwillingsanordnung  der  ersten  Gattung  kommt  man  auch  hier  mit  n 
positiven  Kräften  aus,  indem  man  für  positive  Werte  von  P«  —  P,  den 
Subtrahenden,  für  negative  den  Diminuenden  gleich  Null  setzt. 

Li  der  vorbeschriebenen  Form  ist  die  Gleichungswage  noch  nicht 
brauchbar,  da  die  zugrundeliegende  Kette  nur  unendlich  kleine  Beweg- 
lichkeit besitzt.  Um  dem  abzuhelfen,  könnte  man  die  Stabe  anstatt 
auf  Schneiden  auf  drehbaren  Rollen  auflagern,  welche  durch  das  SteU- 

Zeitachrfft  f.  Mathematik  u.  Physik.  47.  Band.  1909.  1. 11.  2.  Heft.  7 
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Fig.  9. 


werk  gleichmäfsig  bewegt  werden.  Ist  nun  Vorsorge  getroffen^  daCs 
die  Stäbe  auf  den  Rollen  nur  wälzen^  nicht  gleiten  können^  so  ist 
bei  horizontaler  Lage  der  Stäbe  das  Verhältnis  i:l  —  ^  durchw^  das- 
selbe und  die  Verbindung  auf  einander  folgender  Stäbe,  die  etwa  ab- 
wechselnd höher  und  tiefer  gelegt  werden,  kann  in  einfachster  Weise 
durch  gelenkig  angeschlossene  vertikale  Kuppelstäbe  erfolgen.  Der  Zwang- 
lauf des  Stellwerks  und  der  Horizontalstäbe  auf  den  Rollen  kann  durch 

Verzahnung  oder  durch  Wicke- 
lung  von  Zugorganen  erreicht 
werden;  da  die  Schwierigkeiten 
auf  konstruktivem  Gebiete  liegen 
würden^  möchte  eine  schema- 
tische Skizze  ebenso  zwecklos 
als  wohlfeil  sein. 

Übersichtliche  und  geome- 
trisch nicht  uninteressante  Appa- 
rate der  dritten  Gattung  erhält 
maU;  wenn  man  die  Drehpunkte 
der  Wagebalken  in  gleichen  Ab- 
ständen auf  der  Peripherie  eines 
Kreises  anordnet.  Die  Au%abe 
des  Stellwerks  kann  dann  darin 
bestehen,  nur  den  Halbmesser 
des  Kreises  oder  nur  den  Ab- 
stand der  Peripheriepunkte  oder 
auch  beide  nach  irgend  einem 
Gesetz  gleichzeitig  zu  verändern. 
Von  der  sich  hier  bietenden 
grofsen  Mannigfaltigkeit  der  Lö- 
sungen sind  nachstehend  ohne 
besondere  Auswahl  zwei  belie- 
bige herausgegriffen,  f^  diese 
aber  gewisse  Stablängen  und  Winkel  aus  Zweckmäfsigkeitsgründen  be- 
stimmt worden. 

In  der  Gleichungswage  nach  Figur  9  werden  die  einzelnen  Radial- 
stäbe eines  filcherförmigen  Gestells  (etwa  durch  einen  Zahnradmecha- 
nismus) gleichzeitig  u.  zw.  so  verstellt,  dais  die  Winkel  zwischen 
benachbarten  Radialstäben  unter  einander  stets  gleich  bleiben.  Der 
Endpunkt  eines  jeden  Radialstabes  r  dient  als  Drehpunkt  eines  zwei- 
armigen Wagebalkens  11,  auf  welchen  aber  die  Gewichte  nicht  in 
festen  Punkten  und  in  bestimmter  Richtung,  sondern  vermittelst  Rollen 
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wirken^  an  deren  Umfang  sie  angreifen.^)  Die  Endpunkte  benach- 
barter Wagebalken  sind  durch  KuppelsixLbe  s  verbunden;  die  Buch- 
staben r,  l  und  s  werden  im  folgenden  zugleich  als  Mafs  für  die  Längen 
der  betreffenden  Stabe  benützt.  Werden  nun  die  Wagebalken  ver- 
mittelst am  Rollenumfang  angreifender  Gewichte  durch  die  Momente 
Mq,  M^y  üfj;  M^y  M^  belastet,  so  hat  das  System  für  jeden  Wert  der 
Stellwerkskoordinate  £  eine  bestinmite  Gleichgewichtslage.  Bezeichnen 
wir  die  Spannkräfte  in  den  vier  Kuppelstäben  mit  S^,  S^,  S^  und  S^, 
die  Winkel  zwischen  Wagebalken  und  Euppelstäben  in  der  aus  der 
Figur  ersichtlichen  Weise  ^  so  ergiebt  sich  successive^  wenn  Zugspan- 
nungen und  linksdrehende  Momente  als  positiv  eingeführt  werden, 

1  sin  n  =  X 
Sj  sin  d^  +  S^  sin  y,  =  -,  * 

(14)  S,smd,  +  S,smr,^^' 

Sj  sin  dj  +  A4  sin  ^4  =  -y^ 

S4  sin  d^  =  -y  . 
Multipliziert  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  mit  — ^—^ ,  die  dritte 
mit  +  -.  — ^  •  -: — IT  9  die  vierte  mit ^— i-  •  - — ^  •  -r— ^  und  die  fünfte 

'    8in  Oj     Bin  0, '  sin  Oj     sm  a,     sin  o, 

mit  -^-^  •  -r-?-*  •  -^^'  •  -^— i*,  so  fallen  bei  Addition  aller  Gleichuniren 

sm  tfi     Bin  tf j     sm  o^     sm  d^ '  ° 

die  Stabspannungen  8  heraus  und  man  erhält  bei  Weglassung  des 
gemeinschaftlichen  Faktors  j: 

(15)  M,-M,'^  +  M,'^l^-'^^-M/^,^-'^*-'^^; 

^     ^  0  1  sm  ^1  *  sm  ^j     sm  tf,  *  sm  ^j     sm  ^,     sin  tf , 

*  sin  ^1     sin  ^,     sin  ^j     sin  d^ 

Es  ist  aber  leicht  einzusehen^  dafs  —  innerhalb  gewisser  Grenzen  — 
für  jeden  Wert  von  ^  eine  Lage  des  Systems  existiert,  bei  welcher 
sämtliche  Fünfecke  rlslr  kongruent  sLud.  Für  diese  Lagen  wird  also 
7i  "==  y«  "^  y»  —  ^4  ^^d  tf  1  =  d,  =  tf j  =  ä^  und,  wenn  wir  infolgedessen 
die  Lidices  dieser  Winkel  als  überflüssig  fortlassen,  so  nimmt  Gleichung 
(15)  die  einfachere  Form  an 

1)  Diese  EoUen  haben  in  den  Figuren  9  nnd  10  lediglich  der  Übersichtlichkeit 
wegen  sehr  kleine  Durchmesser  erhalten. 

7* 
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oder,  wenn  wir  die  willkürliche  Beschränkung  auf  eine  bestimmte  An- 
zahl von  Wagebalken  aufgeben: 


»=« 


(17)  2(-l)'^.(S)=0. 

Um  also  mit  diesem  Apparat  eine  Gleichung  (3) 


1  =  « 


^Ä,x^  -  0 

zu  losen,  hätte  man  die  Momente  M^  =  {—  iyA„  zu  machen  und  die  Stell- 
werkskoordinate I  zu  yerändem,  bis  die  Fünfecke  rlslr  kongruent  sind;  in 

dieser  entscheidenden  Lage  liefert  der  Quotient  -v— ^  eine  Wurzel  der 

Gleichung.  Die  Kongruenz  sämtlicher  Fünfecke  folgt  zwar  schon  aus 
der  Gleichheit  z.  B.  zweier  aufeinander  folgenden  Winkel  y  oder  8] 
aber  die  stetige  VenLnderung  von  S  wird  illusorisch  gemacht,  wenn 
zwei  gleichzeitige  Beobachtungen  erforderlich  sind.  Die  Feststellung 
der  entscheidenden  Lage  wird  also  besser  etwa  folgendermafsen  ge- 
schehen. Die  Gesamtheit  der  entscheidenden  Lagen  bestimmt  nämlich 
ffir  jeden  Punkt  des  Stabes  s  inbezug  auf  einen  benachbarten  Stab  r 
einen  geometrischen  Ort,  der  auf  einer  mit  r  verbundenen  Ebene  Tor- 
gezeichnet  werden  kann.  Zu  beobachten  ist  alsdann  nur,  wann  der 
betreffende  Punkt  die  vorgezeichnete  Kurve  passiert.  In  Figur  9  ist 
im  besondem  s  =^2l  gemacht.  Alsdann  liegen  in  allen  entscheidenden 
Lagen  die  Mittelpunkte  der  Stäbe  s  auf  dem  Kreise  0L234.  Denn  be- 
zeichnet man  die  Scheitel  der  Winkel  d^,  y^  und  d«  mit  2)^,  G^  und 
Dg,  so  ist  wegen  Kongruenz  der  Fünfecke  CI)^  »  CD^j  und  es  sind  in 
den  Dreiecken  CD^G^  und  CD^G^  die  Seiten  paarweise  gleich.  Diese 
Dreiecke  sind  also  kongruent,  die  die  Seiten  D^  G^  und  D^  G^  halbierenden 
Transversalen  sind  gleich  und  der  Mittelpunkt  von  s  hat  den  Abstand  r 
von  C 

Mit  dieser  Gleichungswage  kann  man  nur  Wurzeln  ermitteln,  die 
sich  nicht  allzusehr  von  dem  Wert  1  entfernen.  Denn  offenbar  würde 
bei  sehr  spitzen  oder  sehr  stumpfen  Winkeln  y  und  d  die  Reibung  in 
den  Gelenken  die  Genauigkeit  arg  beeintnichtigen.  Läfst  man  noch 
Winkel  von  45^  und  135^  zu,  so  müssen  die  Wurzeln  jedenfalls  zwischen 

den  Grenzen  }/2  und  |^}/2  liegen  und  auch  dieses  Gebiet  kanji  nur 
dann  völlig  ausgenützt  werden,  wenn  man  die  Stablängen  so  wählt, 
dafs  in  den  entscheidenden  Lagen  für  y  ==  45^  d  =  90®  und  für  y  =  90*^ 
ä  =  135®  wird.  Nachdem  aus  anderen  Gründen  s  =  21  angenommen 
war,  liels  sich   die   letztere  Bedingung   nur  noch   angeiulhert   erfüllen 
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und  zwar  durch  r  =  3^752.  Jedenfalls  würde  also  der  Anwendung  einer 
derartigen  Gleichungswage  die  entsprechende  Transformation  der  Glei- 
chung Yorhergehen  müssen. 

Eine  andere  Gleichungswage  der  dritten  Gattung  ist  in  Figur  10 
abgebildet.  Als  Trager  der  Wagenschneiden  dient  wieder  ein  fächer- 
förmiges Gestell  von  Radialstaben;  aber  diesmal  sind  die  Winkel  a 
zwischen  denselben  unyeränderlich  und  durch  das  Stellwerk  wird  der 


Halbmesser  §  des  Kreises  verändert^  auf  dessen  Umfang  sich  die 
Schneiden  befinden.  Die  Wagebalken  {  sind  jetzt  nur  einarmige  können 
aber  wie  vorhin  yermittelst  der  an  ihnen  befestigten  Schnurrollen  durch 
positive  oder  negative  Momente  Mq  bis  M^  belastet  werden.  Die 
Gleichgewichtsbedingungen  für  die  an  den  Enden  der  Wagebalken  an- 
greifenden Kräfte  lauten 

Si  sin  yi  =  y 


S3  sin  yj  —  Si  sin  d^  =  -,- 


(18) 


Sj  sin  y,  —  S,  sin  d^  = 


M, 


M. 


S4  sin  y^  —  Sj  sin  *b  =  -7 

-  8^  sin  (J4  =  ^^ 
und  nach  Multiplikation  der  einzelnen  Gleichungen  mit 
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^      sin  y,      ein  y,     sin  y,      sin  y.      sin  y,     sin  y,     sin  y,     sin  y,     sin  y,     sin  y^ 
'  sin  ^1 '  sin  dj     sin  ^, '  sin  ^^     sin  ^,     sin  d,  '  sin  d^     sin  d,     sin  8^     sin  ^^ 

ergiebt  die  Addition  sämtlicher 

0    '        1  Sin  d,  =*  sin  d.     sin  d,    '        ^  sm  tf,     sin  tf,     sm  a, 

"•        *  sin  ^j     sin  8^     sin  ^3     sin  S^ 

Entscheidende  Lage  ist  wiederum  die  Kongruenz  der  Fünfecke.  Dabei 
geht  Gleichung  (17),  wenn  zugleich  die  Beschränkung  auf  eine  bestimmte 
Anzahl  von  Wagebalken  aufgegeben  wird,  über  in 


y  =  « 


Die  Kongruenz  der  Fünfecke  ist  hier  unabhängig  von  dem  Ver- 
hältnis der  Stablängen  s  und  l  daran  zu  erkennen,  dafs  die  Endpunkte 

der  Wagebalken  auf  einem  Kreis  vom  Halbmesser  liegen.    Man 

2  sin  — 
2 

sieht  nämlich   leicht   ein,   dafs   die  Verbindungslinien   der   Endpunkte 

eines  Kuppelstabes  mit  dem  Punkt  C,  da  sie  gleiche  Winkel  mit  den 

zugehörigen   Radialstäben   bilden,   auch   denselben  Winkel  a   wie   die 

letzteren  einschliefsen  müssen.    Übrigens  ist  auch  für  jeden  mit  einem 

Stab  s  fest  verbundenen  Punkt  der  geometrische  Ort  bei  Eintritt  der 

entscheidenden   Lagen   ein  Kreis  um   C,   insbesondere   fällt   die  Spitze 

eines  über  s  mit  der  SchenkeUänge  — ^  konstruierten  gleichschenk- 

2sin| 

ligen  Dreiecks   für  jede   entscheidende  Lage  mit  C  zusammen.     Über 

die  Beschränkung  der  Wurzelwerte  auf  das  Gebiet  |^"j/2  bis  ^2  gilt 
das  oben  Gesagte;  um  dieses  Gebiet  auszunützen,  d.  h.  damit  hier  für 
y  =,  450  *  =  90«  und  für  y  =  9(y>  *  =  45«  wird,  hat  man  den  Winkel 
a  =  45®  zu  nehmen.  Wird  dabei,  wie  dies  auch  in  Figur  10  geschehen 
ist,  etwa  $  =»  0,9{    gewählt,   so  durchläuft  die  Stellwerkskoordinate  | 

die  Werte  von  0,18  Z   bis  0,48  Z,   während   das  Verhältnis   V-^  von  1 

'  '       '  sin  ^ 

auf  y2  steigt  oder  von  1  auf  |^]/2  fällt.  Wie  schon  in  der  Einleitung 
erwähnt,  hat  nämlich  die  vorliegende  Wage  die  Eigentümlichkeit^ 
dafs  jedem  Wert  der  Stellwerkskoordinate  zwei  verschiedene  entschei- 
dende Lagen  zugehören,  welche  durch  Vertauschung  der  Winkel  y  und 
d  ab   gegenseitige  Spiegelbilder  auseinander   hervorgehen   und  demzn- 

folge  reziproke  Werte  des  Quotienten  -v— |  ergeben. 
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Die  Aasbalanziemng  des  Eigengewichts  bietet  aach  bei  den  Wagen 
nach  Figur  9  und  10  keine  Schwierigkeit^  sie  kann  durch  Gegengewichte 
an  den  Stellen  erfolgen^  welche  in  den  Figuren  durch  kleine  schwarze 
Kreise  bezeichnet  sind. 

Bei  allen  vorbeschriebenen  Stabverbindungen  wurden  die  Oleichungs- 
koefSzienten  durch  Momente  oder  Gewichte  dargestellt  und  infolge- 
dessen liefert  jeder  der  Apparate,  wenn  man  ihn  zur  Auflösung  linearer 
Gleichungen  benutzt,  das  Verhältnis  zweier  Gewichte.  Es  steht  also 
nichts  im  Wege,  ihn  wie  eine  gewöhnliche  Wage  zu  benützen,  um 
ein  unbekanntes  Gewicht  als  Vielfaches  eines  bekannten  auszudrücken. 
Geht  man  so  ron  den  Apparaten  der  ersten  Gattung  aus,  so  gelangt 
man  zu  der  gewöhnlichen  römischen  Schnellwage,  während  die  der 
zweiten  Gattung  zu  dei;  sogenannten  dänischen  Schnellwage  führen. 
Was  endlich  die  Apparate  der  dritten  Gattung  anbelangt,  so  wollen 
wir  hier  von  einem  solchen  ausgehen,  bei  welchem  die  Abstände  der 
Peripheriepunkte  konstant  bleiben  und  nur  der  Halbmesser  des  zugehö- 
rigen Kreises  verändert  wird.  Ein  solches  Gerät  würde  bei  Beschrän- 
kung auf  lineare  Gleichungen  in  ein  Gelenkviereck  übergehen,  in  welchem 
die  beiden  der  festgestellten  benachbarten  Seiten  gleichlang  sind  und 
durch  Momente  M^  und  M^  belastet  werden.  Das  Verhältnis  dieser 
Momente  ist  dann  gleich  dem  Verhältnis  der  Sinus  derjenigen  Winkel, 
welchen  die  beiden  Stäbe  in  der  Gleichgewichtslage  mit  dem  vierten  ein- 
schliefsen.  Übrigens  ist  auch  das  Gelenkviereck  bereits  als  Wage  zur 
Bestimmung  von  Gewichten  benützt  worden,  vgl.  Brauer,  die  Kon- 
struktion der  Waage  S.  47  (Wage  von  Pfanzeder). 

Wir  haben  bisher  immer  stillschweigend  die  Stabilität  der  in 
Betracht  kommenden  Gleichgewichtslagen  angenommen,  was  im  all- 
gemeinen unbegründet  scheint.  Nun  läfst  sich  zwar  durch  Hinzufügung 
genügend  grofser  Ejräfte,  welche  auf  das  System  stets  im  Sinne  der 
Erreichung  einer  entscheidenden  Lage  wirken  und  in  dieser  genügende 
Stabilität  besitzen  —  im  Interesse  der  Empfindlichkeit  freilich  eben 
nur  gerade  genügende  —  jede  Labilität  beseitigen.  Eine  vorteilhaflie 
Verwirklichung  gestattet  dieser  Gedanke  aber  doch  wohl  nur  bei  solchen 
Anordnungen,  bei  welchen  sich  der  Zweck  wie  bei  den  gewöhnlichen 
Gewichts  wagen  durch  ein  verstellbares,  während  des  Spieles  der  Wage 
aber  fest  mit  einem  Teil  derselben  verbundenes  Reguliergewicht  er- 
reichen läfst  und  man  würde  den  Gleichungs wagen  nach  Figur  5,  6 
und  8  ein  solches  Reguliergewicht  hin7ufügen  können. 

Indessen  bietet  sich  ein  ganz  allgemeines  und  einfaches  Mittel, 
wenn  es  sich  schlechthin  nur  um  die  Vermeidung  labiler  Gleichgewichts- 
lagen handelt  und   die  Frage   der  Empfindlichkeit   nicht   aufgeworfen 
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wird.  Kehrt  man  nämlich  sämtliche  Kräfte  eines  beliebigen  Systems 
um,  so  unterscheiden  sich  die  Arbeiten  der  beiden  Systeme  bei  einer 
und  derselben  virtuellen  Yerrückung  offenbar  nur  durch  das  Vorzeichen. 
Da  nun  für  labile  Gleichgewichtssysteme  die  virtuelle  Arbeit  bis  auf 
eine  positive  unendlich  kleine  Gröfse  zweiter  Ordnung  verschwindet^ 
so  entsteht  durch  Umkehrung  sämtlicher  Knlfte  eines  solchen  Systems 
ein  anderes,  dessen  virtuelle  Arbeit  bis  auf  eine  negative  unendlich 
kleine  Ghröfse  zweiter  Ordnung  verschwindet,  d.  h.  ein  stabües  GleicL 
gewichtssystem.  Wenn  man  also  einen  Versuch  mit  irgend  einer  Glei- 
chungswage unter  Umkehrung  sämtlicher  Kraftrichtungen  wiederholt, 
so  darf  man  sich  auf  die  Beobachtung  stabiler  —  oder  indifferenter  — 
Gleichgewichtslagen  beschnLnken. 


Das  Yerhalten  des  Virials  nnd  des  Momentes 

eines  stationären  Eräftesystems 

bei  der  Bewegung  des  starren  Körpers. 

Von  Karl  Heun  in  Berlin. 

Die  Statik  beschäftigte  sich  zunächst  mit  der  Reduktion  von 
Kräften  y  welche  auf  ein  Massensystem  von  bekannter  Konstitution  in 
einer  bestimmten  Lage  desselben  wirken  und  leitete  hieraus  unmittelbar 
die  Gleichgewicktsbedingungen  ab. 

An  diese  Untersuchungen  schlofs  sich  dann  die  Frage  über  die 
Sicherheit  des  betrachteten  Gleichgewichtszustandes^  wodurch  man  Ver- 
anlassung erhielt^  eine  statische  Gröfse  näher  zu  verfolgen^  deren  Ver- 
halten bei  der  Bewegung  des  Systems  geeignet  schien,  den  verlangten 
Aufschlufs  zu  geben. 

Diese  Gröfse  trat  —  in  expliziter  Form  —  in  den  Untersuchungen 
von  Lagrange  (Mec.  anal.  2.  6L  t.  1,  pag.  65 — 73)  auf,  ohne  einen 
besonderen  Namen  zu  erhalten.  Auch  war  die  Betrachtung  derselben 
auf  ein  Kräftesystem  beschränkt,  für  welches  ein  Potential  existiert 
Später  wurde  sie  in  allgemeiner  Auffassung  von  Mob  ins  und  Min- 
ding  eingehender  untersucht  und  endlich  durch  Glausius  durch  die 
Bezeichnung  ^  Viriai^'  als  feststehender  Begriff  der  Statik  gekennzeichnet 

Das  Virial  ist  definiert  als  die  Summe  der  Produkte  der  Abstände 
der  Massenpunkte  des  Systems  von  einem  festen  Bezugspunkte  in  die 
Projektionen  der  Kräfte  auf  diese  Strecken  —  oder  in  der  Sprache  der 
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Vektoranalysis*)  —  als  die  Stunme  der  inneren  Produkte  der  Vektoren 
der  Massenpunkte   in   die  Vektoren   der  zugehörigen  äufseren  Kräfte. 

Bei  jeder  Bew^ung  des  Systems  wird  also  das  Virial  in  doppelter 
Hinsicht  eine  Änderung  erleiden,  indem  sowohl  die  Vektoren  der  An- 
griffspunkte andere  werden  als  auch  gleichzeitig  jede  Kraft  ihre  Gröfse 
und  Richtung  ändert. 

Aber  schon  bei  der  Formulierung  des  Prinirips  der  virtudlen  Ge- 
schwindigkeiten hat  man  nicht  die  vollständige  Variation  des  Virials  be- 
trachtet;  sondern  eine  partielle,  welche  durch  die  Voraussetzung  der 
Invarianz  des  gesamten  Kräftesystems  gekennzeichnet  ist.  Nach  dieser 
Auffassung  sind  die  Gleichgewichtsbedingungen  gegeben  durch  das 
Verschwinden  der  ersten  Variation  des  Virials  für  ein  System  möglicher 
Verschiebungen,  wobei  alle  Vektoren,  welche  die  wirkenden  Kräfte 
darstellen,  unyemndert  bleiben. 

Der  Bereich  der  möglichen  Bewegungen  des  Systems  der  Angriffs- 
punkte ist  noch  auTserdem  in  sofern  räumlich  beschränkt,  als  im 
Allgemeinen  nur  infinitesimal  benachbarte  Positionen  und  Konfigura- 
tionen des  Systems  zulässig  sind. 

Man  erfährt  demgemäfs  aus  dem  Ansatz  des  Prinzips  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  unmittelbar  nichts  über  das  statische  Verhalten  des 
Systems,  sobald  die  aufgefundene  Gleichgewichtslage  um  endliche  Be- 
träge überschritten  ist. 

Bedenkt  man  aber,  dals  das  Lagrangesche  Gleichgewichtsprinzip 
—  unter  Voraussetzung  des  Systems  der  möglichen  Bewegungen  aller 
Angriffspunkte  der  Kräfte  —  auch  für  jede  Position,  welche  nicht 
durch  das  Gleichgewicht  ausgezeichnet  ist,  die  vollständige  Beduktion 
des  Kräftesystems  auszuführen  gestattet,  so  erkennt  man,  dafs  diese 
weitergehende  Frage  nach  dem  Verlauf  der  statischen  Beziehungen 
aufserhalb  der  Gleichgewichtslagen  hiermit  ebenfalls  prinzipiell  erledigt 
ist.  Auch  die  Invarianz  des  Kräfbesystems  aufserhalb  des  infini- 
tesimalen Bereiches,  fQr  welchen  das  Prinzip  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten zum  Ansatz  kommt',  ist  für  das  allgemeine  Beduktionsproblem 
nicht  erforderlich. 

Dennoch  hat  die  j^Astcttik",  wie  sie  in  den  wesentlichen  Grrund- 
zügen  von  Möbius,  Minding  und  Darboux  ausgebildet  vorliegt,  nur 
stationäre  Kräftesysteme  betrachtet,    also    durchgehends   die   Annahme 


1)  Als  Anhang  ist  am  Schlüsse  dieser  Arbeit  eine  kleine  Legende  der  Yek- 
torrechnong  hinzugefugt,  welche  die  hier  gebrauchte  Bezeichnungsweise  erläutert 
und  nötigenfalls  die  Umsetzung  der  Vektorformeln  in  die  entsprechenden  Formeln 
der  Eoordinatengeomeirie  ohne  weiteres  ersichtlich  macht. 
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gemacht^  dais  jede  Kraft  in  unveiünderlicher  Richtung  und  Qröfse 
während  der  Bewegung  an  ihrem  Angriffspunkte  haftet. 

Natürlich  haben  die  Sätze  der  Astatik  in  Folge  dieser  einschrän- 
kenden Bedingung  ein  ziemlich  eng  begrenztes  Anwendungsgebiet^  aber 
sie  besitzen  auch  —  aus  demselben  Grunde  —  ein  so  einheitliches  und 
eigenartiges  Oepräge^  dafs  sie  in  ihrer  gegenwärtigen  Ausbildung  als 
eins  der  schönsten  Kapitel  der  elementaren  Mechanik  gelten  können. 

In  methodischer  Hinsicht  macht  sich  jedoch  in  den  Torhandenen 
Darstellungen  der  Astatik  ein  deutlich  fühlbarer  Mangel  geltend.  Man 
yermifst  nämlich  eine  einheitliche  Quelle^  aus  welcher  die  verschiedenen 
Resultate  ungezwungen  abgeleitet  werden.  Statt  dessen  begegnet  man 
einer  ganzen  Reihe  von  einander  unabhängiger  und  willkürlicher  Auf- 
fassungen (astatische  Paare)^  welche  den  Überblick  beim  Studium  un- 
nützerweise erschweren  und  auch  wohl  manche  Sätze  haben  übersehen 
lassen^  die  auf  geradem  Wege  liegen^  wenn  man  nur  den  Ausgangs- 
punkt richtig  gewählt  hat. 

Wir  gehen  bei  den  nachfolgenden  Untersuchungen  von  der  Frage 
aus:  Welche  Veränderungen  erleiden  das  Virial  und  das  Moment  eines 
stationären  Kräftesystems  in  Folge  der  elementaren  endlichen  Be- 
wegungen eines  starren  Körpers? 

Es  ergeben  sich  dann  für  die  Translation,  Rotation  und  die 
Schraubenbewegung  äuTserst  einfache  und  übersichtliche  Formeln,  deren 
Diskussion  die  Sätze  der  Astatik  als  direkte  Folgerungen  liefert.  Hier- 
bei treten  zwei  zu  einander  konjugierte  Vektoren  G  und  F  auf,  welche 
durch  das  Darbouxsche  Gentralellipsoid  geometrische  Deutung  finden. 

Die  Eigenschaften  der  Gentrallinie,  der  Gentralebene,  sowie  der 
Minding-Darbouxsche  Fokalsatz  hätten  sich  ebenfalls  angliedern 
lassen.  Doch  konnte  diese  Ausführung  unterbleiben,  da  die  allgemeinen 
Entwickelungen  soweit  geführt  sind,  dafs  der  Zusammenhang  dieses 
Teils  der  Astatik  mit  den  hier  mitgeteilten  Virial-  und  Momentformeln 
leicht  herstellbar  ist. 

Prinzipiell  wichtiger  wäre  eine  Ausdehnung  der  hier  dai^elegten 
Methode  auf  Gelenksysteme,  welche  aus  starren  Gliedern  bestehen,  um 
dadurch  einmal  die  schon  von  SchelP)  aufgeworfene  Frage  zur  Ent- 
scheidung zu  bringen,  unter  welchen  Bedingungen  die  Verfolgung  des 
Virials  und  des  Momentes  zur  Festlegung  des  statischen  Verhaltens 
eines  stationären  Kräftesystems  in  diesem  erweiterten  Falle  ausreicht 
Vielleicht  findet  dieses  interessante  Problem  gelegentlieh  eine  Bearbei- 
tung im  Sinne  der  elementaren  Astatik. 


1)  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte  2.  Aufl.  Bd.  2  S.  277—278. 
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A.  Einflufs  der  Translation  auf  das  Vlrlal  und  das  Moment. 

1.  Einführung  des  Viridis.  Der  Vektor  Ic  bezeichne  nach  Gröfse 
und  Richtung  eine  Elementarkraft;  die  an  einem  bestimmten  Punkte 
eines  materiellen  Systems  angreift.  Ihren  Angriffspunkt  beziehen  wir 
durch  den  Vektor  x  auf  einen  bestimmten  Punkt  0  des  Raumes  und 
bilden  das  innere  Produkt 

V=x\ 

Die  Gröfse  V  wird  dann  das  ;,Virial"  der  Elementarkraft  k  genannt. 
Für  ein  System  erhalten  wir  dann  durch  Summation  über  alle  Punkte 
desselben,  an  welchen  Kräfte  angreifen, 

V  =  2:xh 

V  wird  dann  das  Virial  des  betrachteten  Systems  genannt.  Einen 
solchen  Ausdruck  kann  man  im  Besonderen  für  einen  starren  Körper, 
ein  Gelenksystem  von  starren  Gliedern  oder  auch  für  ein  elastisches 
System  aufstellen  und  im  einzelnen  untersuchen. 

Variieren  wir  in  V  alle  Vektoren  x  und  lassen  die  k  unverändert, 
so  erhalten  wir 

(1)  d^7=Sdxk, 

also  die  virtuelle  Arbeit  der  Kräfte  k  in  der  Auffassung  Lagranges. 
Das  Verschwinden  dieser  partiellen  Variation  des  Systemvirials  V  ist 
die  allgemeine  Gleichgewichtsbedingung  der  Statik.  Sie  sagt  nichts 
über  den  Fortbestand  des  Gleichgewichts  aus,  wenn  man  endliche  Be- 
wegungen des  Systems  in  Betracht  zieht.  Wir  nennen  deshalb  das 
durch  die  Gleichung 

(2)  d,F=0 

definierte  Gleichgewicht  eines  Systems  das  Positionsgleicligewicht  des- 
selben. 

Um  die  Gleichgewichtsbedingungen  einer  bestimmten  System- 
gattung nach  Gl.  (2)  in  expliziter  Form  aufstellen  zu  können,  muTs  man 
einen  analytischen  Ausdruck  der  Variation  öx  für  jeden  Angriffspunkt 
einer  Elementarkraft  haben.  Für  das  starre  System  ist  8x  seit  Euler 
bekannt,  nämlich 

(3)  dx  =  d'c  —  r]X'  de. 

Hierin  bedeutet  de  die  virtuelle  Translation  aller  Systempunkte,  rj  die 
Achse  der  virtuellen  Rotation  und  dO  die  Amplitude  der  letzteren. 
Die  Gleich.  (2)  nimmt  jetzt  die  Form  an: 

8c'2]k  +  dei!^k-=^0 
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oder 


Sc-  JSk  +  SeUxkrj^O. 
Hieraus  folgt  das  bekannte  Resultat 


27*  =  0    und     2xk  =  0. 
2.  Einführung  des  Momentes.    Wir  setzen  im  Folgenden 


2Jk  =  k*    und     Zxk  =  M. 

Ä*  ist  der  Vektor  der  ^^esultantkrafk"  M  der  Vektor  des  resultieren- 
den Momentes  aller  Kräfte  des  Systems,  oder  —  weim  man  will  — 
auch  die  Resultante  aller  ^^Elementarmomente'^  xk. 

Wir  bilden  nun  —  nach  Analogie  der  Gleichung  (1)  —  auch  die 
folgende 

(4)  dji^Slxk 

und  untersuchen  die  statische  Bedeutung  derselben  fOr  das  starre 
System.     Die  Berücksichtigung  der  Gleich.  (3)  ergiebt  sofort: 


8^M^8ck*  + S{vix)k'8e. 
Nun  ist  aber 


{rix)k  =  =  {xk)  '  ri  +  (ijAj)  •  x. 

Zur  Abkürzung  setzen  wir: 

Z(rik)'X=-  G, 

so  dafs  wir  für  die  rechtwinkligen  Komponenten^)  dieses  Vektors  (x 
die  folgenden  Ausdrücke  haben 

^«  =  -^81 'Jl  +  -^88%  +  -^8«%  ; 

worin 

bedeutet. 

Die  Gleichung  für  da:-3f  geht  jetzt  über  in 


(6) 


(7)  *,Jf+*cÄ*-[-  r-y+G^dO. 
Soll  also 

(8)  8:,M==^0 

sein^  so  müssen  die  folgenden  Komponentengleichungen  bestehen 


1)  Die  rechtwinkligen  Komponenten  beliebiger  Vektoren  (i^,  ?c,  X;,  3f  n.  s.  w.) 
sind  im  Folgenden  in  derselben  Weise  bezeichnet,  wie  oben  die  Komponenten 
Ton  G. 
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(9)  { Sc,kl  -  tfci*;  -  Fl?,  +  (?,  -=  0 , 

dcihl  -  dc^kl  -  Fij,  +  6,  -  0. 

Damit  diese  Gleichnngen  fHr  ganz  beüebige  Verschiebungen  (Sc)  und 
beliebige  Rotationen  (i]d0)  identisch  erftillt  sind^  müssen  also  die 
folgenden  Gleichungen  bestehen: 

(10)  ^  =  0,    ^1  =  0,    ^„-0,    ^3:^0/ 

«5  =  0,      ^81  =  0,      -48="0,       -488  =  0. 

Der  Körper  ist  dann  für  ein  „stationäres^^  Kraftesjstem  in  jeder  Lage 
im  Gleichgewicht. 

Während  also  die  Bedingung  8xV  ==^0  das  PosMonsgleichgeuncJU 
des  Systems  ausdrückt,  ist  d^M  ^0  die  analoge  Bedingung  des  asia- 
tischen Gleichgewichts. 

Statt  der  Gleichungen  (10)  köimen  wir  auch  kürzer  schreiben 

(11)  ■fc*  =  0,     G~0. 
Der  Ausdruck 

nimmt  mit  Rücksicht  auf  die  statischen  Gleichungen 

M^  =  -d^j  —  Ag^  y    M^  =  -dji  —  -Au ,     -Äfg  =  -Ai3  —  -4ji 

die  folgende  Form  an: 

Granz  analoge  Ausdrücke  erhält  man  für  die  beiden  anderen  Kompo- 
nenten G^  und  G^  entweder  direkt  oder  durch  zyklische  Yertauschung 
der  Indices.     Setzen  wir  nun 

(12)  F^  -  A^^rj^  +  ^,ij,  +  A,%, 

■'^S  =■  A9V1  +  AiVs  +  ^88%? 

so  ist  durch  die  Komponenten  ein  neuer  Vektor  F  bestimmt,  der  mit  G 
La  der  folgenden  Beziehung  steht 

(13)  G^F+^. 

Wir  nennen  F  den  zu  G  konjugierten  Vektor. 

3.  Einfiufs  der  Translation  des  Systems  auf  das  Virial.  Da  wir 
das  Virial  auf  einen  festen  Punkt  0  des  Raumes  bezogen  haben,  so 
wird  im  allgemeinen  jede  Bewegung  des  Körpers  eine  Änderung  des 
Virialwertes    zur    Folge    haben.      Für    Translaiionen    ist    dieses   Ver- 
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halten  unmittelbar  erkennbar  und  auch  schon  yon  Moebius  behandelt 
worden  ^)y  weshalb  hier  einige  kurze  Andeutungen  genügen. 

Der  Vektor  des  Angriffspunktes  der  Kraft  k  in  der  ursprünglichen 
Lage  des  Körpers  sei  x.  Derselbe  gehe  durch  Translation  um  die  Strecke 
c  über  in  ^^).  Dann  gdten  für  alle  Angriffspunkte  des  Systems 
Gleichungen  yon  der  Form: 

Hieraus  folgt  durch  Multiplikation  und  Addition 

Ux^'^k^  2Jxk  +  c2Jk, 
oder 

(14)  F^)=  F+cJfe* 

wenn  wir  wieder  mit  k*  die  Resultante  des  Kraftesjstems  bezeichnen. 
Steht  die  Richtung  der  Translation  c  auf  der  Richtung  der  Resul- 
tanten k*  (also  auch  auf  der  Richtung  der  Zentralachse)  senkrecht^  so 
bleibt  F^>  unverändert  Fallt  dagegen  c  in  die  Richtung  von  k*^ 
so  ist  die  Yeränderung  yon  F^^^  ein  Maximum,  insbesondere  wird 
F<^)  =s  0  für  eine  Translation  in  der  Richtung  von  Ä*  um  die  Strecke 

(15)  c ^. 

Hierdurch  ist  in  dem  Körper  eine  Ebene  des  verschwindenden  Virials 
bestimmt,  die  also  auf  der  Zentralachse  des  Kraftesystems  senkrecht 
steht.  Ln  allgemeinen  Falle  wird  F^^) « 0  für  die  Translation  um 
die  Strecke  y 

""       k*  cos  (i*  I  c) 

in  einer  Richtung,  welche  einen  beliebigen  Winkel  {k*  \  c)  mit  k* 
büdei 

4.  Änderung  des  Momentes  bei  der  Translation.  Der  Gleichung  (14) 
entspricht  für  aulsere  Produkte  die  folgende 

(140  M^M+  ck*. 

Verschwindet    also    die    Resultante    k*    oder   fallt    dieselbe    mit   der 

Richtung  der  Translation  zusammen,  so  ist  diese  Bewegung  des  starren 

Körpers  ohne  Einflufs  auf  das  Moment  des  stationären  Kraftesystems. 

Steht  dagegen  k*  senkrecht  auf  c,  so  findet  die  stärkste  Änderung 

des  Momentes  statt.  Insbesondere  wird  Jlf^ »  0  für  eine  Translation 
senkrecht  zu  l*  um  die  Strecke 

m c=g. 

1)  Man  vgl.  Schell,  Theorie  der  Bewegung  nnd  der  Kräfte,  Bd.  2,  S.  273—275, 
wo  diese  Betrachtangen  ausführlich  dargestellt  sind. 
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Man  kann  also  zu  jedem  festen  Körper^  anf  welchen  ein  stationäres 

M 
Eraftesystem    wirkt,   einen   Kreiscylinder   vom   Radius   ^   um  A*  als 

Achse  konstruieren,  so  dafs  jede  Seitenlinie  desselben  eine  Linie  ver- 
schwindenden Momentes  bildet 

Im  allgemeinen  Falle  wird  c  mit  Ic*  einen  Winkel  einschliefsen, 
welcher  von  Null  verschieden  ist.  AladaTin  kann  nach  Gleichung  (14') 
immer  ein  verschwindender  Wert  des  Momentes  durch  eine  Translation 
erreicht  werden,  wenn  in  der  Richtung  von  c  die  Strecke 

^ M 

""       Ä;*8in(ib*  I  c) 
zurückgelegt  wird. 

Für   jede    Tnmslation    lassen    sich   die   Komponenten   des   neuen 

Momentes  M^  aus  den  Gleichungen 

berechnen. 

B.    Veränderung  des  Virials  und  des  Momentes  Infolge  einer  Rotation 

nm  eine  beliebige  feste  Achse  des  Systems. 

5.  Endliche  Drehungen  des  starren  Systems,  Die  Rotation  des 
starren  Körpers  erfolge  um  eine  feste  Achse  OA,  Wir  tragen  von 
einem  willkürlichen  Anfangspunkte  0  aus  auf  derselben  die  Einheits- 
strecke OE  =  ij  ab  und  fallen  von  einem  beliebigen  Punkte  X  des 
Systemes  auf  diese  Drehachse  das  Lot  XP  «  e.  Infolge  der  Rotation 
um  den  Winkel  0  wird  der  Funkt  X  in  die  Lage  X^  übergeführt. 
Die  entsprechenden  Vektoren  OX  und  OX^  mögen  durch  x  und  sfi 
bezeichnet  werden.  Der  Vektor  e  geht  über  in  e  +  ^e  so  dafs 
^  —  ^ » jde    zu    setzen    ist.     Nun    folgt    aus    der    Raumanschauung 

unmittelbar  

e{e  +  jde)  =  c^ sin ö  •  ^ 

ec  +  z/c  «=  c^cosö 
und  hieraus 


_ ß 

e  •  ^h  =  e* sin  ö  •  ij     und     ede  —  —  2e*  sin  — 

Benutzt  man  also  die  identische  Gleichung 

e^  •  z/e  =  (ez/e)  •  e  +  (e  •  jde)e, 
so  erhält  man  die  Beziehung 

Je  =  —  2  sin^  —  •  e  +  ninO  -  7j(i, 


112   DftB  Verhalten  d.  Virials  u.  d.  Momentes  eines  stationären  Kräftesystems  etc. 


Nun  ist  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  OPX 

r[e  =  7J[x 
und  infolgedessen 


(16) 


e 


afi  —  x^  Ae  =  sinö  •  fix  +  2BiD^-^ri(rjx). 


2 


Die  Komponenten  dieses  Ausdruckes  finden  sich  auch  f&r  schief- 
winklige Koordinaten  bei  G.  S.  Ohm.  Analyt.  Geometrie  des  Baumes. 
1849.  pag.  123  mit  der  Bemerkung  begleitet^  dafs  diese  Formeln  sich 
beim  Übergang  zu  rechtwinkligen  Koordinaten  nicht  yereinfachen, 
sondern  dieselbe  Gestalt  beibehalten. 


6.  Die  Änderung  des   Virials  eines  stationären  Kräftesystems  am 
starren  Körper,    Um  die  Beziehung  zwischen 

V^Sx^k    und     V^  ^  Sä?    k 
herzuleiten,  brauchen  wir  nur  mit  Hilfe  der  Gleichung 


e 


üfi  ^  X  +  Bmd  '  rix  +  2 sin* -^ rj  (rix) 

das  innere  Produkt  xk  zu  bilden  und  die  Summation  über  alle  Kräfte  Ä 
des  Systems  zu  erstrecken.    Dies  ergiebt 

(17)  F«  -  r+  sin'e  .  2^  +  2 sin« 1 2;^^(^)  •  x. 

Nun  ist  aber 


Setzen  wir  also,  wie  früher 


so  wird 


yxk  =  xky. 
2Jxk=-^'M, 


Srixk  =  Mriy 

also  gleich  dem  äufseren  Produkte  des  resultierenden  Momentes  aller 
Kräfte  in  Bezug  auf  den  Punkt  0  in  den  Einheitsvektor  ^,  welcher 
auf  der  Rotationsachse  aufgetragen  ist. 
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Ferner  wird 

ij  (rix)Jc  =  (rix)  k'  ij  =  —  (xk)  ^^  +  (rjk)  xt] 

oder    durch    Ausführung    der    Summation    mit    Rücksicht    auf    die 
Gleichung  (5)  _  _ 

2:'ri{rix)k V+G-ij, 

Zur  Abkürzung  führen  wir  noch  die  Bezeichnungen 

(18)  r^M^,    f^-r+G^ 

ein,  wodurch  die  Gleichung  (17)  die  folgende  Fomi  annimmt: 
(19)  J^^r+  Fsinö  +  F(l  -  cosö). 

Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  durch  Differentiation  nach  0: 


und  femer 


Mithin  ist 


de 
d^V^ 

de* 


FCOSÖ+  Fsinö 


—  Fsin  e  +  Fcos  0. 


Hier  dient  das  Symbol  d  nur  zur  Bezeichnung  der  betreffenden 
Derivierten  für  den  speziellen  Argumentwert  ö  «=  0. 

Statt  des  Ausdruckes  19)  können  wir  also  auch  schreiben 

(22)  F»  =  F+  ^.  sinö  +  5^.  (1  -  cosö). 

Im  Allgemeinen  genügt  F^  der  homogenen^   linearen  Differential- 
gleichung dritter  Ordnung 

(23)  ^  +  ^'-0» 

welcher  die  Gleichung  (19)  als  partikuläres  Integral  genügt. 

7.    Die   statische   Bedeutung   der    Gröfsen    V  imd    V.     Aus   der 
ersten  der  Gleichungen  (18) 

erkennt  man  sofort,  dals  F  verschwindet,  wenn  M  auf  rj  senkrecht 
steht.  Alsdann  sind  die  Kräfte  in  der  ursprünglichen  Lage  des  Systems 
(ö  «=  0)  in  Bezug  auf  die  Achse  ^  im  Gleichgewicht.    Die  Gröfse  F 

Z«iticlirilt  f.  Mathematik  u.  Phyiik.  47.  Band.  1908.  1.  n.  8.  Heft.  8 
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ist  also  die  ^^Gleichgewichtsfunktion^'  f&r  die  Achse  ij.     Dann  ist  aber 
nach   Gleich.  (21)   die   Gröfe  V  die  ^^Sicherheitsfonktion'^  des  Gleich- 
gewichtes für  die  Achse  rj  (cf.  Möbius,  Statik). 
Aus  der  Gleichung 

geht  unmittelbar  hervor^  dals  die  Sicherheitsfonktion  gleich  dem  ne- 
gativen Virial  wird,  sobald  der  Vecktor  G  auf  der  Achse  ^  senkrecht 
steht.  In  diesem  besonderen  Falle  entscheidet  also  das  Vorzeichen 
des  Yirials  über  die  Sicherheit  oder  Unsicherheit  des  etwa  eintretenden 
Gleichgewichts. 

Differentiiert  man  den  Ausdruck  für  die  Gleichgewichtsfunktion 

nach  0  in  dem  Sinne,  welcher  durch  das  Symbol  8  ausgedrückt  wird, 
so  erhalt  man  eiiie  weitere  Darstellungsform  für  die  Sicherheitsfunktion, 
namUch 

(24)  F=^.^  =  5^, 

woraus  man  sofort  erkennt,   dafs  das  Gleichgewicht  um  die  Achse  ^ 

■  « 

far  F  =  0  „neutraP  ist,  wenn  der  Vektor  M  auf  rj  senkrecht  steht 

Im  allgemeinen  Falle  mufs  man  V  und  V  nach  den  Gleich.  (18) 
direkt  bestimmen,  welche  für  rechtwinklige  Komponenten  der  Vektoren 
M,  G  und  rj  die  Form  annehmen: 

(25)  F-  Jlfi .  1^1  +  JK, .  ij,  +  JM, .  %, 

(26)  F=  -  F+  ö, .  i?i  +  G,  ■  %  +  ö,  .  ij,. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleich.  (6)  heifst  der  Ausdruck  für  die 
Sicherheitsfunktion  auch 

(27)  F  =  -  (Ji,  +  J„  +  ^,)  +  Ä,^fi\  +  Ai  +  Vl  +  AiVl 

Alle  Achsen  ^,  für  welche  F  verschwindet,  liegen  auf  dem  E^l 
zweiten  Grades 

(28)  (J„  +  A„)ril  +  (^,  +  Ai)vl  +  iAi  +  A,)VI  +  (A,  +  ^i)i»,% 

+  (^5  +  Ai)v»nt  +  (Ai  +  A«)%%  =  0. 

W^en  der  eingeheüderen  Diskossion  vergL  m.  Möbins,  Lehrbuch 
der  Statik.  Bd.  1.  Kap.  9.  Doch  möchte  ich  ausdrücklich  bemerken, 
dafs  in  den  früheren  Darstellungen  der  Sicherheitsfunktion  F  immer 
gleichzeitig  die  Gleichgewichtsbedingung  F »  0  berücksichtigt  ist,  was 
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bei  den  obigen  Entwicklungen  keinesw^s  geschehen  ist.  Dement- 
sprechend hat  hier  V  eine  etwas  allgemeinere  Bedeutung  als  in  den 
bisherigen  Lehrbüchern  der  Statik.  Streng  genommen  hätten  wir  V 
erst  dann  als  „Sicherheitsfonktion^  bezeichnen  dürfen,  wenn  zugleich 
F  =  0  ist.  In  der  allgemeinen  Gleichung  (19)  ist  V  von  V  that- 
sachlich  unabhängig. 

Nehmen  wir  nun  an,  V  und  V  seien  für  eine  bestimmte  An- 
fangsposition des  Systems  von  Null  verschieden,  so  folgt  aus  der 
Gleichung 

?^=  Fcose+  Fsine 

derjenige  Wert  des  Winkels  6,  für  welchen  -i^-  zunächst  gleich  Null 
wird,  nämlich 

(29)  <«e'  =  -|. 

Ist  dieser  Winkel  0'  erreicht,  so  geht  das  System  in  eine  Gleich- 
gewichtslage in  Bezug  auf  die  feste  Drehachse  rj  über.   Der  zugehörige 

Wert  von  ^^  ist  Vv^+  F». 

Insbesondere  gelten  für  diesen  Fall  die  folgenden  einfachen  Sätze: 

Aus  einer  gegebenen  Gleichgewichtslage  (F»0)  wird  eine  neue 
Gleichgewichtslage  immer  durch  eine  Drehung  um  180^  erreicht. 

Bei  jeder  solchen  ümwendung  ändert  V^  sein  Vorzeichen. 

Die  erreichten  Gleichgewichtslagen  sind  also  im  Allgemeinen  ab- 
wechselnd stabil  und  labil  in  Bezug  auf  die  feste  Drehachse. 

Ist  F  «=  0  und  gleichzeitig  F  ^  0,  so  wird  die  Gleichgewichtslage 
durch  eine  Drehung  um  90^  erreicht. 

Das  Gleichgewicht  ist  astatisch,  wenn  F  und  F  zugleich  ver- 
schwinden. Das  Yirial  bleibt  in  diesem  besonderen  Falle  in  Bezug 
auf  Drehungen  unveränderlich. 

Das  Vorstehende  mag  genügen,  um  zu  zeigen,  wie  alle  Eigen- 
schaften eines  stationären  Eraftesystems,  welches  auf  einen  starren 
Körper  mit  fester  Drehachse  wirkt,  unmittelbar  aus  der  Grundgleichung 
(19)  folgen. 

8.  Einflu/s  der  Botation  auf  das  Moment  eines  stationären  Kräfte- 
systems,   Führt  man  in  der  Gleichung 


M^  =  Safik 
für  x^  den  Wert 


e 


afi^x  +  BmO'riX  +  2  sin*  ^  i?(^3;) 

8' 
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* 

ein,  80  erhält  man  zunächst 

;är»  -  M+  sine  .  2;(^4ifc"+  2sin»| .  2;h(i?a;)]i. 

Nun  ist  nach  den  Regeln  der  Vektorrechnung 


also  nach  Ausführung  der  Smnmation 


(30)  Z{rix)k  ^^m+G^M. 

Femer  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  Gleich.  (12)  der  Aus- 
druck 


oder;  wenn  man  die  Gleichung  (13)  benutzt: 


M^riG-  v(7iM)  -  Jkf  =  tiG  —  (^M)  •  ^  -  lyö  -  F  •  ^. 
Schreibt  man  also  das  Resultat  in  der  Form 

(31)  M^  -  M+  5"sin0  +  -^1  -  cosÖ), 
so  ist 

(32)  S V'lj+G, 


(33)  J|f=-  r-Tj  +  riG, 

womit  alle  in  Betracht  kommenden  Gröfsen  bestimmt  sind. 

Den   Gleichungen   (22)   und   (23)   entsprechen  also  für  Momente 
die  vollkommen  analogen  Ausdrücke: 

(34)  M^^M+^-^'Sme  +  ^.  (1  -  cosO) 

und 

c 
dS^    ^    de 


(36)  '^  +  '-i^-  0. 


Au&erdem  können  noch  die  folgenden  Form^  in  Anwendung 
kommen: 

(36)  ^  -  ii^cos  e  +  ^sin  6, 

(37)  ^^ SsmO  +  Seoae. 

9.    Die  Statist^  Bedeutung  des  Vektors  M.    Aus  der  GleicL  (32) 

schliefst  man  unmittelbar,  dals  der  Vektor  M  mit  den  Vektoren  ^  and 

G  inmier  in  einer  Ebene  liegt.     Man  kann  also  M  stets  durch  eine 
Parallelogramm -Konstruktion  finden,  wenn  auiser  der  Drehachse  noch 
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der  Vektor  Q  bekannt  ist    Ferner  erkennt  man^  dals  das  Verschwinden 

des  Vektors  M  das  Zusammenfallen  der  Vektoren  G  und  ^  in  eine 
Richtung  zur  Folge  hat. 

Werden  die  Vektor^i  M  und  M  gleichzeitig  Null^  dann  erhält 
man  die  bekannten  Bedingungsgleichungen  fär  das  astatische  Gleich- 
gewicht um  eine  freie  Drehachse,  wie  sie  von  Möbius  aufgestellt  sind. 
Aus  der  Gleich.  (32)  folgt  nämlich 

-4,ii?i  +  (-  F+  -4j)%  +  4j3%  «  0, 

^iiji  +  A%nt  +  (-  F+  Ä^^fiz  =-  0- 

Die  Existenz  einer  ^Gleichgewichtsachse^  ist  also  an  die  bekannte 
Bedingung  geknüpft: 

—   F+  -4^  -Aij  -Ai3 

-4ji  -4jg  —  F+  -4,5 

In  Gleichung  (33)  ist  wegen  M^O  auch   F»0,   und  da  (r  in 

der  Richtung  von  ^  fallt,  wird  auch  i^  (r  =  0,  folglich  Jf  =  0.     Es  ist 
also   in   der  That  M^   für  die  Achse  ^  dauernd  gleich  Null.     Wird 

dagegen  M^O^    ohne   dafs  gleichzeitig  M^O   ist,   so  verschwindet 

M  nicht  mehr,   fällt  aber  in  die  Richtung  der  Drehachse,  wie  man 
aus  Gleich.  (33)  sofort  erkeimt. 

Um  den  Einflufs  der  Bedingungen  Jlf=*0,  Jlf^O  zu  erkennen, 

setzen   wir   in   der  allgemeinen  Gleichung  (31)  Jlf  =■  —  F  •  ^  und  er- 
halten 

^•-^-2sin«|F.^. 

Soll  nun  nach  einer  gewissen  Drehung  Gleichgewicht  erreicht 
werden,  so  mufs 

^-2sin«|F.^  =  0 

werden.     M  fällt  jetzt  in  die  Richtimg  der  Drehachse  und  die  Ampli- 
tude der  Rotation  ist  bestimmt  durch  die  Gleichung 


sm 


Es  wird  also  6  »  90^.    Die  neue  Position  ist  charakterisiert  durch  das 
Wertsystem 


n        n 


M*  -0,    M*  ~M,    Jlf»-0. 
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Eine  weitere  Drehiiag  um  einen  rechten  Winkel  ergiebt  demnach 

TT-S 


und  hieraus 


In 


~4« 


Jtf«"  =  0,    Mi''=-M,    Jf^^-O. 


Berücksichtigt  man,  dals  M-^-  M^O  ist,  so  lälst  sich  das  Ver- 
halten des  Eräftesystems  durch  das  folgende  Schema  darstellen 


e 

Äf 

Jtf 

•  • 

M 

0 

1^ 

0 

M 

0 

-M 

0 

n 

M 

0 

Jtf 

8 

2* 

0 

üf 

0. 

Bei  einer  vollen  Umdrehung  wird  also  die  Gleichgewichtsli^  zwei- 
mal erreicht. 

10.  Die  Bedeutung  der  Bedingungsgleichung  M^O.  Die  Definitions- 
gleichung _ 

ergiebt  für  M'^O  sofort  die  Relation 


M^flF, 


und  hieraus  schliefst  man 


Jlf^  =  0-F,     also     fiG^O- 

Der  Vektor  G  fallt  jetzt   in   die   Richtung   der   Drehachse, 
zeichnet  man  mit  L  einen  skalaren  Koeffizienten^  so  wird 


Be- 


oder  explizit 


^81%  +  -^Bf  %  +  -^88%  -  -^%  • 

Bestimmt  man  also  L  aus  der  kubischen  Gleichung 


Ai-L 


'Sl 


-^18 


•^18 


A 


81 


^ 


32 


-^3 
-^3  "--^ 


-0, 
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so   kennt  man  drei   Rotationsachsen  m',  ij",  ij'"  und  die  zugehörigen 
Vektoren  'G',  &",  G'"  und  kann  alsdann  nach  der  Gleichung 

M F-^  +  ö 

auch  die  zugehörigen  Werte   Yon  M  berechnen,  sodafs  in  der  Haupt- 
gleichung  _ 

^0  =  JÖr+ Jfsine 

alle  Gröfsen  explizit  bekannt  sind. 

Die  Gleichung  _ 

O-lr+JtfsinO' 
giebt 

(38)  sin  ö' «       ,^ 

ffir  die  Amplitude  der  nächsten  Gleichgewichtslage  um  die  fr^e  Achse 
17.    Nun  ist  aber 

also 

Die  Gleichung  (38)  geht  also  über  in 

M 


—  M 


(39) 


sin  6' 


Setzt  man  femer  yoraus,  dafs  sich  das  System  anfangs  im  Gleich- 
gewicht befindet  {M  =-  0),  so  wird  6'  =  180®  und  man  erhält  den  be- 
kannten Satz: 

Um  jede  der  drei  auf  einander  senkrechtstehenden  Rotationsachsen 
v'f  v")  v"  9^unnnt  man  durch  eine  Drehung  um  zwei  rechte  Winkel  eine 
neue  Gleichgewichtslage. 

Der  Zusammenhang  dieser  Überlegungen  mit  Darbaux'  Theorie 
des  astatischen  ZenträleUipsoides,  welches  unmittelbar  aus  den  Vektoren 
i^  oder  G  gewonnen  wird,  ist  ein  so  naheliegender,  dafs  hier  jede 
weitere  Ausfiihrung  in  dieser  Richtung  überflüssig  erscheint. 

11.  Die  Erzidung  einer  ersten  Gleichgewichtslage ,  wenn  das  System 
ursprünglich  nicht  im  Gleichgewicht  ist    Wir  betrachten  zunächst  noch 
die  folgende  Bedingung: 
(40)  P^=0. 

Setzen  wir  wieder 

so  muis  L  der  kubischen  Gleichung 


-0 


Ar- 

L 

Ay 

Ai 

A» 

A^ 

L 

Ä„ 

A> 

-4,5 

Aa 

L 
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genügen.     Diese  ergiebt  aber/dieselben  Wurzeln  L',  L",  L"',  wie  die 
Bedingung  1^6?  =  0,  während  die  zugehörigen  Achsen  rj\  fj'\  ^'"  nicht 

mit   den  im  vorigen  Falle  (Jlf  =0)  betrachteten  übereinstimmen,  da 
:F  mit  ^  nur  dann  identisch  wir^  wenn  Jf  >  0  ist 

Aus  der  Gleich.  (40)  folgt  Jtf  =  —  JM   und    die    allgemeine   Glei- 
chung wird  _ 

(41)  M^  =  ^cos  e  +  M  sin  e. 

Soll   also  M^  =  0   werden^   so  bestimmt   sich   der  Winkel  0   aus   der 
Gleichung 

(42)  tgö f. 

Da  jetzt  M  '^  —  M  wird,  so  ist 

M=-rij  +  F'={—V+L)^,  a^ 

(43)  tgö-^-^^. 

Für  L  —  F  wird  die  erste  Gleichgewichtsli^e  durch  eine  Drehung 
um  einen  rechten  Winkel  erreicht. 

Besteht  keine  der  Bedingungsgleichungen 

if=0    oder    if  =  — jtf, 
so  kann  nach  der  allgemeinen  Formel 


Jlf«  =  Jtf  +  Jlf  +  sin  ö  .  Jtf-  cos  e  .  Jf 

doch  jttoch  eine  Gleichgewichtslage  erreicht  werden,  wenn  die  Vektoren 

■      •  •• 

My  M  und  M  in  einer  Ebene  liegen.     Aus   der  hierzu  notwendigen 
Bedingung 

0  «  Jtf  +  jf  +  sin  ö  .  Jf  -  cos  ö  .  Jf 
folgt  nämlich 

(44)  0  «  MM  +  MH-  cos  e  Wi[ 
und  hieraus 

(45)  O^MMM, 

wonach  in  der  That  M,  M  und  M  komplanar  sein  müssen. 

Die  Gleichung  (44)  ergiebt  für  den  Drehwinkel  zur  Erreichung  der 
ersten  Gleichgewichtslage 

(46)  2  ßin^i  =  -  :^l5?i£3. 

^  Jlf  Bin  ( Jlf  I  Jf ) 

Das  Resultat  wird  etwas  übersichtlicher ,   wenn   man  statt  der  GleicL 
(44)  die  folgende  bildet: 


•   . . 


(47)  0  -  MM  +  sin  ö  .  MM. 
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Dann  ergiebt  sich  einfaclier:  ^ 

/äo\  •     n  M  sin  (M\M) 

(48)  Sinfl« —  '  —    ; 

Mbui{M\M) 
nnd  man  erkennt  sofort;  dafs  die  Bedingung 

(49)  5  sin  {M\  M)>M8m  {M\  M) 

bestehen  mufs,  damit  0  einen  reellen  Werth  annimmt. 

Ans   den  Gleichungen   (46)  nnd  (48)   folgt   noch   durch  Diyision 

(50)  |__ilf,in(Ä|5) 

^  jtf  Bin  (3f  I  if) 

12.  Geometrisdier  Ort  der  Achsen  (^)  für  die  zunächst  m-eicJibare 

Gleichgewichtslage.    Der  Vektor  M  ist  in  Bezug  auf  ^  von  der  ersten 

Dimension^  der  Vektor  Jtf  dagegen  von  der  zweiten  Dimension,  wie 
man  aus  den  Definitionsgleichungen  (32)  und  (83)  sofort  erkennt.  Nun 
ist  aber  die  Bedingung 

gleichbedeutend  mit  der  Determinante 

Jfi     Jtf,     Jf, 

(51)  M^    M^    Jfj    =0. 

Setzt  man  also  die  Komponenten  der  drei  Vektoren  in  diesen  Aus- 
druck ein,  so  erhält  man  eine  homogene  Gleichung  dritten  Grades  in 
Bezug  auf  die  drei  Komponenten  rj^y  %,  %-  Jede  Achse,  welche 
zur  HerbeifOhruug  einer  ersten  Gleichgewichtslage  des  Systems  dienen 
kann,  liegt  also  auf  einem  Kegd  dritten  Grades,  welcher  durch 
die  Gleich.  (51)  dargestellt  wird.  Auf  demselben  Kegel  liegen  aber 
auch  die  zu  einander  konjugierten  Achsen,  die  den  früher  betrachteten 
speziellen  Bedingungen  1^6^  =  0  und  i^JP-^O  entsprechen. 

•  IS,  Verlauf  des  Vektors  M^  im  allgemeinen  Falle.     Um  sich  von 
der  Veränderung  des  Vektors   M^  ein  Bild   zu  verschaffen,   wenn  die 

Vektoren  M,  M  und  M  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  führt  man  die 
geometrische  Addition  der  Glieder  von  M^  zeichnerisch  durch.  In 
Fig.  2  ist  zunächst  die  geometrische  Summe 

S«  =  sin  e  .  .S+  (1  -  cos  ö)  •  M 

für  alle  Winkel  von  0  =  0  bis  6  =«  360^  injntervallen  von  20®  graphisch 
ausgeführt,  wobei   OB  =  M  und  OC^M  angenommen  wurde.    Die 
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Fig.  2. 


fzo- 


Flg.  «. 


Endpunkte  von  S^  liegen  anf  einer  Ellipse^  welche  die  eine  Eoordi- 
natenachge  im  Anfangspunkte  0  berührt.    Die  Zusammensetznng  dieser 
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in  einer  Ebene  liegenden  Vektoren  S^  mit  M  im  Räume  ergiebt  dann 

Die  explizite  Darstellung  ist  in  Fig.  3  nach  der  Methode  der  schiefen 
Parallelprojektion  gegeben  ^  um  das  Resultat  für  das  Auge  etwas  an- 
schaulicher zu  gestalten,  als  es  die  unmittelbare  Verwendung  von  Gh-und- 
rifs  und  AufriTs  ermöglicht  hätte.  Durch  die  beigefügten  Werte  von 
6  tritt  die  Korrespondenz  beider  Figuren  deutlich  hervor.  Ohne  Wei- 
teres erkennt  man  aus  Figur  3,  das  die  Endpunkte  von  M^  auf  einer 
Ellipse  liegen,  deren  Lage  und  Gestalt  sich  auch  in  einfachster  Weise  ' 
durch  analytische  Diskussion  der  allgemeinen  Gleich.  (3)  ergiebt. 
OR  =  M^  für  d  =  0  nimmt  in  der  Figur  mit  wachsenden  Werten  von 
0  zunächst  zu,  erreicht  ein  Maximum  und  sinkt  von  da  ab  bis  zu 
einem  Minimalwerte,  der  hier  natürlich  von  Null  verschieden  ist.  Ein 
Gleichgewichtszustand  wird  also  bei  der  hier  dargestellten  Bewegung 
des  Systems  überhaupt  nicht  erreicht. 

C.   Verhalten  des  Virials  und  des  Momentes  bei  der  Sohranbenbewegong. 

14.  Die  ViricUformd.  Wir  geben  der  Schraube  die  Gbuoghohe  h. 
Dann  ist  die  Translation  in  Folge  der  Rotation  um  den  Winkel  0  der 
Gröfse  und  Richtung  nach  dargestellt  durch  den  Vektor 

Die  Verbindung  der  Formeln  (14)  und  (19)  ergiebt  sofort 

(52)  F'=  V+  7*6+  Fsinö-I-  F(l-cose), 

für  den  durch  die  Schraubenbewegung  resultierenden  Wert  des  Virials, 
wobei  zur  Abkürzung 

(53)  F*  =  ^^Ä*  =  eÄ* 

gesetzt  ist 

Als  Gleichungsbedingung  folgt  aus  Gleichung  (52) 

(54)  IZ!  =,  7*  +  Fcos^  -I-  Fsine 

und   hieraus   für   V*  die  nicht  homogene  Differentialgleichung  dritter 
Ordnung 

(55)  -W  +  -^-^- 

Nach  Gleichung  (54)  findet  das  Gleichgewicht  der  Kräfte  für  eine 
reaktionsföhige^)  Schraubenachse  schon  in  der  Nullstellung  {6  =»  0)  des 

1)  Die  Achse  mafe  Drücke,  welche  senkrecht  g^gcn  sie  gerichtet  sind,  anf- 
nehmen  können. 
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EÜLftesystems  statt,  wenn 

ist  und   kehrt  wieder,  sobald  eine  Rotation  um  zwei  rechte  Winkel 
erfolgt  ist. 

Um  nun  auch  die  Amplitude  zu  finden,  für  welche  das  Gleich- 
gewicht eintritt,  wenn  ursprüngUch 

ist,  haben  wir  nur  die  Gleichung 

0  -  F*  +  Fcose  +  Fsine 
nach   6   aufzulösen.     Hieraus  ergiebt  sich,   wenn  wir  zur  Abkürzung 

setzen: 

(56)  sin(ö~^)=  ^sin^=        ^ 


und  hieraus  erkennt  man,  dafs  die  Bedingung^ 

(57)  V^^<P+V^ 

erfüllt  sein  mufs,  damit  für  6  aus  Gleichung  (56)  ein  reeller  Wert  folgt 
Führt  man  den  erhaltenen  Wert  von  d  in  den  Ausdruck 

^«-sine.  F+cose.  F 

ein,  so  kann  man  auch  die  Frage  nach  der  Sicherheit  oder  Unsicherheit 
der  betreffenden  Gleichgewichtslage  beurteilen. 

15.  Die  Formel  für  das  resultierende  Moment,  Durch  die  Schrauben- 
bewegung geht  M  in  M*  über,  und  es  besteht  die  Beziehung 

(58)  W  =  M+  M*'e  +  5sin  6  +  M(l  -  cosö), 
wenn  wir 

(59)  Jtf*  =  ^P*  =  dfc* 

setzen. 

Bei  der  Diskussion  der  Formel  (58)  kann  man  im  einzelnen  alle 
die  Fälle  berücksichtigen,  die  früher  in  Bezug  auf  die  getrennte  Trans- 
lations-  und  Rotationsbewegung  unterschieden  wurden.  Thatsächlich  ist 
hier  der  Einflufis  beider  Bewegungsarten  superponiert.  Wenn  man  die 
Gkmghöhe  h  als  verfügbaren  Parameter  hat,  so  bietet  die  Herbeiführung 
der  Gleichgewichtslagen  einen  gewissen  Spielraum,  woraus  man  gelegentlich 
einen  Vorteil  ziehen  kann. 
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Legende  zur  Vektor-Analysis. 

1.  Der  Vektor  ä  ist  bestimmt  durch  seine  rechtwinkligen  Koordi- 
naten: 

»i;  «l;  «8- 

Betrachten  wir  diese  Koordinaten  selbst  als  Vektoren,  so  ist 

ä-öi  +  äj  +  ä,. 

2.  Das  innere  Produkt  äx  der  Vektoren  a  und  x  ist  definiert  durch 
die  Gleichung 

(T)  äx  ^  <iiX^  +  a^x^  +  a^x^  ^  ax  cos  (ä/x) 

3.  Das  äufsere  Produkt  ö^  —  C  welches  wieder  einen  Vektor  vor- 
stellt, ist  definiert  durch  die  Gleichungen: 

(11)       Ci  — OjiTj  — Oja?!,    C^^(h^—(h^7    Cg  —  Oifl?!  —  a,a;i . 

C  steht  also  senkrecht  auf  ä  und  x,  und  es  ist  (7 »  ao;  sin  (ä/x).    Die 
Faktoren  von  C  sind  nicht  kommutativ.    Es  ist  vielmehr  ba'^  —  ab. 

4.  Aus   den  Definitionen  (I)   und  (II)  ergeben  sich  die  temaren 
Produkte: 

äbc  =  Ol  (ftjCj  -  6,c,)  +  (h  (h^i  -  ^i^s)  +  «8  (^^  ~  ^^) 
hcä  =  6i  (cjOj  —  CjO,)  +  62  (cjOi  —  c^a,)  +  63  (^»1  —  ^^) 
cäb=Ci  (ojftg  —  Ojft,)  +  C|  (ojfti  —  Ol  6,)  +  Cg  (Oiftj  —  a|6i) . 

Es  ist  also  _      _  

ä6c  =  bcä  «=  ca6  =  D, 
wo 

C|  (^  C3 

zu  setzen  isi 

5.  Nach  den  Gleichungen  (U)  bilde  man  das  temäre  Vektorprodukt 


a(bc)  -  jsr«  ja;  +  jsr,  +  Jig. 

Dann  ist 

^1  -=  «I  (*i^  -  *2^)  -  <(*»^i  -  h<hd  -  (»^)  •  h  -  (»&)Ci ,    etc. 
Folglich  besteht  die  Gleichung: 
(ni)  ä(6ij)-(äc)-'6  — (ä&).c. 

6.  Wird  äbc »  0,  so  liegen  die  drei  Vektoren  ä,  ^,  ö  in  einer 
Ebene.     Dies  ist  auch  der  Fall,  wenn  dieselben  der  Gleichung 

(IV)  a'ä  +  ß'b  +  y'C  =  0 

genügen,  worin  a,  ß,  y  beliebige  skalare  Gh-öfsen  bedeuten. 
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VoD  Ferdinand  Rüdio  in  Zürich. 

Es  sei  ein  durch  die  Parabel  y^ »  2px  erzeugtes  Rotationspara- 
boloid  gegeben.  Bezeichnet  man  die  zu  den  Ordinaten  M-^P-^  und 
üfjPji  gehörenden  Grundflächen  mit  g^  und  g^  und  die  Höhe  M^M^ 
mit  hj  so  gilt  bekanntlich  für  das  Volumen  des  so  bestimmten  Körpers 
die  Formel: 

(1)  F-A(J/, +  </,)*. 

Bei  manchen  Aufgaben  der  Praxis  kommt  es  nun  vor^  dafs  eine 
der    beiden    Grundflächen    des    als    Rotationsparaboloid    betrachteten 

Körpers  der  Messung  nicht  zu^Lnglich  ist 
oder  sich  aus  irgend  welchen  Gründen  Ar 
die  Messung  nicht  eignet.  Nun  kann  zwar 
stets  \{g^  +  g^  durch  den  mittleren  Quer- 
schnitt ersetzt  werden,  aber  unter  Um- 
ständen ist  auch  dieser  nicht  verwertbar 
und  dann  mufs  man  seine  Zuflucht  zu 
irgend  welchen  anderen  Dimensionen 
nehmen.  Aus  allen  diesen  Verlegenheiten 
hilft  aber  eine  sehr  nützliche,  allgemeine 
und  praktisch  leicht  zu  handhabende 
Formel,  die  indessen  trotz  ihres  ganz 
elementaren  Charakters  bisher  unbeachtet 
geblieben  zu  sein  scheint. 

Man  wähle  auf  M^M^  einen  beliebigen  Punkt  M  und  lege  durch 
ihn  den  Querschnitt  g  parallel  zu  den  Grundflächen.    Teilt  dann  M  die 

Strecke  M^M^  in  dem  Verhältnis  W^  =  A,  so  ist  die  Abszisse  x  yon 

M  mit  den  Abszissen  x^  und  x^  von  M^  und  M^  durch  die  Formel 

verbunden 

Xi  -|-  Xx^ 


X 


i+X 
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Mit  Bücksicht  auf  die  Parabelgleichung  folgt  aber  hieraus  für  die 
zugehörigen  Ordinateu: 

•it «  vt  +  ^yl 

^         i  +  x 
und  folglich  für  die  zugehörigen  Querschnitte: 

Mit  Hilfe  dieser  einfachen  Relation^  die  dem  Rotationsparaboloide 
eigentümlich  ist,  kann  man  jetzt  etwa  g^  durch  g^  und  g  ausdrücken, 
wodurch  (1)  übergeht  in: 

(3)  F-J((l  +  |)</+(l-|)i?x),  A-O-oo. 

Diese  Formel  gestattet  also,  das  Volumen  des  Rotationsparaboloides 
durch  die  Höhe^  die  eine  Grundfläche  und  einen  bdiebigen  Querschnitt, 
der  in  jedem  einzelnen  Falle  zweckmäfsig  gewählt  wird,  zu  berechnen. 
Reduziert  sich  g^  auf  Null,  wird  also  das  Paraboloid  vom  Scheitel  an 
gerechnet,  so  vereinfacht  sich  (3)  zu 

(4)  ro-i(i  +  |)w». 

Für  A  »  I,  |,  1,  2,  3  erhält  man  demnach  die  Formeln: 


V-h(29-9i) 

Fo  -  29h 

r'^m-9d 

V,  -  yh 

V^gh 

yo-9h 

y-\i^9  +  9,) 

F.  -  yh 

V-\{2g^9,) 

Fo  -  yh 
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Einematisch-geometrische  Theorie 
der  Bewegung  der  affin- veränderlichen,  ähnlich-veränder- 
lichen nnd  starren  ränmlichen  oder  ebenen  Systeme. 

Von  L.  BuRMESTER  in  München. 

Zweiter  Teil. 

Der  erste  Teil  dieser  Abhandlung  wurde  vor  23  Jahren  in  dieser 
Zeitschrift  1878,  Bd.  23,  S.  108  veröffentlicht,  und  dieser  zweiter  Teil 
bildet  nun  den  dort  versprochenen  Schlufs.  In  diesem  zweiten  Teil 
sollen  hauptsächlich  die  Nullsysteme  behandet  werden^  welche  mit  der 
Bewegung  der  affin-veränderlichen,  ähnlich-veianderlichen  und  starren 
räumlichen  Systeme  im  Zusammenhange  stehen  und  zur  weiteren  Er- 
kenntnis der  Bewegungsvor^Lnge  dieser  Systeme  führen.  Die  Unter- 
suchung dieser  Bewegungsvor^lnge  erhält  auch  physikalische  Bedeutung, 
weil  die  in  der  Erystallographie  definierte  „homogene  Deformation'^  der 
Erystalle,  die  durch  Wärme  oder  durch  andere  Ursachen  bewirkt  wird, 
eine  afßne  Veränderung  ist,  worauf  Eug.  Blasius  zuerst  hingewiesen 
hat.^)  Wir  wollen  zunächst  die  im  ersten  Teile  dieser  Abhandlung 
abgeleiteten  fundamentalen  Beziehungen  erörtern,  welche  fOr  die  weiteren 
Untersuchungen  erforderlich  sind. 

„Die  Endpunkte  der  Geschwindigkeiten  sowie  der  Beschleunigungen 
jeder  Ordnung  der  Systempunkte  einer  Phase  eines  beliebig  bewegten 
affin -veränderlichen,  ähnlich- veränderlichen  oder  starren  räumlichen 
Systems  bilden  ein  affines  räumliches  System.^' 

Die  Bewegung  eines  affin-veränderlichen  räumlichen  Systems  S 
ist  durch  die  Bewegung  von  vier  nicht  in  einer  Ebene  liegenden  System- 
punkten Ä,  B,  (7,  D  bestimmt;  demnach  können  wir  zu  diesen  vier 
Punkten  die  vier  homologen  Punkte  Ä^,  B^^  C^,  D^  eines  affinen  räum- 
lichen Systems  8^  beliebig  annehmen  und  die  Punkte  des  Systems  S^ 
als  die  Endpunkte  der  Geschwindigkeiten  oder  der  Beschleunigungen 
nf^  Ordnung  der  Punkte  des  Systems  S  betrachten.  Wenn  nun  das 
System  S^  die  Endpunkte  der  Geschwindigkeiten  enthalt,  dann  repräsen- 
tieren die  Verbindungsstrecken  der  homologen  Punkte  der  beiden  afiCbien 
Systeme  5,  8^  die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  des  affin -veränder- 
lichen räumlichen  Systems  nach  Gröfse  und  Richtung;  wenn  femer  das 

1)  Eug.  BlasiuB,  Die  AuBdehnimg  der  Erystalle  durch  Wärme.  Poggen- 
dorff's  Annalen  der  Physik  und  Chemie,  1884,  Bd.  22,  S.  628;  femer  daselbst 
1890,  Bd.  41,  S.  639 
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System  S^  die  Endpunkte  der  Beschleunigungen  n^  Ordnung  enthält, 
dann  repräsentieren  die  Yerbindungsstrecken  der  homologen  Punkte 
die  Beschleunigungen  n*^  Ordnung  nach  Gh-öfse  und  Richtung.  Ist 
das  bewegte  System  S  ein  ähnlich -veränderliches  oder  starres  räum- 
liches System,  dann  sind  die  vier  Punkte  A^,  ß^,  (7^,  2),  von  einander 
abhängig,  und  es  können  in  diesen  besonderen  Fallen  diese  vier  Punkte 
nicht  mehr  alle  beliebig  gewählt  werden. 

,;Zwei  afßne  räumliche  Systeme  S,  S,  besitzen  aufser  der  unendHch 
fernen  Ebene  drei  selbstentsprechende  Ebenen,  die  sich  in  einem  im 
Endlichen  liegenden  selbstentsprechenden  Punkt  und  in  drei  selbstenir 
sprechenden  Geraden  schneiden;  von  diesen  selbstentsprechenden  Ebenen 
können  jedoch  zwei  imaginär  sein,  und  dann  sind  auch  zwei  der  selbst- 
entsprechenden  Geraden  imaginär'^ 

„Wenn  das  System  8^  die  Endpunkte  der  Geschwindigkeiten  von 
den  Punkten  des  affin -veränderlichen  riLumlichen  Systems  S  enthält, 
dann  sind  die  selbstentsprechenden  Elemente  der  affinen  Systeme  S,  S^ 
identisch  mit  den  selbstentsprechenden  Elementen  der  Systemphase  S 
und  einer  unendlich  nahen  Systemphase^^ 

„Die  vierten  Eckpunkte  der  Parallelogramme,  welche  in  gleichem 
Sinne  durch  je  drei  homologe  Punkte  von  [drei  affinen  räumlichen 
Systemen  bestimmt  sind,  bilden  ein  viertes  affines  räumliches  System''. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  von  drei  affinen  nLumlichen  Systemen 
So,  5,  8^  das  eine  8o  zu  einem  Punkt  Dt  zusammengeschrumpft,  und 
denken  wir  uns  durch  je  drei  homologe  Punkte  OrÄÄ^,  DyBB^y 
DvCC^,,..  die  Parallelogramme  DrÄÄ^Ä^,  OrBB^By,  D^CC^C^  be- 
stimmt, dann  bilden  die  vierten  Eckpunkte  AyByCr  .,.  ein  viertes  affines 
lüumliches  System  8^.  Hiemach  erhalten  wir  den  Satz,  welchen 
Mehmke^)  zuerst  nach  der  Grassmannschen  Methode  der  Rechnung 
mit  geometrischen  Grofsen  abgeleitet  hat: 

1.  Werden  die  Verbindungsstrecken  der  homologen  Punkte  zweier 
affiner  räumlicher  Systeme  8,  8^,  die  auch  ähnlich  oder  kongruent  sein 
können,  von  einem  Punkt  Ov  oms  nach  Gröfse  und  Richtung  abgetragen, 
so  bilden  die  Endpunkte  dieser  abgetragenen  Strecken  ein  affines  räum- 
liches System  Sy]  werden  ferner  umgekehrt  die  Strecken,  welche  einen  be- 
liebigen Punkt  Dt  mit  den  Punkten  eines  räumlichen  Systems  Sr  ver- 
binden, nach  Gröfse  und  Richtimg  an  die  homologen  Punkte  eines  eu  Sr 
affinen  räumlichen  Systems  S  angetragen,  so  bilden  die  Endpunkte  dieser 
Strecken  ein  affines  räumliches  System  Sp. 

Das  System  fiv  wollen  wir  das  Abtragsystem  und  den  Punkt  Dt 


1)  Ciyilingenieur  188S,  Bd.  29,  S.  492. 

Zeitschrift  f.  Mathematik  n.  Fhyaik.  47.  Band.  1908.   1.  n.  S.  Heft.  9 
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den  Urpunkt  desselben  nennen.  Dem  ürponkt  Dv  im  Abtragsystem 
Sr  entspricht  der  im  Endlichen  befindliche  selbstentsprechende  Punkt  0 
der  beiden  affinen  Systeme  S,  S^,  Verschieben  wir  das  Abtn^ystem  Sr 
parallel  zu  sich  selbst  bleibend,  sodafs  der  ürpunkt  Dv  mit  dem  selbstent- 
sprechenden Punkt  0  der  Systeme  S,  S^  zusammenfallt;  dann  hat  das 
Abtragsystem  8^  dieselben  selbstentsprechenden  Elemente  der  Systeme 
S,  S^  mit  diesen  gemeinsam.  Je  nachdem  das  System  S^  die  Endpunkte 
der  Geschwindigkeiten  oder  der  Beschleunigungen  n^  Ordnung  des  als 
affin-veränderlich  betrachteten  Systems  S  enthält^  wollen  wir  das  System 
Sr  das  Abiragsystem  der  Geschtmndigkeüen  oder  der  Beschleunigungen 
n*^  Ordnung  nennen.  Der  dem  Urpunkt  Dv  entsprechende  Punkt  0 
in  dem  System  S  wird  »eschwindigkeitspol  resp.  Beschleunigungspol 
ra^  Ordnung  genannt.  Derselbe  besitzt  also  keine  Geschwindigkeit, 
resp.  keine  Beschleunigung  n^  Ordnung.  Die  ausdrückliche  Unter- 
scheidung Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  n^  Ordnung  erscheint 
zweckmaTsig,  weil  die  Geschwindigkeit  stets  in  der  Bewegungsrichtung 
oder  in  der  Tangente  der  Bahnkurve  des  betreffenden  Punktes  li^^ 
was  bei  der  Beschleunigung  n^  Ordnung  im  Allgemeinen  nicht  so  ist 
Wenn  aber  diese  Unterscheidung  nicht  nötig  ist,  dann  kann  man  die 
Geschwindigkeit  auch  als  Beschleunigung  nullter  Ordnung  bezeichnen 
und  auffasseiL  Diese  angefahrten  Beziehungen  werden  die  Grundlagen 
imserer  weiteren  Betrachtungen  bilden. 

Nehmen  wir  in  dem  raumlichen  Systeme  8  ein  ebenes  System  s 
in  einer  Ebene  e  an,  so  entspricht  demselben  in  dem  affinen  läumUchen 
System  8^  ein  ebenes  System  s^  in  der  homologen  Ebene  e^.  Denken 
wir  uns  das  ebene  System  s^  auf  die  Ebene  e  senkrecht  projiziert,  und 
bezeichnen  wir  die  Projektion  desselben  mit  s^,  dann  sind  die  beiden 
in  der  Ebene  e  befindlichen  ebenen  Systeme  s,  s^  afiSn  und  besitzen 
einen  selbstentsprechenden  Punkt  E,  dem  ein  homologer  Punkt  E^  in 
der  Ebene  e^  entspricht;  demnach  ist  in  einer  Ebene  e  dieser  Punkt  E 
der  einzige  Punkt,  dessen  Yerbindungsgerade  mit  dem  homologen 
Punkt  E„  auf  dieser  Ebene  e  senkrecht  steht.  Wenn  wir  von  vor- 
kommenden singulären  Beziehungen  absehen,  so  geht  durch  jeden  Punkt 
des  Systems  8  eindeutig  eine  Ebene,  die  senkrecht  steht  auf  seiner  Yer- 
bindungsgeraden  mit  dem  homologen  Punkt  im  System  8^,  und  in 
jeder  Ebene  giebt  es  im  System  8  eindeutig  einen  Punkte  dessen  Yer- 
bindungsgerade mit  dem  homologen  Punkt  des  Systems  8^  auf  dieser 
Ebene  senkrecht  ist.     Hiemach  erhalten  wir  den  Satz: 

2.  Bei  0wei  affinen  räumlichen  Systemen  büden  die  Punkte  des  einen 
Systems  wnd  die  Ebenen^  welche  in  diesen  Punkten  senkrecht  stehen  auf 
den  zugehörigen  Verbindungsgeraden  der  homologen  Punkte,  ein  Nullsystem. 
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Das  durch  diesen  Satz  definierte  Nullsystem  wollen  wir  ein  Eicht- 
nuUsystem  nennen.  Je  nachdem  die  Yerbindungsstrecken  der  homologen 
Punkte  der  Systeme  S,  S^  Geschwindigkeiten  oder  Beschleunigungen 
w*^  Ordnung  darstellen,  erhalten  wir  ein  Richtnullsystefn  für  die  Ge- 
schtvindigkeiten  oder  für  die  Beschleunigungen  n^  Ordnung,  Nach  dem 
1.  Satz  im  ersten  Teil  dieser  Abhandlung  bilden  die  Punkte^  welche 
die  Yerbindungsstrecken  der  homologen  Punkte  zweier  affiner  nlum- 
Ucher  Systeme  jS,  8^  in  gleiche  Verhältnisse  teilen^  ein  affines  räumliches 
System  S^y  welches  die  selbstentsprechenden  Elemente  von  Sy  S^  mit 
diesen  gemeinsam  hat.  Demnach  bilden  auch  die  Punkte  des  Systems 
S^  und  die  in  diesen  Punkten  auf  den  zugehörigen  Yerbindui^geraden 
senkrecht  stehenden  Ebenen  ein  Richtnullsystem. 

Um  zu  einer  anderen  Definition  des  Richtnullsystems  zu  gelangen 
und  eine  Bestimmung  desselben  abzuleiten,  welche  keine  affinen  räum- 
lichen Systeme  fordert,  denken  wir  uns  zu  den  affinen  Systemen  S,  S^ 
das  Abtragsystem  Sy  konstruiert,  indem  wir  von  einem  ürpunkt  Ot 
aus  die  Yerbindungsstrecken  der  homologen  Punkte  der  Systeme  S,  S^ 
gleich  und  gleich  gerichtet  abtragen.  Wenn  wir  nun  die  Gerade, 
welche  einen  Punkt  Ä  des  Systems  S  mit  seinem  homologen  Punkte 
Ä^  im  System  8^  yerbindet,  kurz  die  Richtungsgerade  des  Punktes  Ä 
nennen,  so  ei^iebt  sich,  dafs  einer  beliebigen  Geraden  Ov^r  im  System 
Sr  eine  durch  den  selbstentsprechenden  Punkt  0  der  Systeme  8,  8^ 
gehende  Gerade  Of)  im  System  8  eindeutig  entspricht,  deren  Punkte 
Richtungsgerade  besitzen,  die  zu  der  Geraden  Dr^y  parallel  sind. 
Nehmen  wir  umgekehrt  im  System  8  eine  durch  den  Punkt  0  gehende 
beliebige  Gerade  0\)  an,  so  entspricht  derselben  eindeutig  eine  Gerade 
Orf)r  in  dem  Abtragsystem  8r  und  die  Richtungsgeraden  der  Punkte 
auf  0\)  sind  zu  dieser  Geraden  Dr^y  parallel  Dies  Letztere  ergiebt 
sich  auch,  wenn  wir  beachten,  daJjg  einer  Punktreihe  auf  einer  Geraden 
01^  im  System  8  eine  ähnliche  Punktreihe  auf  einer  Geraden  0^^  im 
System  8^  entspricht;  und  da  der  Punkt  0  der  selbstentsprechende 
Punkt  dieser  ähnlichen  Punktreihen  ist,  so  sind  die  Yerbindungsgeraden 
der  homologen  Punkte  derselben  parallel.  Hiemach  sind  in  dem  Richt- 
nullsystem den  Punkten  -4,  JS,  (7 . . .,  die  auf  einer  durch  den  Punkt  0 
gehenden  Geraden  Of)  liegen,  parallele  Nullebenen  a^hjC,.,.  zugeordnet, 
die  senkrecht  auf  der  Geraden  Ovl^y  stehen;  und  umgekehrt  sind  den 
parallelen  Ebenen  a,  b,  c, . . ,  die  auf  einer  Geraden  Ov^y  senkrecht 
stehen,  die  Punkte  J.,  £,  C, .  .  .  auf  der  Geraden  O'f)  als  Nullpunkte 
zugeordnet.  Jeder  durch  den  Punkt  0  gehenden  Geraden  O'f)  im  System 
S  entspricht  projektiv  eine  durch  den  Urpunkt  Dy  gehende  Gerade 
jOr^r  im  Abtragsystem  8y.    Denken  wir  uns  nun  durch  den  Punkt  0 

9* 
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zu  jeder  Geraden  Dv^v  eine  Ebene  Oh'  senkrecht  gelegt^  so  erhalten 
wir  zwei  konjective  reziproke  Bündel,  die  wir  mit  0(1^, j)  und  0(Ä',  j') 
bezeichnen,  um  auszudrücken,  dafs  einer  Geraden  0\)  und  einer  Ebene 
Oj  im  ersten  resp.  eine  Ebene  Oh'  und  eine  Gerade  Oj['  im  zweiten 
Bündel  entspricht. 

um  nun  vermittelst  dieser  beiden  konjektiven  reziproken  Bündel 
0(l^,j)  und  0(h\Y)  zu  einem  Punkt  A  die  zugehörige  Nullebene  zu 
erhalten,  ziehen  wir  durch  OA  die  Gerade  Of)  des  Bündels  0(^,y), 
bestimmen  die  entsprechende  Ebene  Oh'  in  dem  reziproken  Bündel 
0(h'y\')  und  legen  zu  dieser  Ebene  durch  den  Punkt  A  die  paraUele 
Ebene  a,  welche  die  Nullebene  des  Punktes  A  ist.  Um  femer  zu  einer 
Ebene  a  den  zugehörigen  Nullpunkt  zu  ermitteln,  legen  wir  zu  dieser 
Ebene  durch  0  die  parallele  Ebene  Oh'  des  Bündels  0(h\'i')\md  bestimmen 
die  entsprechende  Gerade  0\)  in.  dem  reziproken  Bündel  0{^,f),  welche 
die  Ebene  a  in  ihrem  Nullpunkt  A  schneidet.  Duich  diese  beiden  kon- 
jektiven reziproken  Bündel,  welche  abgeleitet  aus  den  affinen  Systemen 
Sy  S^  sich  ergeben  haben,  ist  das  Richtnullsystem  auch  bestimmt. 
Hierbei  ist  aber  behufs  der  Eindeutigkeit  zu  beachten,  dafs  die  Null- 
punkte sich  auf  den  Geraden  Of)  des  Bündels  0(Ji)^f)  befinden  und  die 
Nullebenen  parallel  zu  den  korrelativen  Ebenen  Oh'  des  Bündels 
0(h',\')  sind.  Wenn  wir  dagegen  die  Nullpunkte  auf  den  Geraden  0} 
des  Bündels  0(h'y\')  befindlich  annehmen  und  die  korrelative  Ebene  Oj 
des  Bündels  0(^,j)  bestimmen,  dann  erhalten  wir  ein  zweites  Ridit- 
nuUsystem.  Dieses  zweite  Richtnullsystem  ist  dasjenige,  welches  von 
den  Punkten  des  Systems  S^  und  den  Ebenen  gebildet  wird,  die  in 
diesen  Punkten  auf  den  Yerbindungsgeraden  der  homologen  Punkte  von 
S^y  S  senkrecht  stehen. 

Der  selbstentsprechende  Punkt  0  der  beiden  affinen  räumlichen 
Systeme  S,  8^,  resp.  der  gemeinsame  Mittelpunkt  der  konjektiven  rezi- 
proken Bündel  0{^J),  0(h\\'),  der  allen  durch  ihn  gehenden  Ebenen  als 
Nullpunkt  zugeordnet  ist,  heifst  der  Hauptpunkt^  und  die  unendlich  ferne 
selbstentsprechende  Ebene  o^  dieser  Systeme,  die  allen  in  ihr  liegenden 
Punkten  als  Nullebene  zugeordnet  ist,  heifst  die  Hauptebene  des  Richt- 
nullsystems. Das  Charakteristische  des  Richtnullsystems  ist,  dals  den 
Punkten  auf  einer  durch  den  Hauptpunkt  0  gehenden  Geraden  parallele 
Nullebenen  zugeordnet  sind,  die  sich  also  in  einer  Geraden  der  unend- 
lich fernen  Hauptebene  o^  schneiden,  und  dafs  umgekehrt  solchen 
Ebenen  Nullpunkte  zugeordnet  sind,  die  auf  einer  durch  den  Haupt- 
punkt 0  gehenden  Geraden  liegen. 

Wenn  wir  durch  zwei  beliebige  konjektive  reziproke  Bündel  0(^,j), 
0(7i',i'),  die  durch  vier  Gerade  e,  f,  g,  i)  und  vier  reziprok  entsprechende 
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Ebenen  e'y  f,  g\  W  bestimmt  sind^  in  der  angegebenen  Weise  das  Null- 
system  konstruieren^  so  ist  noch  zu  beweisen  ^  dafs  dasselbe  ein  Rieht- 
nullsystem  ist  Zu  diesem  Zwecke  ziehen  wir  durch  einen  Punkt  £v 
die  vier  Geraden  Cr,  fv,  9t,  ^^  senkrecht  zu  den  Ebenen  e'  f  g'  A.'; 
hierauf  bestimmen  wir  eine  Ebene  x^  welche  die  vier  durch  den  Punkt 
O  gehenden  Geraden  e,  f ,  g,  ^  so  in  vier  Punkten  J?,  Fy  Gy  H  schneidet^ 
dafs  dieselben  ein  Parallelogramm  bilden,  und  eine  Ebene  Xy,  welche 
die  vier  durch  den  Punkt  Or  gehenden  Geraden  Cr,  fr,  gy,  l^v  so  in 
Tier  Punkten  E^y  Fyy  G^,  Hy  schneidet,  dafs  dieselben  ein  Parallelo- 
gramm bilden,  dessen  Ecken  aber  gleiche  Folge  mit  den  Ecken  des 
ersten  Parallelogramms  haben.  Zwar  giebt  es  drei  verschiedene  Ebenen, 
die  vier  durch  einen  Punkt  gehende  Gerade  in  Parallelogrammen  schneiden; 
diese  Mehrdeutigkeit  wird  aber  dadurch  ausgeschlossen,  dafs  die  Ecken 
der  in  Betracht  kommenden  Parallelogramme  gleiche  Folge  haben 
sollen.  Wenn  wir  nun  zu  den  Strecken  Dt JS^,  Dt^^t,  OrGy,  £)yHy  die 
Strecken  EE^y  FF^y  GG^,  HH^  gleich  und  gleich  gerichtet  konstru- 
ieren, so  können  wir  nach  dem  1.  Satz  diese  Strecken  als  die  Yer- 
bindungsstrecken  homologer  Punkte  zweier  affiner  raumlicher  Systeme 
Sy  S^  betrachten,  die  den  selbstentsprechenden  Punkt  0  besitzen.  Zwar 
können  wir  jene  Ebenen  Xy  Xy  parallel  zu  sich  verlegen,  dadurch  wird 
jedoch  nur  bewirkt,  dafs  wir  homologe  Punkte  anderer  affiner  Systeme 
erhalten,  welche  aber  dieselben  Yerbindungsgeraden  wie  die  homologen 
Punkte  der  affinen  Systeme  S,  S^  liefern.  Demnach  ist  das  durch 
zwei  beliebige,  konjektive  reziproke  Bündel  bestimmte  Nullsystem  iden- 
tisch mit  dem  Richtnullsystem,  welches  durch  die  Punkte  EyFy-'- 
des  Systems  S  und  die  in  demselben  auf  den  Yerbindungsgeraden  EE^, 
FF^y  •  •  •  senkrechten  Ebenen  gebildet  wird. 

Hiemach  ist  das  Richtnullsystem  auch  dadurch  definiert,  dafs  das- 
selbe durch  zwei  konjektive  reziproke  Bündel  0(]^,j),  0(Ä',j')  bestimmt 
ist,  und  den  Punkten  einer  Geraden  0^  Nullebenen  entsprechen,  die 
zu  der  reziproken  Ebene  Oh'  parallel  sind,  und  umgekehrt. 

Durch  kollineare  Transformation  des  Richtnullsystems  erhalten  wir 
das  allgemeine  räumliche  Nullsystem  zweiten  Grades,  welches  Ame- 
seder^)  zuerst  untersucht  hat,  und  welches  auch  kurz  das  quadratische 
Nullsystem  genannt  wird.  Dasselbe  ist  durch  zwei  konjektive  reziproke 
Bündel,  deren  Mittelpunkt  der  Hauptpunkt  0  ist,  und  durch  eine  im 
Endlichen  liegende  Hauptebene  o  bestimmt.  Das  Charakteristische  des 
quadratischen  Nullsystems  ist,  dafs  den  Punkten  auf  einer  durch  den 
Hauptpunkt  0  gehenden  Geraden  Nullebenen  zugeordnet  sind,  die  einen 

1)  Ameseder,  Das  allgemeiiie  räumliche  Nullsystem  zweiten  Grades.   Journal 
für  reine  und  angewandte  Mathematik,  1884,  Bd.  97,  S.  62. 
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Ebenenbüschel  bilden^  dessen  Aclise  in  der  Hauptebene  o  liegt,  und  um- 
gekehrt.    Hiemach  ergiebt  sich  der  Satz: 

3.  Bds  Richtnullsystem  ist  ein  spezielles  räufnlickes  NuUsystetn  ztceiten 
Grades,  dessen  Hawptebene  im  Unendlichen  liegt. 

Nach  diesem  Ergebnis  könnten  wir  die  von  Ameseder  abgeleiteten 
Eigenschaften  des  allgemeinen  räumlichen  Nullsystems  zweiten  Grrades 
spezialisiert  auf  das  Richtnullsystem  übertrageiL  Es  ist  aber  zweck- 
inäTsiger,  dafs  wir  zum  Verständnis  der  Beziehungen  des  Bichtnull- 
Systems  zu  der  Bewegung  des  affin- veränderlichen;  ähnlich -yerander- 
lichen,  sowie  des  starren  räumlichen  Systems  die  erforderlichen  pro jektiven 
Eigenschaften  des  Richtnullsystems  in  Anlehnung  an  die  bisherigen 
Darlegungen  ableiten. 

In  zwei  konjektiven  reziproken  Bündeln  0(1^ ,j)  imd  0(Ä',i'),  die 
zur  Bestimmung  eines  Richtnullsystems  dienen,  erfüllen  bekanntlich 
die  Geraden,  welche  in  den  ihnen  entsprechenden  Ebenen  liegen,  einen 
reellen  oder  imaginären  Eegel  OP  zweiter  Ordnung,  der  Kervikegd 
heilst,  und  diese  Ebenen,  welche  einen  Ebenenbüschel  OJ^  zweiter  Ord- 
nung bilden,  umhüllen  einen  reellen  oder  imaginären  Eegel  Ox'  zweiter 
Ordnung,  der  Mnhiülkegel  heilst,  und  den  Eemkegel  in  zwei  Mantel- 
linien berührt.  Die  unendlich  ferne  Hauptebene  o^  des  Richtnullsystems 
schneidet  diese  beiden  reziproken  Bündel  0{f),j),  0(h\\')  in  zwei  rezi- 
proken ebenen  Systemen  s^(^^yj^),  ««(*«;  3«);  ^  denen  einem 
Punkt  §^  eine  Gerade  A^  und  einer  Geraden  j^  ein  Punkt  3«  ent- 
spricht; sie  schneidet  femer  den  Eemkegel  Of'  in  dem  Eemk^;el- 
schnitt  f^  den  Ebenenbüschel  Ok^  in  dem  Geradenbüschel  A^L  zweiter 
Ordnung  und  den  Einhüllkegel  Ox*  in  dem  Einhüllkegelschnitt  x^ ,  der 
von  diesem  Geradenbüschel  umhüllt  wird. 

Durch  die  vermittelst  der  konjektiven  reziproken  Bündel  erhaltene 
Eonstruktion  des  Richtnullsystems  ergeben  sich  hiemach  die  singu- 
lären  Beziehungen:  allen  Punkten  einer  Mantellinie  des  Eemk^ela  OP 
ist  die  durch  dieselbe  gehende  reziproke  Tangentialebene  des  Einhüll- 
kegels Ox^  als  einzige  Nullebene  zugeordnet;  und  allen  Ebenen,  welche 
durch  eine  Tangente  des  Einhüllkegelschnittes  x^  gehen,  also  zu  einer 
Tangentialebene  des  Einhüllkegels  parallel  sind,  ist  der  entsprechende  inzi- 
dente  Punkt  des  Eemkegelschnittes  t^  als  einziger  Nullpunkt  zugeordnet 

Da  parallele  Ebenen  sich  in  einer  Geraden  und  parallele  (Gerade 
sich  in  einem  Punkt  der  unendlich  fernen  Hauptebene  o^  schneiden, 
so  wird  die  Ableitung  der  projektiven  Beziehungen  anschaulicher  und 
allgemeiner,  wenn  wir  uns  behufs  unserer  Betrachtungen  die  Haupt- 
ebene  0^  ins  Endliche  verlegt  denken  und  uns  also  das  allgemeine 
quadratische  Nullsystem  vorstellen. 
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Die  beiden  konjektiven  reziproken  Bündel  0(\)yj)j  OQi'jY)  seien 
gegeben;  eine  beliebige  Gerade  |  nehmen  wir  als  Achse  eines  Ebenen- 
büschels  \(h)  an,   der   die   Hauptebene   o^    in   einem   Geradenbüschel 
3x  (*«)  schneidet,  und  betrachten  die  Gerade  Oj',  die  von  dem  Haupt- 
punkt   0  nach   dem  Punkt   3^    der  Hauptebene  o^  geht^   als  Achse 
eines  zu  3^(A^)  Perspektiven  Ebenenbüschels  O^ih"),  der  zum  Bündel 
0(h\Y)   gehört;    dann    entspricht   diesem   Ebenenbüschel   imd   dessen 
Achse,  resp.  ein  Geradenbüschel   O(^)  und  eine  Ebene  Oj  im  Bündel 
0(h,j).     Hiemach  sind  die   Schnittpunkte  der  Geraden  des  Büschels 
O(^)  mit  den  entsprechenden  Ebenen  des  projektiven  Büschels  \{h)  die 
Nullpunkte  dieser  Ebenen;  und  folglich  erfüllen  dieselben  einen  Null- 
kegelschnitt t',  der  durch   den  Ebuptpunkt  0  sowie  durch  den  Punkt 
J7j  geht^  in  welchem  die  Achse  )  die  Ebene  Oj  trifft.    Da  die  Ebenen 
des  Büschels  \{h)   zu  den  Nullpunkten  auf  dem  Nullkegelschnitt  per- 
spektiv  sind,  so  ist  der  Punkt  j^j  der  Nullpunkt  der  Ebene  h^  dieses 
Büschels,  die  von  dem  Nullkegelschnitt  t}  in  diesem  Punkt  berührt  wird. 
Den  Ebenen  h^,  \  des  Ebenenbüschels  j|(A),  welche  durch  die  von 
dem    Punkt    3^    an   den  Einhüllkegelschnitt  x^    gelegten   Tangenten 
3«Ä^i>  3»^xa   gehen,   entsprechen   als  Nullpunkte   resp.   die   Punkte 
©oDi;  ^ab%}  ^   denen   die  Ebene    Oj   den  Kemkegelschnitt  1^   und  zu- 
gleich diese  Tangenten  trifft;  folglich  geht  der  jNullkegelschnitt  i?  auch 
durch  diese  beiden  Punkte  ^^^,  ^^g.    Hiemach  ergiebt  sich,  dafs  für 
alle  Ebenenbüschel,  deren  Achsen  }  durch  einen  in  der  Hauptebene  o^ 
liegenden  Punkt  3«  gehen,  die  Nullkegelschnitte  sich  in  der  zu  diesem 
Punkt  korrelativen  Ebene  Oj  befinden  und  den  Hauptpunkt  0,  sowie  die 
beiden  Punkte  ^^j,  ^^,  gemeinsam  haben.    Je  nachdem  die  Gerade  03^ 
aufsen  in  oder  auf  dem  Einhüllkegel  Ox'  liegt,  sind  die  Punkte  ^^^,  ^^, 
reell,  imaginär  oder  fallen  zusammen  und  es  sind  diese  Nullkegelschnitte  i^ 
resp.  Hyperbeln,  Ellipsen  oder  Parabeln.   Zu  einem  Nullkegelschnitt  t^, 
der  also  den  Hauptpunkt  0  enthält,  ist  ein  Nullkegel  dual,  der  die  un- 
endlich ferne  Hauptebene  o^   berührt   und   demnach  hier   speziell   ein 
parabolischer  Nullcylinder  ist.    Hiemach  erhalten  wir  die  dualen  Sätze. 
4.  In  einem  Bichtnidlsystem  er-         4a.  In  einem  Ricktmiüsystem  umr 
füllen  die  NiiUpimkte  eines  Ebenen-     hiiUen  die  Nullebenen  einer  PwM- 
hüschds  einen  NulXkegdschniU,  der     reihe  einen  parabolischen  NuUcylin- 
die  Achse  dieses  Ebenenbüschels  trifft;     der,  der  die  Gerade  dieser  Punktreihe 
und  die  NuUkegeischnitte,  welche  den     berührt;  und  die  parabolischen  NuU- 
Ebenenbüschdn    entsprechen^    deren     cylinder,    welche   den    PunktreUien 
Achsen  durch  einen  Punkt  der  HoMpt-     entsprechen,  deren  Geraden  in  einer 
d)ene  gehen,  liegen  in  der  au  diesem     durch    den    Hauptpunkt    gehenden 
Punkt  korrelativen,  durch  den  Haupt-     Ebene  liegen,  sind  gerichtet  nach  dem 
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jmM  gehenden  Ebene  imd  haben  m  dieser  Ebene  korreiaüven  in  der 
den  Hauptpunkt  sowie  die  beiden  Hauptebene  befindlichen  Punkt  und 
Punkte,  in  welchen  diese  Ebene  den  haben  die  Ha^t^fene  saune  die 
Kernkegelschnitt  schneidet  y  cUs  ge-  beiden  Ebenen,  die  van  diesem  Punkt 
meinsame  Schnittpunkte.  berührend  (m  den  Einhiillkegd  gehen^ 

als  gemeinsame  TangentiaiAenen. 

Nehmen  wir  ein  Ebenenbündel  an^  dessen  Mittelpunkt  M  sein  möge, 
so  ergiebt  sich  durch  analoge  Betrachtungen  wie  vorhin  aus  den  pro- 
jektiven Beziehungen  der  beiden  konjektiven  reziproken  Bündel  0(f^,j)f 
0(h'y\'):  dafs  die  Nullpunkte  der  Ebenen  dieses  Bündels  eine  Nullfläche 
zweiter  Ordnung  erfüllen^  die  durch  den  Hauptpunkt  0  und  durch  den 
Eernkegelschnitt  f^  geht,  die  femer  im  Punkt  M  die  Nullebene  dem- 
selben berührt  und  die  Nullkegelschnitte  aller  Ebenenbüschel  trägt, 
deren  Achsen  durch  den  Punkt  M  gehen.  Hieraus  folgt^  dab  die  Null- 
flächen aller  Ebenenbündel  den  Eernkegelschnitt  f^  gemeinsam  haben 
und  durch  den  Hauptpunkt  0  gehen.  Mit  dieser  Darlegung  ergeben 
sich  auch  die  zugehörigen  dualen  Beziehungen. 

Liegt  eine  Achse  l  eines  Ebenenbüschels,  welche  die  Hauptebene 
0^  in  einem  Punkt  S^  trifft,  in  einer  Tangentialebene  OSl^«!  ^^ 
Einhüllkegels  Ox^,  welcher  der  inzidente  Punkt  ^^  ^  auf  dem  -  Eeni- 
kegelschnitt  1^  entspricht,  so  schneidet  die  zum  Punkte  3^  korrelative 
Ebene  Oj  den  Eernkegelschnitt  in  den  gepaarten  Punkten  ^^i^  ^«^ 
und  den  Eemkegel  OV  in  den  Mantellinien  O^^i,  0^^,.  Der 
Tangentialebene  0^'^^^^  entsprechen  alle  Punkte  der  Mantellinie 
O^^i  als  Nullpunkte;  denmach  zerfallt  der  zu  diesem  Ebenenbüschel 
gehörende  Nullkegelschnitt  l*  in  die  Gerade  0^^^  und  eine  in 
der  Ebene  Oj  liegende  Gerade  t,  die  nach  dem  zu  ^^^  gepaarten 
Pimkt  ^^s  geht  und  die  Nullpunkte  aller  anderen  Ebenen  dieses 
Ebenenbüschels  enthalt.  Demzufolge  ergiebt  sich,  wenn  wir  umgekehrt 
eine  Punktreihe  auf  einer  durch  einen  Punkt  ^^^  ^^^  Eemkegel- 
Schnittes  gehenden  Geraden  t  annehmen,  dann  durch  den  Hauptpunkt 
0  und  die  Gerade  t  eine  Ebene  legen,  die  den  Eernkegelschnitt  f^  in 
dem  Punkt  ^^^  und  femer  in  dem  Punkt  ^^^  schneidet,  dafs  dieser 
Punktreihe  Nullebenen  entsprechen,  die  einen  Ebenenbüschel  bilden, 
dessen  Achse  )  in  der  dem  Punkt  ^^^  zugeordneten  Tangentialebene 
des  Einhüllkegels  Ox^  liegt.  Diese  Tangentialebene  schneidet  die  dem 
Punkt  ^^2  zugeordnete  Tangentialebene  in  einer  Geraden  03^,  und 
die  Achse  j  geht  durch  den  Punkt  S^  in  der  Hauptebene  o^. 

Einem  in  einer  Ebene  0^^^^^^  liegenden  Büschel  von  Geraden 
(,  dessen  Mittelpunkt  $^|  ist,  entspricht  ein  in  der  Tangentialebene 
^^^«$«1  liegender  Büschel  von  Achsen  j,  dessen  Mittelpunkt  3^  ist. 
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Im  Nollsystem  zweiten  Grades  heilst  eine  Gerade  t,  deren  Punktreihe 
ein  Ebenenbüschel  erster  Ordnung  entspricht,  eine  Ordnu/ngslinie  und 
die  Achse  )  dieses  Ebenenbüschels  eine  Ordnungsachse, 

Verlegen  wir  den  Punkt  3^,  in  welchem  eine  in  der  Tangential- 
ebene 03«^ooi  heJSndliche  Ordnungsachse  j  die  Hauptebene  o^  trifft, 
nach  dem  zweiten  Schnittpunkt  ^^u,  den  diese  Tangentialebene  auTser 
dem  Punkt  ^^^  mit  dem  Kemkegelschnitt  1^  bildet,  dann  fällt  die 
zu  dem  Punkt  3«  korrelatiYe  Ebene  Oj  mit  dieser  Tangentialebene 
zusammen,  und  zu  dieser  Ordnungsachse  j  gehört  eine  Ordnungslinie  t, 
die  durch  den  mit  3«  identischen  Punkt  ^^u  des  Kemkegelschnittes 
1^  geht.  Wenn  aber  eine  Ordnungsachse  und  eine  Ordnungslinie  durch 
einen  Punkt  gehen,  dann  müssen  beide  zusammenfallen.  Solche  Ge- 
rade, in  denen  eine  Ordnungsachse  und  eine  zugehörige  Ordnungslinie 
Tereint  sind,  helTsen  Leitlinien  des  Nullsystems.  Die  Leitlinien  gehen 
also  durch  den  Kemkegelschnitt  fj,  und  berühren  den  Einhüllkegel 
Ox'.  Demnach  liegen  in  einer  Ebene  zwei  Leitlinien,  die  sich  im 
Nullpunkt  dieser  Ebene  schneiden,  und  durch  einen  Punkt  gehen  zwei 
Leitlinien,  dessen  Nullebene  die  durch  diese  Leitlinien  gelegte  Ebene 
ist.  Hieraus  folgen  die  nach  unserer  Darlegung  auch  für  das  allgemeine 
quadratische  Nullsystem  geltenden  Ei^ebnisse: 

5.  In  einem  RichirmUsystem  gehen  die  Ordnungslinien  durch  den 
Kemkegelschnitt  f^  und  liegen  die  Ordnungsachsen  in  den  Tangentiaiebenen 
des  Einhüllkegels  Ox*.  Die  Ordnungslinien,  so  wie  die  Ordnungsachsen  bilden 
je  einen  singulären  Komplex  zweiten  Grades;  und  diese  beiden  Komplexe 
haben  die  Leitlinien  gemeinsam,  die  eine  Kongruenz  zweiten  Grades  bilden. 
Betrachten  wir  wieder  die  zwei  affinen  räumlichen  Systeme  S, 
S^,  die  ein  BichtnuUsystem  bestimmen,  und  nehmen  wir  eine  beliebige 
Ebene  e  im  System  S  an,  dann  entspricht  derselben  eine  Ebene  e^  im 
System  S^,  femer  entspricht  der  Schnittgeraden  f^  dieser  beiden  Ebenen 
eine  Gerade  f  in  der  Ebene  e,  und  dem  Schnittpunkt  F^  dieser  Ge- 
raden der  Punkt  F  auf  der  Geraden  f,  die  also  auch  die  Verbindungs- 
gerade zweier  homologen  Punkte  F,  F^  ist.  Die  Verbindungsgeraden 
der  auf  f,  f^  befindlichen  homologen  Punkte,  resp.  die  Bichtungsgeraden 
der  auf  der  Geraden  f  befindlichen  Punkte,  liegen  in  der  Ebene  e  und 
umhüllen  eine  Parabel,  die  von  der  Geraden  f  im  Punkte  F  berührt 
wird.  Es  giebt  demnach  in  einer  Ebene  e  nur  eine  einzige  Gerade  f, 
deren  Punkte  Bichtungsgerade  besitzen,  die  in  dieser  Ebene  liegen;  und 
diese  Gerade  verbindet  zwei  homologe  Punkte  F,  F^,  Eine  solche 
Gerade  f  wird  die  Charakteristik  der  Ebene  e  genannt;  und  dieselbe 
zeichnet  sich  dadurch  aus,  dafs  ihr  parabolischer  Nullcylinder  auf  der 
Ebene  e  senkrecht  steht. 
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Nehmen  wir  eine  beliebige  Gerade  f  an,  die  zwei  homologe  Punkte 
Fj  F^  verbindet,  so  entspricht  derselben  eine  Gerade  f^,  die  durch  den 
Punkt  F^  geht.  Demnach  ist  jede  Yerbindungsgerade  f  zweier  homo- 
logen Punkte  die  Charakteristik  der  durch  ff^  gelegten  Ebene;  und  die 
Charakteristiken  sind  also  identisch  mit  den  Yerbindungsgeraden  ho- 
mologer Punkte. 

Da  die  Yerbindungsgeraden  der  homologen  Punkte  einen  triedralen 
Komplex  bilden,  dessen  Hauptelemente  die  selbstentsprechenden  Elemente 
der  Systeme  5,  S^  sind,  so  gilt  dies  auch  yon  den  Charakteristiken. 

Wenn  eine  Charakteristik,  resp.  eine  Yerbindungsgerade  zweier 
homologer  Punkte,  mit  einer  Ordnungslinie  zusammenfällt,  dann  ent- 
spricht ihr  eine  Ordnungsachse,  die  auf  der  Ebene  der  Charakteristik 
senkecht  steht,  also  auch  zu  dieser  Ordnungslinie  senkrecht  ist. 

Die  Yerbindungsgeraden  homologer  Punkte,  welche  durch  einen 
Punkt  gehen,  erfüllen  als  Gerade  des  triedralen  Komplexes,  der  vom 
zweiten  Grade  ist,  eine  Eegelfläche  zweiter  Ordnung.  Die  Ordnungs- 
linien, welche  durch  einen  Punkt  gehen,  erfüllen  als  Gerade  eines 
singulären  Komplexes  zweiten  Grades  ebenfaUs  einen  Kegel  zweiter 
Ordnung;  diese  beiden  Kegel  mit  gleicher  Spitze  haben  vier  Mantel- 
linien gemeinsam.  Die  Yerbindungsgeraden  homologer  Punkte,  welche 
in  einer  Ebene  liegen,  umhüllen  eine  Parabel;  femer  bilden  die  Ord- 
nungslinien, die  in  einer  Ebene  liegen,  zwei  Parallelenbüschel,  und  in 
jedem  derselben  giebt  es  eine  Ordnungslinie,  die  eine  Tangente  dieser 
Parabel  ist.     Hieraus  folgt: 

6.  In  einem  EichtnuUsystem  bilden  die  Ordnungslinienj  bu  wdAen 
die  entsprechenden  Ordnungsachsen  senkrecht  sind,  eine  Kongruenz  vierter 
Ordnimg  und  zweiter  Klasse 

Die  durch  den  selbstentsprechenden  Punkt  0  gehenden  drei  selbstent- 
sprechenden Ebenen  und  Geraden  der  affinen  räumlichen  Systeme  jS, 
S^  zeichnen  sich  in  dem  Bichtnullsystem  durch  Eigentümlichkeiten 
aus  und  sind  die  Hauptelemente  des  yon  den  Yerbindungsgeraden  der 
homologen  Punkte  gebildeten  triedralen  Komplexes.  Da  aber  das 
Bichtnullsystem  auch  für  sich,  unabhängig  von  diesen  affinen  Systemen, 
zu  betrachten  ist  und  durch  die  beiden  konjektiven  reziproken  Bündel 
0(]^,j),  0(Ä',  j')  bestimmt  wird,  so  wollen  wir  im  Bichtnullsystem 
jene  selbstentsprechenden  Ebenen  die  Norntehenen  und  jene  selbsi- 
entsprechenden  Geraden  die  Normgeraden  nennen  und  in  folgender 
Weise  definieren.  Die  drei  Normebenen  eines  Bichtnullsystems  sind 
in  dem  Bündel  00),  j)  diejenigen  Ebenen,  die  auf  den  entsprechenden 
reziproken  Geraden  des  Bündels  0{h\  y')  senkrecht  stehen;  und  die  drei 
Normgeraden  eines  Bichtnullsystems  sind  in  dem  Bündel   00),  j)  die- 
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jenigen  Geraden^  die  auf  den  entsprechenden  reziproken  Ebenen  des 
Bündels  0(A',  j')  senkrecht  stehen.  Von  den  Normebenen,  sowie  von 
den  Normgeraden  können  je  zwei  imaginär  sein. 

Jedem  Punkt  in  einer  Normebene  entspricht  eine  Nnllebene,  die 
auf  derselben  senkrecht  ist;  denn  die  RichtuDgsgeraden  aller  Punkte 
einer  Normebene  befinden  sich  in  derselben.  Demnach  sind  alle  in 
einer  Normebene  befindlichen  Oeraden  Charakteristiken  derselben,  und 
zu  einer  solchen  Geraden  gehört  ein  parabolischer  Nullcylinder,  der 
auf  dieser  Normebene  senkrecht  steht;  femer  entspricht  jeder  in 
einer  Normebene  liegenden  Ordnungslinie  eine  auf  dieser  Normebene 
senkrechte  Ordnungsachse.  Da  einer  Parallelen  zu  einer  selbstent- 
sprechenden Geraden  im  System  S  wieder  eine  Parallele  im  System 
S,  entspricht,  so  schneiden  sich  die  Yerbindungsgeraden  der  homologen 
Punkte  der  auf  diesen  Parallelen  befindlichen  ähnlichen  Punktreihen 
in  einem  Punkt.  Demnach  ist  in  einem  Bichtnullsystem  jede  Gerade, 
die  zu  einer  Normgeraden  parallel  ist,  eine  Charakteristik,  deren 
Punkte  Richtungsgeraden  besitzen,  die  sich  in  einem  Punkt  schneiden; 
femer  steht  der  zu  einer  solchen  Charakteristik  gehörende  parabolische 
Nullcylinder  senkrecht  auf  der  durch  sie  und  diesen  Punkt  gelegten 
Ebene,  and  diese  Charakteristik  berührt  den  NuUcylinder  in  einem 
Punkt  seiner  Scheitellinie. 

Die  Yerbindungsgeraden  der  homologen  Punktreihen  Ä,  B,  C . . . 
und  Ä^,  B^,  C^ '  "  auf  zwei  entsprechenden  Geraden  p,  p^  der  afßnen 
räumlichen  Systeme  S,  8^  erftillen  ein  parabolisches  Hyperboloid  77 
und  sind  zu  einer  Ebene  p  parallel;  femer  umhüllen  die  durch  diese 
Yerbindungsgeraden  zu  dieset  Ebene  p  senkrecht  gelegten  Ebenen 
einen  parabolischen  Cylinder  pP.  Da  die  Nullebenen  a,b,c,.,  der 
Punkte  AyByC , . .  auf  diesen  Yerbindungsgeraden  in  diesen  Punkten 
senkrecht  sind,  so  ergiebt  sich  auch  hieraus,  dafs  die  Nullebenen 
a,  6,  c  . . .  einen  parabolischen  Nullcylinder  p*  umhüllen.  Die  beiden 
parabolischen  Cylinder  jp°,  p*  stehen  auf  der  Ebene  p  senkrecht  und 
haben  eine  auf  derselben  senkrechte,  gemeinsame  Fokalgerade.  Wenn 
nun  die  Gerade  p  eine  Ordnungslinie  ist,  dann  geht  der  parabolische 
Nullcylinder  p^  in  eine  Ebene  über,  und  die  Tangentialebenen  desselben 
bilden  einen  Ebenenbüschel,  dessen  Achse  die  Fokalgerade  ist.  Diese 
Fokalgerade  ist  demnach  die  Ordnungsachse  der  Ordnungslinie  p,  und 
diese  berührt  jenen  parabolischen  Cylinder  ^  in  einem  Punkt  seiner 
Scheitellinie.  Wenn  die  Gerade  p  eine  Leitlinie  des  Bichtnullsystems 
ist,  dann  sind  die  Yerbindungsgeraden  der  homologen  Punkte  der  Ge- 
raden py  p^  senkrecht  auf  der  Leitlinie  und  bilden  ein  gleichseitig- 
hyperbolisches Paraboloid  77;   wenn  femer  die  Gerade  p  eine  Charak- 
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teristik  ist^  dann  schrumpft  das  hyperbolische  Paraboloid  in  der  Ebene 
dieser  Charakteristik  zusammen  und  die  Yerbindungsgeraden  der  homo- 
logen Punkte  umhüllen  eine  ParabeL 

Wenn  die  beiden  konjektiven  reziproken  Bündel  0(l^,j),  0(A',j') 
einen  polaren  Bündel  bilden^  dann  vereinigen  sich  der  Eemkegel  und 
und  der  Einhüllkegel  in  dem  Ordnungskegel  des  polaren  Bündels;  und 
das  Richtnullsystem ;  welches  durch  einen  polaren  Bündel  bestimmt 
ist^  wird  ein  polares  BichtmiUsystem  genannt.  In  dem  polaren  Bichi- 
nullsystem  mit  einem  reellen  Ordnungskegel  sind  die  Ordnungslinien, 
welche  in  den  Tangentialebenen  des  Ordnungskegels  liegen,  identisch  mit 
ihren  zugehörigen  Ordnungsachsen^  und  demnach  ergiebt  sich  der  Satz: 

7.  In  einem  polaren  BichinuUsystem  sind  diejenigen  Geraden,  wddie 
zu  den  Manfellinien  des  Ordnungskegels  paralld  sind  und  in  den  Tan- 
gentialebenen desselben  liegen,  die  LeiÜinien. 

In  einer  reellen  Normebene  eines  Bichtnullsystems,  resp.  in  einer 
reellen  selbstentsprechenden  Ebene  zweier  affiner  räumlicher  Systeme 
S,  S^,  bilden  die  Punkte  und  die  Spuren  der  zugehörigen,  auf  dieser 
Normebene  senkrechten  Nullebenen  ein  d)enes  IlichtnuUsystem.  Dasselbe 
ergiebt  sich  demnach  auch^  wenn  in  einer  Ebene  zwei  affine  ebene  Systeme 
gegeben  sind^  durch  die  Punkte  des  einen  und  durch  die  Geraden,  welche 
in  diesen  Punkten  auf  den  Yerbindungsgeraden  der  homologen  Punkte 
senkrecht  sind.  Femer  ist  das  ebene  Bichtnullsystem  auch  durch  zwei 
in  einer  Ebene  liegende  konjektive  projektive  Strahlenbüschel  0{fjD,  0(h') 
bestimmt.  Um  zu  einem  Punkt  Ä  die  Nullgerade  zu  erhalten,  ver- 
binden wir  Ä  mit  0  durch  einen  Strahl  Oi)  und  ziehen  durch  Ä  die 
NuUgerade  a  parallel  zu  dem  entsprechenden  Strahl  Oh\  Umgekehrt 
ergiebt  sich  zu  einer  Geraden  a  der  NuUpunkt;  wenn  zur  Geraden  a 
der  parallele  Strahl  Oh'  gezogen  wird;  denn  dann  schneidet  der  ent- 
sprechende Strahl  01^  die  Gerade  a  in  dem  Nullpunkt  Ä. 

Nach  der  Ableitung  der  wichtigsten  Eigenschafben  des  Bichtnull- 
Systems,  die  sich  aus  den  konjektiven  reziproken  Bündeln  und  den 
affinen  räumlichen  Systemen  ergeben  haben^  wollen  wir  nun  die  mo- 
mentane Bewegung  des  affin  -  veränderlichen  ^  ähnlich  -  veränderlichen 
und  starren  räumlichen  Systems  betrachten. 

Nehmen  wir  an,  da6  zu  einem  bewegten  affin-veränderlichen  räum- 
lichen System  S  das  affine  System  S^  die  Endpunkte  der  Geschwindig- 
keiten der  Systempunkte  enthält  ^  dann  bilden  diese  Punkte  und  die 
Ebenen,  welche  in  ihnen  auf  den  Geschwindigkeiten  resp.  auf  den  Be- 
wegungsrichtungen oder  den  Tangenten  der  Bahnen  senkrecht  sind, 
das  Bichtnullsystem  für  die  Geschwindigkeiten,  dessen  Hauptpunkt 
der   selbstentsprechende  Punkt   0  der  affinen  Systeme  S,  S^  ist.    Da 
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jede  Mantellinie  des  Kemkegels  OV  in  der  reziproken  Tangentialebene 
des  Einhüllkegels  Ox'  liegt,  und  da  allen  Punkten  einer  Mantellinie  die 
inzidente  reziproke  Tangentialebene  als  Nullebene  entspricht,  so  folgt, 
dals  die  Punkte  einer  Mantellinie  des  Kemkegels  Geschwindigkeiten 
besitzen,  die  in  einer  auf  der  Tangentialebene  senkrechten  Ebene  sich 
befinden  und  auf  der  Mantellinie  senkrecht' sind;  demnach  bleibt  eine 
Punktreihe  auf  einer  Mantellinie  des  Kemkegels  während  einer  momentanen 
Bewegung  des  affin-veränderlichen  räumlichen  Systems  starr,  und  dasselbe 
gilt  von  einer  Punktreihe  auf  jeder  zu  einer  Mantellinie  parallelen  Geraden. 
Wir  woUen  solche  Gerade  eines  a£Bn-veränderlichen  räumlichen  Systems, 
die  während  einer  unendlich  kleinen  Bewegung  desselben  starre  Punkt 
reihen  tragen,  starre  Gerade  nennen.     Hiemach  erhalten  wir  den  Satz: 

8.  In  einem  affin-veränderlichen  räumlkhen  System  sind  die  Mantel- 
linien des  Kemkegels  und  aMe  Pa/raMden  zu  ihnen  starre  Gerade, 

Je  nachdem  der  Kemkegel  reell  oder  imaginär  ist,  sind  auch  die 
starren  Geraden  reell  oder  imaginär;  und  um  zu  erkennen,  unter  welchen 
Bedingungen  reelle  oder  imaginäre  starre  Gerade  in  einem  affin -ver- 
änderlichen räumlichen  System  auftreten,  betrachten  wir  eine  unendlich 
kleine  Bewegung  desselben,  bei  welcher  eine  Systemphase  S  in  eine 
unendlich  nahe  Systemphase  S'  übergeht.  Nehmen  wir  in  der  System- 
phase 8  eine  Kugel  K  an,  deren  Mittelpunkt  der  selbstentsprechende 
Punkt  0  von  S  und  S'  ist,  so  entspricht  derselben  in  der  Systemphase 
8'  ein  Ellipsoid  K'  mit  demselben  Mittelpunkt  0.  Wenn  sich  nun 
die  Kugel  K  und  das  imendlich  nahe  Ellipsoid  K'  in  einer  Kurve  S' 
schneiden,  die  wir  in  der  Systemphase  8'  befindlich  annehmen,  dann 
entspricht  dieser  Kurve  |'  eine  unendlich  nahe  Kurve  |  in  der  System- 
phase 8  und  beide  Kurven  $,  $'  liegen  auf  der  Kugel  K,  Legen  wir 
hiemach  durch  die  Kurve  §  einen  Kegel  0|,  dessen  Spitze  der  Kugel- 
mittelpunkt  0  ist,  so  verändern  die  Kugelradien,  die  auf  diesem  Kegel 
liegen,  ihre  Länge  nicht  während  der  unendlich  kleinen  Bewegung  der 
Kurve  |  nach  |'.  Demnach  ist  der  Kegel  0$  identisch  mit  dem  Kem- 
kegel Ol',  dessen  ManteUinien  starre  Gerade  sind;  denn  es  können  in 
einem  affin-veränderlichen  räumlichen  System  keine  anderen  starren  Ge- 
raden auftreten  als  die  Mantellinien  des  Kemkegels  und  die  Parallelen 
zu  ihnen. 

Besonderheiten  treten  auf,  wenn  das  Ellipsoid  K'  die  Kugel  K 
erstens  in  einem  Kreise  berührt,  zweitens  in  zwei  diametralen  Punkten 
berührt  und  drittens  in  zwei  diametralen  Punkten  berührt,  zugleich 
aber  auch  schneidet.  Im  ersten  FaUe  geht  der  Kemkegel  in  eine  Ebene 
über,  im  zweiten  schrumpft  derselbe  in  eine  Gerade  zusammen  und  im 
dritten  artet  er  in  zwei  Ebenen  aus.    Hiemach  folgt: 
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9.  In  einem  affin-veränderlichen  räumlichen  System  giebt  es  reelle 
oder  imaginäre  starre  Gerade,  je  na>chdem  das  EUipsoid  K'  die  Kugel 
K  schneidet  resp.  berührt  oder  nicht  schneidet. 

Da  eine  unendlicli  kleine  Bewegung  einer  starren  Geraden  als  eine 
unendlich  kleine  Drehung  derselben  um  eine  zugehörige  momentane 
Drehachse  betrachtet  werden  kann^  so  schneiden  sich  die  Nullebenen 
der  Punkte  einer  starren  Geraden  in  der  zugehörigen  momentanen 
Drehachse.  Eine  Gerade  eines  affin-veränderlichen  räumlichen  Systems^ 
deren  Punkten  Nullebenen  entsprechen,  die  einen  Ebenenbüschel  erster 
Ordnung  bilden^  ist  eine  starre  Gerade,  die  Achse  dieses  Ebenenbüschels 
ist  die  zugehörige  momentane  Drehachse  und  die  Geschwindigkeiten 
der  Punkte  einer  solchen  Geraden  sind  proportional  den  Abständen 
der  Punkte  Yon  dieser  Drehachse.  Eine  Ausnahme  tritt  aber  ein, 
wenn  die  Achse  des  Ebenenbüschels  in  der  Hauptebene  o^  liegt  und 
derselbe  also  ein  Parallelebenenbüschel  ist;  denn  diesem  entspricht  eine 
veränderliche  Beihe  von  Nullpunkten  auf  einer  durch  den  Hauptpunkt 
0  gehenden  Geraden.  Bei  einer  Punktreihe  in  einer  auf  dem  Kern- 
kegel  Ol'  befindlichen  starren  Geraden  fallen  die  zugehörigen  Null- 
ebenen in  der  Ebene  zusammen,  die  durch  diese  Gerade  geht  und  ihr 
reziprok  entspricht.  Eine  unendlich  kleine  Bewegung  einer  solchen 
starren  Geraden  kann  dnrch  eine  nnendlich  kleine  Drehung  um  jede 
in  dieser  Ebene  befindliche,  durch  0  gehende  Gerade  ersetzt  werden. 
Die  starren  Geraden  auf  dem  Eemkegel  zeichnen  sich  also  dadurch 
aus,  dafs  zu  einer  solchen  starren  Geraden  unendlich  viele  durch  den 
Hauptpunkt  0  gehende  momentane  Drehachsen  gehören,  die  in  der 
allen  Punkten  dieser  Geraden  zugeordneten,  einzigen  Nullebene  liegen. 

Aus  diesen  Darlegungen  ergiebt  sich: 

10.  Die  Ordnungslinien  und  die  zugehörigen  Ordnungsachsen  in  dem 
RicMnuUsystem  für  die  Geschwindigkeiten  sind  resp,  identisch  mit  den 
starren  Geraden  und  den  zugehörigen  Drehachsen  in  dem  affin^verändet' 
liehen  räumlichen  System, 

Hiemach  gelten  alle  Beziehungen,  welche  für  die  Ordnungslinien, 
die  Ordnungsachsen  und  die  Leitlinien  des  Bichtnullsystems  abgeleitet 
wurden,  auch  für  die  starren  Geraden  und  deren  Drehachsen.  Die 
senkrechten  Projektionen  der  Geschwindigkeiten  der  Punkte  einer 
starren  Geraden  auf  diese  Gerade  sind  gleich;  und  es  treten  drei  spe- 
zielle Fälle  von  starren  Geraden  auf.  Erstens  die  normal  skkrren  Oe- 
roden,  bei  welchen  die  senkrechten  Projektionen  der  Geschwindigkeiten 
ihrer  Punkte  gleich  Null  sind  und  die  Geschwindigkeiten  also  senkrecht 
auf  denselben  stehen.  Eine  normal  starre  Gerade  fällt  demnach  mit 
ihrer   zugehörigen  Drehachse   zusammen   und   ist   im  Bichtnullsystem 
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far  die  GFeschwindigkeiten  eine  Leitlinie.  Zweitens  die  starren  Cha- 
rakteristikeft  sind  solche  starre  Gerade^  deren  Punkte  Geschwindigkeiten 
besitzen^  die  in  einer  Ebene  liegen.  Einer  starren  Charakteristik  ent- 
spricht demnach  eine  zu  ihr  senkrechte  Drehachse  und  ist  im  Rieht- 
nullsystem  fttr  die  Geschwindigkeiten  eine  Ordnungslinie,  deren  Ord- 
nungsachse  zu  ihr  senkrecht  ist.  Drittens  die  Mantellinien  des  Kem- 
Icegds  *sind  spezielle  starre  Charakteristiken  oder  spezielle  normal  starre 
Gerade,  bei  welchen  die  Geschwindigkeiten  ihrer  Punkte  senkrecht  auf 
denselben  sind  und  sich  in  einer  Ebene  befinden.  Wir  erhalten  dem- 
nach zu  den  Sätzen  5  und  6  die  analogen  Sätze: 

11.  In  einem  affin-veränderlichen  räumlidien  System  gehen  die 
starren  Geraden  durch  den  Kemkegdschniü  V^  und  liegen  die  Dreh-- 
ochsen  in  den  Tangentiaiebenen  des  EinhüUkegels  OxK  Die  starren 
Geraden,  soune  die  Drehachsen  bilden  je  einen  singulären  Komplex 
zweiten  Grades;  und  diese  heiden  Komplexe  haben  die  normal  starren 
Geraden  gemeinsam,  die  eine  Kongruenz  zweiten  Grades  bilden, 

12.  In  einem  affin-veränderlichen  räumlichen  System  bilden  die 
starren  Charakteristiken,  zu  welchen  die  entsprechenden  Drehachsen  senk- 
recht sind,  eine  Kongruenz  vierter  Ordnung  und  zweiter  Klasse. 

Aus  dem  7.  Satz  folgt,  dals  in  einem  polaren  Bichtnullsystem  fQr 
die  Geschwindigkeiten  die  normal  starren  Geraden,  resp.  die  Leitlinien 
zu  den  Mantellinien  des  Ordnungskegels  parallel  sind  und  in  den  Tan- 
gentialebenen desselben  liegen.  Denken  wir  uns  nun  die  Schar  der 
ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  einschaligen  Hyperboloide,  d.  h.  der 
coaxialen  ähnlichen  Hyperboloide  gebildet,  für  welche  der  Ordnungs- 
kegel der  gemeinsame  Asymptotenkegel  ist,  so  sind  die  Geraden  auf 
diesen  Hyperboloiden  normal  aterre  Gerade  während  der  nnendlich 
kleinen  Bewegung.  Eine  durch  zwei  sich  schneidende  normal  starre 
Gerade  gelegte  Ebene  ist  eine  Tangentialebene  an  einem  dieser  Hyper- 
boloide und  der  Berührungspunkt  resp.  der  Schnittpunkt  dieser  beiden 
starren  Geraden  ist  der  zugehörige  Nullpunkt.     Hieraus  folgt: 

13.  Wenn  in  einem  affin -veränderlichen  räumlichen  System  ein 
polares  RichtnuUsystem  für  die  Geschwindigkeiten  auftritt;  dorm  sind  die 
Geraden,  welche  zu  den  MantdUnien  des  Ordnungskegels  parallel  sind 
und  in  den  Tangentialebenen  desselben  liegen,  normal  starrte  Gerade,  und 
die  coaanaien  ähnlichen  einschaligen  Hyperboloide,  für  welche  der  Ord- 
nungskegel gemeinsamer  Asymptotenkegel  ist,  werden  aus  normal  starren 
Geraden  gebildet,  die  auf  jedem  solchen  Hyperboloid  in  ihren  Treffpunkten 
als  drehbar  verbunden  betrachtet  werden  können. 

Zwei  ähnliche  räumliche  Systeme  besitzen  als  selbstentsprechende 
Elemente  einen  Punkt,  eine  Gerade  und  eine  Ebene,  die  in  diesem  Punkt 
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anf  einander  senkrecht  stehen.  Da  ein  ähnlich-veränderliches  räumliches 
System  S  und  das  affine  räumliche  System  S^  der  Endpunkte  der  Ge- 
schwindigkeiten die  selbstentsprechenden  Elemente  mit  den  unendlich 
nahen  Systemphasen  S,  S'  gemeinsam  haben,  so  besitzt  bei  einem  ähn- 
lich-veränderlichen räumlichen  System  das  Bichtnullsystem  eine  Nonn- 
ebene und  eine  im  Hauptpunkt  0  auf  derselben  senkrechte  Norm- 
gerade. Einer  um  den  selbstentsprechenden  Punkt  0  der  unehdlich 
nahen  Systemphasen  S^  S'  beschriebenen  Kugel  in  einer  dieser  System- 
phasen entspricht  eine  konzentrische  Kugel  in  der  anderen,  und  da 
diese  Kugeln  sich  in  dem  unendlich  fernen  imaginären  Kugelkreis 
schneiden,  so  ist  derselbe  der  Kemkegelschnitt  dieses  Bichtnullsystems. 
Demzufolge  sind  die  Nullflächen  der  Ebenenbündel  Kugeln  und  die 
Nullkegelschnitte  der  Ebenenbüschel  Kreise;  und  diese  Kugeln,  sowie 
diese  Kreise  gehen  durch  den  Punkt  0.  Dieses  Bichtnullsystem  wollen 
wir  deshalb  ein  sphärisdies  RidUntMsystem  nennen.  In  dem  speziellen 
Fall,  wenn  die  Punkte  des  ähnlich -veränderlichen  nlumlichen  Systems 
sich  auf  Geraden  bewegen,  die  durch  einen  Punkt  0  gehen,  wird  das 
sphärische  Bichtnullsystem  aus  den  Ebenen  des  Baumes  und  den  Fufs- 
punkten  der  vom  Punkte  0  auf  dieselben  gefällten  Senkrechten  gebildet 

Wenn  das  ähnlich -veränderliche  räumliche  System  in  ein  starres 
räumliches  System  übergeht,  dann  fällt  der  selbstentsprechende  Punkt  0 
mit  dem  unendlich  fernen  Punkt  der  selbstentsprechenden  Geraden, 
resp.  der  Normgeraden,  zusammen;  demnach  gehen  jene  Kugeln,  die 
den  Ebenenbündeln  als  Nullflächen,  und  jene  Kreise,  die  den  Ebenol- 
büscheln  als  Nullkegelschnitte  entsprechen,  resp.  in  Ebenen  und  Geraden 
über.  Das  sphärische  Bichtnullsystem  für  die  Geschwindigkeiten  bei 
dem  ähnlich-veränderlichen  räumlichen  System  degeneriert  also  bei  der 
Bewegung  eines  starren  räumlichen  Systems  in  das  bekannte  lineare 
Nullsystem.  Da  eine  momentane  Bewegung  eines  starren  räumlichen 
Systems  S  durch  eine  unendlich  kleine  Schraubenbewegung  um  die 
selbstentsprechende  Gerade  zweier  unendlich  naher  Systemlagen  S,  S' 
ersetzt  werden  kann,  so  folgt,  dafs  bei  demselben  das  Abtragsystem  Sr 
der  Geschwindigkeiten  in  eine  Ebene  zusammenschrumpft. 

Wenn  wir  uns  die  Beschleunigungen  n*^  Ordnung  der  Punkte 
einer  Systemgeraden  auf  diese  Gerade  senkrecht  projiziert  denken,  dann 
giebt  es  analog  wie  bei  den  Geschwindigkeiten  Gerade,  auf  denen  diese 
Projektionen  je  gleiche  Gröfse  besitzen,  und  femer  solche  Gerade,  auf 
denen  diese  Projektionen  gleich  Null  sind,  also  die  Beschleunigungen 
n*^  Ordnung  senkrecht  stehen.     Hieraus  folgt: 

14.  Die  OrdnungsUnien  und  die  LeiÜinien  in  dem  RichtnuUsysiefH 
für  die  Beschleunigungen  n^  Ordnung  sind  in  einem  affinrveränderlicfiefij 
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ähnlichr^eränderlichen  oder  starren  räumlichen  System  resp,  identisch  mit 
den  Geraden,  auf  denen  die  senkrechten  Projektionen  der  Beschleunigungen 
nf^  Ordnung  ihrer  Punkte  je  gleich  sind,  wnd  mit  den  Geraden,  auf 
denen  die  Beschleunigungen  n^  Ordnwng  ihrer  Punkte  senkrecht  stehen. 

Hiernach  ergeben  sich  fOr  diese  Geraden  analoge  sinngemäüse  Be- 
ziehungen zu  einem  affin -veränderlichen^  ähnlich -veränderlichen  oder 
starren  räumlichen  System  wie  die  abgeleiteten  Beziehungen  der  starren 
Geraden  in  einem  affin-veränderlichen  räumlichen  System. 

Denken  wir  ims  zu  einer  Phase  S  eines  affin-veränderlichen  räum- 
lichen Systems,  welches  auch  ähnUch-veränderlich  oder  starr  sein  kann, 
für  den  gemeinsamen  Urpunkt  O^^  die  beiden  affinen  Abtragsysteme 
iSL  S^  der  Beschleunigungen  m*^  und  n*^  Ordnung  bestimmt,  so  erfüllen 
die  durch  den  Urpunkt  gehenden  Geraden  des  Systems  S^,  welche  die 
entsprechenden  Geraden  des  Systems  S^  schneiden,  einen  Kegel  zweiter 
Ordnung,  und  diese  Schnittpunkte,  als  Punkte  des  Systems  Sv  be- 
trachtet, bilden  in  demselben  eine  Raumkurve  R^  dritter  Ordnung,  der 
im  System  S^  eine  auf  diesem  Kegel  liegende  Raumkurve  R^  dritter 
Ordnung  entspricht;  und  demnach  gehen  die  Yerbindungsgeraden  der 
homologen  Punkte  dieser  Raumkurven  ü^,  R^  durch  den  Urpunkt  O^^. 
Diese  Raumkurven  gehen  auch  durch  den  selbstentsprechenden  Punkt 
6r^y  der  Abtragsysteme  S^,  S^.  Diesem  Punkt  entspricht  in  dem 
System  S  ein  Punkt  G,  dessen  Beschleimigungen  m*^  Ordnung  und 
n*^  Ordnung  gleich  und  gleich  gerichtet  sind.  Wenn  wir  uns  nun  zu 
diesen  beiden  Raumkurven  die  entsprechende  Raumkurve  Rmn  dritter 
Ordnxmg  in  der  Phase  S  bestimmt  denken,  so  erhalten  wir  den  Satz: 

16.  Die  Putzte  eines  affin-veränderlichen',  ähnlich'Veränderlichen 
oder  starren  räumlichen  Systems,  für  welche  die  Beschleunigungen  m^ 
und  n*^  Ordnmig  in  je  einer  Geraden  liegen,  erfüllen  eine  durch  die 
beiden  Beschleunigungspole  m*^  und  n^  Ordnung  gehende  Raumkwrve 
dritter  Ordnung,  auf  welcher  sich  der  Systempunkt  befindet,  für  welchen 
diese  Beschleunigungen  gleich  und  gleich  gerichtet  sind. 

Da  die  Geschwindigkeiten  die  Beschleimigungen  nullter  Ordnung 
sind  und  in  den  Tangenten  der  Bahnkurven  liegen,  so  er- 
füllen die  Beschleunigungen  n*^  Ordnung,  die  sich  in  den  Tangenten 
der  Bahnkurven  befinden,  eine  durch  den  Geschwindigkeitspol  und  den 
Beschleunigungspol  n*^  Ordnung  gehende  Raumkurve  dritter  Ordnung; 
und  wenn  insbesondere  diese  Beschleunigungen  erster  Ordnung  sind, 
dann  sind  diese  Pimkte  Wendepunkte  der  betreffenden  Bahnkurven. 
Diese  Beziehung   wurde   zuerst  von  Mehmke^)   abgeleitet  und   dabei 


1)  CiTilingenienr  1888,  Bd.  29,  S.  680. 

Zeittchrifl  f.  Mathematik  u.  Physik.   47.  Band.   1902.   1.  n.  2  Hoft  10 
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darauf  hingewiesen;  dafs  in  dem  43.  Satz  des  ersten  Teiles  dieser  Ab- 
handlang  diese  Banmknrye  dritter  Ordnung,  die  von  den  Wendepunkten 
gebüdet  wird;  irrtümUch  als  Raumkuire  sechster  Ordnung  angegeben 
wurde;  denn  dort  ist  ein  Fehler  bei  der  Abzahlung  entstanden. 

Nehmen  wir  in  einem  Bewegungsmoment  zu  einem  a£Sn-yerander- 

lieh«,  a,dich.,»t^d„u»h»  odTl™,  *»aid.«  aj^  s  d- 

Abtragsystem  S^  der  Beschleumgungen  n^  Ordnung  an;  sind  ferner  e, 
e^  zwei  homologe  Ebenen  der  affinen  Systeme  8,  S^  und  fällen  wir 
von  dem  ürpunkt  D,  dieses  Abtragsystems  auf  die  Ebene  e,  eine 
Senkrechte;  deren  FuTspunkt  E^  ist;  so  stellt  diese  Senkrechte  Oy£, 
die  Ghrölse  und  Richtung  der  Beschleunigung  n^  Ordnung  des  ent- 
sprechenden Punktes  E  der  Ebene  e  dar.  Demnach  besitzt  dieser 
Punkt  E  die  kleinste  Beschleunigung  n*^  Ordnung  von  allen  Punkten 
der  Ebene  e.  Nehmen  wir  umgekehrt  in  dem  System  S  einen  be- 
Uebigen  Punkt  E  an,  und  bestimmen  wir  den  homologen  Punkt  E,  in 
dem  System  S^]  legen  wir  femer  durch  E^  auf  O^E^  die  senkrechte 
ßy;  so  entspricht  derselben  eine  durch  E  gehende  Ebene  e,  in  welcher 
der  Punkt  E  die  kleinste  Beschleunigui^  n^  Ordnung  besitzt.  Dem- 
nach giebt  es  in  jeder  Ebene  eindeutig  einen  Punkt  mit  kleinster  Be- 
schleunigung n*^  Ordnung;  und  durch  jeden  Punkt  geht  eine  eindeutig 
bestimmte  Ebene;  in  welcher  diesem  Punkt  die  kleinste  Beschleunigung 
n*^  Ordnung  angehört.  Parallelen  Ebenen  e  im  System  S  entsprechen 
parallele  Ebenen  e^  im  System  S^]  femer  entsprechen  den  Fufspunkten 
E^y  in  welchen  diese  Ebenen  Yon  der  durch  den  Punkt  O,  gehenden 
senkrechten  Geraden  f)^  getroffen  werden,  die  Punkte  E  der  kleinsten 
Beschleunigung  in  den  parallelen  Ebenen  e;  und  diese  Punkte  E  liegen 
auf  der  entsprechenden  durch  den  Beschleunigungspol  n^  Ordnung 
gehenden  Geraden  ^.     Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

16.  In  einem  affin-veränderlichen,  ähniichrveränderlichen  oder  starren 
räumlichen  System  bilden  die  Ebenen  und  die  zugehörigen  Punkte  kleinster 
Beschleunigung  n^  Ordnung  in  jedem  Bewegungsmoment  ein  BichtmiU' 
System,  dessen  Hauptpunkt  der  jeweilige  Beschleunigungspol  n^  Ordnung  isL 

Beschreiben  wir  um  den  Urpunkt  O^  des  Abtragsystems  S^  eine 
Eugel  £,,  so  entspricht  derselben  in  dem  System  8  ein  EUipsoid  K, 
dessen  Mittelpunkt  der  Beschleunigungspol  n^  Ordnung  ist  Femer 
entspricht  einer  Schar  konzentrischer  Kugeln  um  O,  eine  Schar 
coaxialer  ähnlicher  EUipsoide,  für  welche  der  Beschleunigungspol  n^  Ord- 
nung der  gemeinsame  Mittelpunkt,  also  auch  der  Ahnlichkeitspunkt  ist 
Hieraus  ergiebt  sich: 

17.  Der  geometrische  Ort  der  Punkte  eines  affin -veränderlidm, 
ähnlichrveränckrlichen  oder  starren  räumlichen  Systems,  die  Beschleunigungen 
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vl^  Ordnung  von  einer  gleichen  Gröfse  besitzen,  ist  ein  EUipsoid,  dessen 
Mittelpunkt  der  Beschleunigungspol  n^  Ordnung  ist;  und  aUe  solche 
EUipsoide  sind  coaxial  aknUch, 

18.  Die  Tangentiaiebenen  an  den  coaxiaien  ähnlichen  ElUpsoideny 
deren  Funkte  je  gleiche  Beschleunigung  n^  Ordnung  besitzen,  und  die 
zugehörigen  Berührungspunkte  bilden  da^säbe  RichtmiUsystem,  welches 
durch  die  Ebenen  und  ihre  zugehörigen  Punkte  kleinster  Beschleunigung 
n^  Ordnung  bestimmt  ist. 

In  jeder  Ebene^  welche  ein  Ellipsoid  berührt,  dessen  Punkte 
gleiche  Beschlennigtingen  n*^  Ordnung  besitzen,  hat  also  der  Berührungs- 
punkt die  kleinste  Beschleunigung  n*^  Ordnung.  Denken  wir  uns  in 
diesem  Bichtnullsystem  diese  Berührungspunkte  mit  dem  gemeinsamen 
Mittelpunkt  der  coaxiaien  ähnlichen  EUipsoide  durch  Gerade  verbunden 
und  durch  denselben  Ebenen  parallel  zu  den  betrefPenden  Tangential- 
ebenen gel^t,  dann  bilden  diese  Geraden  und  diese  Ebenen  zusammen 
einen  polaren  Bündel;  demnach  ist  dieses  Bichtnullsystem  ein  spezielles 
polares  Bichtnullsystem,  in  welchem  die  gemeinsamen  Achsenrichtungen 
und  die  gemeinsamen  Achsenebenen  der  coaxiaien  ahnlichen  EUip- 
soide resp.  die  senkrechten  Normgeraden  und  die  senkrechten  Norm- 
ebenen sind.  Dieses  spezieUe  polare  RichtnuUsystem,  welches  auch 
auftritt,  wenn  jeder  Ebene  des  Baumes  der  Mittelpunkt  des  Kegel- 
schnittes zugeordnet  wird,  in  dem  sie  eine  gegebene  zentrische  Fläche 
zweiter  Ordnung  schneidet,  wurde  auf  Grund  dieser  aUgemeineren  De- 
finition von  Timerding^)  behandelt,  und  Sturm^)  hat  auf  dasselbe 
zuerst  hingewiesen. 

Nehmen  wir  zwei  Phasen  8y  8^  eines  affin -yeränderUchen  räum- 
lichei^  Systems  an,  so  entspricht  einer  in  der  Phase  S  befindUchen 
Kugel  K,  deren  Mittelpunkt  M  ist,  ein  EUipsoid  K^  mit  dem  Mittel- 
punkt M^  in  der  Phase  S^.  Den  drei  Halbachsen  M^Ä^  ^\^y  ^i^i 
dieses  EUipsoids  K^  entsprechen  drei  zu  einander  senkrechte  Badien 
MAy  MBy  MC  der  Kugel  K,  Bezeichnen  wir  mit  r  den  Badius  dieser 
Kugel,  und  ist  M^Ä^>  M^B^>  M^G-^,  so  sind  die  Änderungen  des 
Radius  r  in  den  Achsenrichtungen  des  EUipsoids  a^  M^A^  —  ry 
ß'=M^B^  —  ry  y  —  M^Ci  —  r,  Wenn  diese  drei  Änderungen  positiv 
sind,  dann  ist  a  die  gröfste,  ß  die  mittlere  und  y  die  kleinste  Ver- 
längerung, wenn  dagegen  diese  drei  Änderungen  negativ  sind,  dann  ist 
a  die  kleinste,  ß  die  mittlere  und  y  die  gröfste  Verkürzung.  Sind 
zwei    dieser  Änderungen  positiv  und  ist  eine  negativ,   oder  sind  zwei 

1)  Timerding,  Über  ein  quadratisches  Nullsystem.  Annali  di  Matematica 
1899,  Ser.  m.  T.  11.  p.  239. 

2)  Sturm,  Liniengeometrie  1892,  1.  T.  S.  78. 
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negatiy  und  ist  eine  positiv ,  dann  schneidet  die  Engel  Ky  wenn  sie 
mit  ihrem  Mittelpunkt  M  nach  M^  verlegt  wird;  das  Ellipsoid  f  j  in 
einer  Raumkurve  x^  vierten  GrradeS;  der  auf  der  Kugel  K  in  der  Phase  S 
eine  Baumkurve  x  vierten  Grades  entspricht.  Alle  Eugelradien,  die 
von  dem  Mittelpunkt  M  nach  der  Raumkurve  x  gehen  und  also  auf 
einem  Kegel  zweiter  Ordnung  liegen^  haben  denmach  in  der  Phase  S^ 
ihre  ursprüngliche  Länge  wieder  erhalten. 

Sind  p^y  q^  in  einer  Phase  S^  die  beiden  Scharen  paralleler  Ebenen^ 
die  das  Ellipsoid  K^  in  den  beiden  Kreisscharen  pj,  q^  schneiden  und 
sind  Pj  q  in  der  Phase  S  die  beiden  entsprechenden  Scharen  paralleler 
Ebenen;  so  schneiden  dieselben  die  Kugel  K  in  den  beiden  entsprechen- 
den Kreisscharen  p^  q.  Wenn  nun  einem  Kreis  p  in  der  Ebene  p  der 
Phase  S  ein  Kreis  p^  in  der  homologen  Ebene  p^  der  Phase  S^  ent- 
spricht; so  sind  die  entsprechenden  ebenen  Systeme  in  diesen  Ebenen 
ähnlich.     Hiemach  erhalten  wir  den  Satz: 

19.  Es  giebt  in  je  zwei  Phasen  eines  affin-veränderlichen  räumlichen 
Systems  je  zwei  entsprechende  Scharen  paräUder  Ebenen,  in  denen  die 
entsprechenden  ei>enen  Systeme  ähnlich  sind. 

Nehmen  wir  aU;  dafs  die  beiden  Phasen  S,  S^  unendlich  nahe 
sind,  dann  ergiebt  sich: 

20.  In  jeder  Phase  eines  affin-veränderlichen  räumlichen  Systems 
giebt  es  zwei  Scharen  paraüder  Ebenen,  in  denen  die  d>enen  Systeme 
während  einer  unendlich  Meinen  Bewegung  ähiüich-veränderlich  sind. 

Wir  wollen  die  Ebenen  in  einer  Phase  eines  affin-veränderlichen 
räumlichen  Systems,  in  denen  sich  ebene  Systeme  befinden;  die  während 
einer  unendlich  kleinen  Bewegung  ahnlich-vejranderlich  sind;  Ähnlich- 
keitsebenen  nennen.  Die  beiden  Scharen  der  parallelen  Ahnlichkeits- 
ebeneU;  die  stets  reell  sind;  wandern  in  dem  bewegten  affin-verander- 
lichen  System,  und  sie  vereinen  sich  zu  einer  Schar,  wenn  einOT  Kugel 
in  einer  Phase  ein  Rotationsellipsoid  in  der  unendlich  nahen  Phase 
entspricht. 

In  besonderen  Fällen  kann  eine  Schar  oder  können  beide  Sdiaren 
der  Ahnlichkeitsebenen  dem  afßn-veränderlichen  räumlichen  System 
dauernd  als  Systemebenen  angehören.  Denken  wir  uns,  um  einen 
solchen  Fall  zu  betrachten;  drei  Punkte  Ä,  B,  G  eines  affin  veränder- 
lichen räumlichen  Systems  auf  drei  Bahnen  so  bewegt;  dals  das  Drei- 
eck ABC  beständig  ein  ähnlich -veränderliches  bleibt  und  noch  einen 
vierten  Punkt  D  dieses  Systems;  der  nicht  in  der  durch  AB  C  geh^den 
Ebene  p  liegt;  auf  einer  Bahn  bewegt;  dann  ist  diese  Ebene  p  in  allen 
Phasen  des  afßn- veränderlichen  Systems  eine  Ahnlichkeitsebena  Und 
diese  Ebene  p  nebst  allen  zu  ihr  parallelen  Ebenen  bilden  eine  Schar 
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der  Ähnliclikeitsebeiien,  die  beständig  Systemebenen  des  affi^-verändei^ 
liehen  ränmlichen  Systems  sind;  aber  die  andere  Schar  der  Ahnlich- 
keitsebenen  wandert  in  diesem  System.  Wenn  insbesondere  das  be- 
wegte Dreieck  ABC  bestandig  starr  bleibt^  dann  erhalten  wir  zwei 
Scharen  von  parallelen  Ebenen^  in  denen  die  ebenen  Systeme  starr 
sind  und  die  wir  Starrheitsebenen  nennen.  Die  Starrheitsebenen  der 
einen  Schar  sind  in  diesem  Fall  Systemebenen,  die  der  anderen  Schar 
wandern  in  dem  affin -yemnderlichen  ranmlichen  System. 

Wir  wollen  nun  noch  auf  einige  beachtenswerte  spezielle  Fälle 
der  Bewegungen  affin-veränderlicher  räumlicher  Systeme  hinweisen. 
Wenn  ein  Punkt  0  und  drei  durch  ihn  gehende^  nicht  in  einer  Ebene 
liegende  Gerade  Ox,  Oy,  Oe  eines  affin- veränderlichen  räufolichen 
Systems  fest  sind^  dann  ist  die  Bewegung  resp.  die  Veränderung 
desselben  bestimmt  durch  die  Bewegung  eines  Systempunktes  P  auf 
einer  gegebenen  Bahn.  Wir  können  die  drei  Geraden  Oxy  Oy,  Oe  als 
Achsen  eines  schiefwinkligen  Koordinatensystems  annehmen,  auf  denen 
die  Strecken  0X  =  x,  OY^y,  OZ^  is  die  Koordinaten  des  Punktes  P 
sind,  und  durch  die  Bewegung  des  Systempunktes  P  sind  dann  auch 
die  Bewegungen  der  Systempunkte  X,  Y,  Z  auf  den  festen  Koordinaten- 
achsen OXy  Oy,  Oz  bestimmt.  Femer  ist  die  Bewegung  eines  solchen 
affin -veränderlichen  räumlichen  Systems  auch  bestimmt,  wenn  die 
Koordinaten  x,  y,  e  als  Funktionen  einer  veränderlichen  Gröfse,  z.  B. 
der  Zeit,  bekannt  sind.  In  diesem  affin -veränderlichen  räumlichen 
System  sind  aufser  dem  Punkt  0  auch  die  unendlich  fernen  Punkte 
X^,  Y^y  Z^  auf  den  festen  Geraden  Ox,  Oy,  Oz  fest.  Von  diesen 
unendlich  fernen  Punkten  können  auch  zwei  imaginär  sein;  dann  sind 
auch  die  beiden  betreffenden  festen  Geraden  imaginär  und  können  als 
Koordinatenachsen  nicht  verwendet  werden.  Hiemach  ergiebt  sich  aus 
einem  für  koUinear-veränderliche  räumliche  Systeme  abgeleiteten  Satz^) 
als  spezieller  Fall  der  Satz: 

21.  Sind  in  einem  affinrveränderlichen  räumlidien  System  ein  im 
Endlichen  liegender  Punkt  0  und  drei  unendlich  ferne  Punkte  X^,  F^, 
Z^  fest;  dann  vollziehen  die  Systempunkte  affine  Bewegungen  auf  ent- 
sprechenden Bahnen  in  affinen  räumlichen  Systemen,  für  welche  die  vier 
Punkte  0,  X^,  Y^,  Z^  selbstentsprechende  Punkte  sind. 

Bei  dieser  speziellen  Bewegung  eines  affin -veränderlichen  räum- 
lichen Systems,  die  wir  eine  einförmige  Bewegung  desselben  nennen, 
ist  aber  zu  beachten,  da(s  die  Bahnen  der  Systempunkte  in  den  drei 
festen  Ebenen,   von   denen   auch   zwei   imaginär  sein  können,  sich  in 

1)  L.  Burmester,  Kinematisch -geometrische  Untersnchungen  gesetzmäfsig- 
veränderlicher  Systeme.    In  dieser  Zeitschrift  1875,  Bd.  20  S.  897. 
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affinen  ebenen  Systemen  entsprechen^  für  welche  der  Pnnkt  0  und  je 
zwei  der  unendlich  fernen  Punkte  X^,  Y^,  Z^  fest  sind;  denn  diese 
afßnen  ebenen  Systeme  sind  als  Ausartungen  der  betreffenden  affinen 
raumlichen  Systeme  zu  betrachten.  Die  affin-veränderlichen  Systeme 
in  einer  festen  Ebene  vollziehen  demnach  eine  e&ene  einförmige  Be- 
wegwng^)  Bei  der  einförmigen  Bewegung  eines  affin -veränderlichen 
räumlichen  Systems  sind  die  Bahnen  der  Systempunkte  einer  durch 
den  Punkt  0  gehenden  Geraden  homothetisch  ahnlich;  denn  dann  gehen 
die  betreffenden  affinen  räumlichen  Systeme  in  homoihetisch  ähnliche 
räumliche  Systeme  über,  der«i  Ahnlichkeitspunkt  0  ist. 

In  der  Erystallographie  wird  als  Grrundsatz  angenommen,  daCs 
parallele  Gerade  in  Krystallen  durch  gleiche  Ursachen  auch  gleiche 
Veränderungen  erleiden  ^  dafs  also  bei  der  Veränderung  der  Eiystalle 
durch  Wärme  parallele  Gerade  in  denselben  parallel  bleiben  und  ihre 
Richtungen  im  allgemeinen  ändern;  demnach  ist  diese  Veränderung 
eines  Erystalls  eine  affin-veränderliche,  und  in  der  Erystallographie 
wird  dieselbe  eine  homogene  Veränderung  genannt  Ein  durch  Warne 
sich  verändernder  Erystall  bildet  also  ein  affin-veränderliches  räumliches 
System  und  in  besonderen  FäUen  auch  ein  ähnlich -veränderliches 
räumliches  System.  Alle  Beziehungen,  welche  bei  den  affin- veränder- 
lichen resp.  ähnlich  -  veränderlichen  räumlichen  Systemen  auftreten, 
finden  hiemach  sinngemäfse  Deutung  oder  eventuelle  Anwendung  auf 
die  Veränderungen  der  Erystalle  durch  Wärme. 

In  denjenigen  optisch  zweiachsigen  Erystallen,  in  denen  die  drei  aof 
einander  senkrechten  Hauptschwingungsrichtungen  des  Lichtes  fBr  aUe 
Farben  zusammenfallen,  bleiben  diese  Richtungen  bei  der  Veränderong 
dieser  Erystalle  durch  Wärme  stets  senkrecht  auf  einander.  Wir 
können  in  einem  solchen  Erystall  durch  einen  Punkt  0  desselben  drei 
zu  diesen  Richtungen  parallele  Gerade  Ox,  Oy,  Oe  legen  und  diesen 
Punkt  sowie  diese  Geraden  als  fest  annehmen.  Solche  drei  feste,  anf 
einander  senkrechte  Gerade  werden  die  Hhermischen  Achsen  des  Krffsiaüs 
genannt  und  können  als  Eoordinatenachsen  betrachtet  werden. 

Nehmen  wir  auf  den  thermischen  Achsen  Ox,  Oy,  Ob,  resp.  die 
Punkte  X,  F,  Z  des  Erystalls  an,  betrachten  wir  die  Strecken  OX=^x 
OY=^y,  OZ  —  z  als  die  rechtwinkligen  Eoordinaten  eines  Punktes  P 
des  Erystalls,  und  sind  femer  diese  Eoordinaten  als  Funktionen  der 
Temperatur  experimentell  ermittelt,  dann  ist  die  Bahn  des  Pxmktes  P 
und  damit  die  thermische  Veränderung  des  Erystalls  als  eine  einförmige 
Bewegung  eines  affin-veränderlichen  räumlichen  Systems  bestimmt 


1)  Vergl   L    Burmester,  Lehrbuch  der  Kinematik.     1888,  Bd.  1,  S.  904. 
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Bei  den  optisch  einachsigen  Erystallen  ist  die  optische  Achse  zu- 
gleich eine  thermische  Achse ;  z.  B.  die  Koordinatenachse  Oz,  und  für 
die  Koordinaten  x,  y  auf  den  beiden  anderen  Koordinatenachsen  Ox, 
Oy  sind  die  genannten  Funktionen  gleich.  Die  thermische  Veränderung 
in  der  Koordinatenebene  Oxy  ist  demnach  die  eines  ähnlich-veränder- 
lichen ebenen  Systems;  dessen  Punkte  sich  auf  festen  Geraden  bewegen,  die 
durch  den  festen  Punkt  0  gehen;  und  alle  diese  festen  Geraden  können 
auch  als  thermische  Achsen  betrachtet  werden.  Bei  den  einfachbrechen- 
den Krystallen  sind  alle  drei  der  genannten  Funktionen  gleich,  und  die 
thermische  Veränderung  derselben  ist  die  eines  ähnlich -veränderlichen 
raumlichen  Systems,  dessen  Punkte  sich  auf  festen  Geraden  bewegen, 
die  durch  den  festen  Punkt  0  gehen  und  als  thermische  Achsen  an- 
gesehen werden  können. 

Die  Bahnen  der  Punkte  eines  der  genannten,  optisch  zweiachsigen 
Krystalle  entsprechen  sich  in  affinen  iHumlicben  Systemen,  für  welche 
der  Punkt  0  und  die  unendlich  fernen  Punkte  X^,  F  ,  Z^  der  ther- 
mischen  Achsen  Ox,  Oy,  Og  selbstentsprechende  Punkte  sind;  und  die 
abwickelbaren  Flächen,  welche  von  den  Ebenen  dieses  Krystalls  erzeugt 
werden,  entsprechen  sich  ebenfalls  in  diesen  affinen  räumlichen  Systemen. 
Insbesondere  entsprechen  sich  die  Bahnen  der  in  den  thermischen 
Achsenebenen  befindlichen  Punkte  in  affinen  ebenen  Systemen,  für 
welche  der  Punkt  0  sowie  je  zwei  der  Punkte  X^,  F^,  Z^  selbstent- 
sprechende Punkte  sind,  und  die  Kurven,  welche  die  Geraden  in  diesen 
Ebenen  im  allgemeinen  umhüllen,  entsprechen  sich  ebenfalls  in  diesen 
affinen  ebenen  Systemen.  Die  Bahnen  der  Punkte  jeder  durch  den 
Punkt  0  gehenden  Geraden  sind  homothetisch  ähnlich. 

Nehmen  wir  an,  dafs  die  Koordinaten  eines  Punktes  P  durch 
Funktionen  der  Temperatur  t  bestimmt  sind,  z.  B.  durch  die  linearen 
Funktionen  x  ^  a  +  aty  y  =  b  +  ßt,  e  ^  c  +  yt,  oder  durch  die  all- 
gemeineren Funktionen  x^  a  +  af{t),  y  =  h  +  ßf(t),  z  =  c  +  yf(t), 
dann  bewegt  sich  der  Punkt  P  auf  einer  Geraden;  demzufolge  bewegen 
sich  alle  Punkte  des  Krystalls  auf  Geraden  und  beschreiben  auf  den- 
selben ähnliche  Punktreihen,  die  sich  in  affinen  räumlichen  Systemen 
entsprechen,  für  welche  die  Punkte  0,  X^,  Y^,  Z^  selbstentsprechende 
Punkte  sind.  Femer  erzeugen  in  diesem  Fall  alle  Ebenen  des  Kry- 
stalls, welche  die  drei  Koordinatenachsen,  resp.  die  thermischen  Achsen 
im  Endlichen  schneiden,  abwickelbare  Flächen,  die  sich  in  diesen  affinen 
räumlichen  Systemen  entsprechen,  und  von  den  drei  Koordinatenebenen 
in  Parabeln  geschnitten  werden;  denn  die  in  diesen  Ebenen  befindlichen 
Geraden,  welche  je  zwei  Koordinatenachsen  im  Endlichen  treffen, 
umhüllen  Parabeln,  die  von  diesen  Koordinatenachsen  berührt  werden. 
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Die  Ebenen  aber^  welche  zu  einer  Koordinatenachse  parallel  sind,  um- 
hüllen parabolische  Cylinder. 

Bei  einem  optisch  einachsigen  Krystall,  dessen  thermische  resp. 
optische  Achse  in  Oe  liegt,  ist  das  ebene  System  in  der  festen  Ebene 
Oxy  ein  ähnlich -veränderliches  System,  dessen  Punkte  ähnliche  Punkt- 
risihen  auf  Geraden  beschreiben,  die  durch  den  festen  Punkt  0  gehen, 
und  alle  zu  Oxy  parallele  resp.  auf  Oe  senkrechte  Ebenen  sind 
dauernde  Ähnlichkeitsebenen.  Alle  durch  die  optische  Achse  Ob  ge- 
legten Ebenen  sind  [fest  und  demnach  liegen  die  Bahnen  der  Punkte 
eines  solchen  Erystalls  in  diesen  Ebenen.  Diese  ebenen  Bahnen  ent- 
sprechen sich  in  afiSnen  räumlichen  Systemen,  fär  welche  der  Punkt  0, 
'  sowie  der  unendlich  ferne  Punkt  Z^  der  optischen  Achse  Oz  und  zwei 
beliebige  unendlich  ferne  Punkte  der  Ebene  Oxy  selbstentsprechende 
Punkte  sind.  Femer  entsprechen  sich  die  Bahnen  in  jeder  durch  OZ^ 
gelegten  Ebene,  welche  die  Ebene  Oxy  in  einer  Geraden  017, 
schneidet,  in  affinen  ebenen  Systemen,  ftlr  welche  die  Punkte  0,  U^y  Z^ 
selbstentsprechende  Punkte  sind.  Da  jede  Gerade  in  der  Ebene  Oxy 
während  der  Bewegung  ihre  Richtung  nicht  ändert,  so  umhüllen  die 
Ebenen  des  Erystalls  Gylinderflächen,  welche  der  Ebene  Oxy  parallel 
sind.  Einer  um  den  Punkt  0  beschriebenen  Kugel  K  entspricht  nach 
einer  unendlich  kleinen  Änderung  ein  unendUch  nahes  RotationseUip- 
soid  K' y  dessen  Mittelpunkt  0  ist  und  dessen  Rotationsachse  in  Ob 
liegt.  Wenn  nun,  wie  z.  B.  bei  dem  Ealkspath,  in  dieser  Rotations- 
achse eine  Ausdehnung  und  senkrecht  zu  derselben  eine  Zusammen- 
ziehimg stattfindet,  dann  schneidet  das  Rotationsellipsoid  K'  die 
Eugel  K  in  zwei  Ereisen  |',  denen  die  Ereise  |  entsprechen,  und  die 
Mantellinien  des  Rotationskegels  OS,  sowie  die  zu  denselben  parallelen 
Geraden  sind  dann  momentan  starre  Gerade  in  diesem  Erystall. 

Hiemach  ist  es  nicht  zulässig  wie  F.  Neumann^)  folgerte:  „Man 
könnte  aus  dem  Ealkspath  Stäbe  schneiden,  deren  Längen  sich  mit  der 
Temperatur  nicht  ändern;  hier  lost  also  eine  krystaUinische  Substanz 
ein  Problem,  dessen  Lösung  oft  sehr  gewünscht  wird.'^  Denn  dauernde 
starre  Gerade  würden  nur  dann  vorhanden  sein,  wenn  durch  Beobach- 
tung erkannt  würde,  dafs  auf  den  thermischen  Achsen  OXy  Ob,  resp. 
zwei  Punkte  X,  Z  in  dem  Ealkspath  bei  der  thermischen  Veränderung 
konstanten  Abstand  haben. 

Li  denjenigen  optisch  zweiachsigen  Erystallen,  in  welchen  nur  eine 
Hauptschwingungsrichtung  des  Lichtes  für  alle  Farben  dieselbe  ist, 
bleiben  diese  Richtung  und  eine  zu  ihr  senkrechte  Ebene  während  der 


1)  F.  Ne um  an n^YorleBungen  über  die  Theorie  der  Elasticitftt  etc.  1885,8.118. 
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thermischen  Veränderung  bestandig  senkrecht  aufeinander.  Wir  können 
in  einem  solchen  Erystall  durch  einen  Punkt  0  desselben  eine  Gerade 
O0  parallel  zu  dieser  Richtung,  femer  durch  0  senkrecht  zu  ihr  eine 
Ebene  e  legen,  und  diese  Gerade  Ois  sowie  diese  Ebene  e  als  fest 
annehmen.  Die  feste  Gerade  O0  ist  dann  in  diesem  Erystall  die 
einzige  thermische  Achse;  denn  in  der  festen  Ebene  e  desselben 
existieren  nachweislich  keine  thermischen  Achsen.  Man  könnte  nun 
vermuten,  die  thermische  Yeranderung^eines  solchen  Erystalls  sei  auch 
eine  einförmige  Bewegung  eines  afßn-yeranderlicben  räumlichen  Systems, 
in  welchem  aufser  der  Geraden  Ojs  als  reeller  thermischer  Achse  noch 
zwei  durch  den  Punkt  0  gehende  imaginäre  Gerade  in  der  Ebene  e 
als  imaginäre  thermische  Achsen  fest  sind.  Wenn  dies  durch  experi- 
mentelle Beobachtung  und  rechnerische  Bestimmung  bestätigt  würde, 
dann  konnte  man  femer  vermuten,  daTs  die  thermische  Yerändemng 
bei  den  optisch  zweiachsigen  Ery  stallen,  in  welchen  alle  drei  Haupt- 
schwingungsrichtungen des  Lichtes  für  die  verschiedenen  Farben  ver- 
schieden sind,  ebenfalls  eine  einförmige  Bewegung  eines  affin-veränder- 
lichen räumlichen  Systems  sei,  in  dem  eine  Gerade  sowie  eine  zu  der- 
selben nicht  senkrechte  Ebene  und  zwei  in  ihr  liegende  imaginäre 
Gerade  fest  sind.  Wenn  die  thermische  Veränderung  dieser  beiden 
hier  zuletzt  genannten  Abteilungen  der  Erystalle  sich  auch  dem  Ge- 
setze der  einförmigen  Bewegung  affin- veranderlicher  räumlicher  Systeme 
fügte,  und  dann  die  Veränderungen  von  drei  Punkten  in  Bezug  auf 
eine  feste  Ebene,  in  welcher  ein  Erystallpunkt  und  eine  durch  den- 
selben gehende  Erystallgerade  fest  gelegt  sind,  bestimmt  würden,  so 
wäre  damit  eine  vollständige  Einsicht  in  die  thermischen  Verände- 
rungen gewonnen;  denn  die  Auffassung,  dafs  es  in  einem  affin-ver- 
änderlichen räumlichen  System  in  je  zwei  unendlich  nahen,  oder  end- 
lich getreimten  Phasen  drei  auf  einander  senkrechte,  entsprechende 
Gerade  giebt,  die  aber  in  dem  System  wandern  und  als  veränderliche 
thermische  Achsen  zu  betrachten  seien,  kann  die  Vorstellung  dieser 
Veränderungen  nicht  fördem. 

Wir  wollen  noch  solche  einförmig  bewegte  affin -veränderliche 
räumliche  Systeme  betrachten,  in  welchen  sich  dauernde  starre  Gerade 
befinden.  In  einem  affin-TerSnderlichen  ränmlichen  System  nehmen  wir 
wieder  drei  auf  einander  senkrechte  Gerade  Ox,  Oy,  O0  als  feste 
Systemgerade  und  als  Eoordinatenachsen  an.  Wenn  nun  auf  diesen 
Eoordinatenachsen  die  Systempunkte  X,  Y,  Z  sich  so  bewegen,  dafs 
die  Strecken  XZ  =  a,  YZ »  b  konstant  sind,  dann  ist  die  Bahn  des 
Systempunktes  P,  dessen  Eoordinaten  OX^x,  OY^y,  Oz^ss  sind, 
und   damit  auch  die  einförmige  Bewegung  dieses  affin -vei&iderlichen 
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räumlichen  Systems  bestimmt.  Bezeichnen  wir  die  Projektionen  des 
Systempunktes  P  auf  die  Eoordinatenebenen  Oxy,  Oxe,  Oyz  resp. 
mit  P^y  P^y  P^y  so  ergiebt  sich^  dafs  der,  Punkt  P^  in  der  Ebene  Oxy 
sich  auf  einer  durch  die  Gleichung  a:«  -  y»  =  a«  -  6»  bestimmten  gleich- 
seitigen Hyperbel  bewegt^  dafs  femer  der  Punkt  P,  in  der  Ebene  Oxs 
sich  auf  einem  um  0  mit  dem  Radius  a  beschriebenen  Kreis,  und  der 
Punkt  P,  in  der  Ebene  Oye  auf  einem  um  0  mit  dem  Radius  b  be- 
schriebenen Kreis  bewegt.  Demnach  ist  auch  die  Gerade  OP^  eine 
starre  Gerade  in  dem  affin-veranderlichen  ebenen  System  in  der  Ebene 
Oxsf  und  femer  auch  die  Gerade  OP3  eine  starre  Gerade  in  dem  afiBn- 
veriLnderlichen  ebenen  System  in  der  Ebene  Oye.  Denken  wir  uns 
nun  in  der  zu  Oz  senkrechten  Ebene  durch  den  Punkt  Z  eine  Ellipse 
e  gegeben,  deren  Halbachsen  ZP^  «  )/a^  —  0*,  ZP^  =  ]/6*-- jer^  sind, 
dann  gehört  der  Kegel  Oa  zu  dem  afBn-veränderüchen  räumlichen 
System  und  seine  Mantellinien  sowie  alle  Parallelen  zu  denselben  sind 
dauernde  starre  Gerade  in  diesem  System. 

Nehmen  wir  nun  in  dem  affin -veränderlichen  räumlichen  System 
die  Schar  coazialer  ähnlicher  einschaliger  Hyperboloide  an,  far 
welche  der  Kegel  Oe  gemeinsamer  Asymptotenkegel  und  somit  auch 
der  feste  Punkt  0  gemeinsamer  Mittelpunkt  ist;  dann  wird  jedes  dieser 
affin- veränderlichen  Hyperboloide  aus  starren  Geraden  gebildet^  die 
wir  uns  in  ihren  Treffpunkten  gelenkig  verbunden  denken  können. 
Die  Achsen  dieser  coaxialen  ähnlichen  Hyperboloide  liegen  in  den 
Koordinatenachsen  OXy  Oy,  Oz'^  und  es  sind,  wenn  Tc  eine  Konstante  be- 
zeichnet, die  Halbachsen  des  betreffenden  Hyperboloids  resp.  gleich 
Äj/a*  —  z^f  hyii*  —  z^y  hz.  Demnach  bilden  die  Phasen  eines  jeden  dieser 
affin-veränderlichen  Hyperboloide  eine  Schar  konfokaler  Hyperboloide. 

Bei  diesem  einförmig  bewegten  affin- veränderlichen  räumlichen 
System  fallt  der  Kemkegel  Os,  wie  es  die  momentane  Bewegung  er- 
giebt, mit  dem  Einhüllkegel  zusammen,  und  ist  demnach  der  Ordnungs- 
kegel  des  polaren  Richtnullsystems  ftlr  die  Geschwindigkeiten,  welches 
beständig  in  allen  Phasen  dieses  veränderlichen  Systems  auftritt.  Da  jede 
Gerade  auf  einem  der  coaxialen  ähnlichen  Hyperboloide  auch  in  einer 
Tangentialebene  des  Ordnungskegels  Os  liegt,  so  sind  die  Geraden  aller 
dieser  Hyperboloide  normal  starre  Gerade.  Die  Bewegungsrichtungen 
der  Punkte  einer  normal  starren  Geraden  sind  senkrecht  zu  derselben 
und  die  zugehörige  Drehachse  fallt  mit  ihr  zusammen.  Jede  Tangen- 
tialebene an  einem  der  coaxialen  ähnlichen  Hyperboloide  schneidet 
dasselbe  in  zwei  durch  den  Berührungspunkt  gehenden  normal  starren 
Geraden,  und  folglich  bewegt  sich  der  Berührungspunkt  stets  senk- 
recht zu   der  Tangentialebene.    Die  Punkte  dieser  coaxialen  ähnlichen 
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Hyperboloide  bewegen  sich  demnach  immer  auf  Normalen  derselben. 
Diese  Beziehungen  ergeben  sich  auch  unmittelbar  aus  dem  13.  Satz. 
Denken  wir  uns  an  beliebiger  Stelle  in  dem  affin-veränderlichen  räum- 
lichen System  ein  einschaliges  Hyperboloid  gegeben^  dessen  Asymptoten- 
kegel dem  Ordnungskegel  Os  kongruent  und  paraUel  zu  demselben  ge- 
stellt ist^  dann  wird  auch  dieses  affin-veränderliche  Hyperboloid^  dessen 
bewegte  Achsen  zu  den  Koordinatenachsen  parallel  bleiben^  aus  ge- 
lenkig verbunden  gedachten  starren  Geraden  gebildet^  und  die  momen- 
tanen Drehachsen  dieser  starren  Geraden  liegen  in  den  Tangentialebenen 
des  jeweiligen  Ordnungskegels  Oe. 

Wenn  von  jenen  konstanten  Strecken  a  >  6  ist,  so  wird  die  ver- 
änderliche Strecke  OZ  im  Maximum  gleich  6;  dann  schrumpfen  mit 
dem  affin-veränderlichen  räumlichen  System  die  gelenkigen  Hyperboloide 
in  der  Eoordinatenebene  0x0  zusammen  und  die  starren  Geraden 
auf  denselben  gehen  in  Tangenten  an  coaxialen  ähnlichen  Hyperbeln 
über.  Gelangt  der  Punkt  Z  nach  0,  wird  also  die  Strecke  OZ  =  0, 
dann  schrumpfen  mit  diesem  System  auch  diese  Hyperboloide  in  der 
Koordinatenebene  Oxy  zusammen,  und  die  starren  Geraden  gehen  in 
Tangenten  an  coaxialen  ähnlichen  Ellipsen  über.  Jedes  einschalige 
Hyperboloid  ist  hiernach  ein  affin-veränderliches  Gebilde  aus  starren 
Geraden,  die  in  ihren  Trefipunkten  als  gelenkig  verbunden  betrachtet 
werden  können. 

Wenn  jene  beiden  konstanten  Strecken  a,  b  gleich  sind,  ist  das 
ebene  System  in  der  Koordinatenebene  Oxy  ein  ähnlich-veränderliches, 
dessen  Punkte  sich  auf  Geraden  bewegen,  die  durch  den  Punkt  0 
gehen,  und  die  Systempunkte,  welche  nicht  in  den  Koordinatenachsen 
liegen,  bewegen  sich  in  den  durch  O0  gelegten  Ebenen  auf  Ellipsen, 
deren  Mittelpunkt  0  ist  und  die  fQr  die  Punkte  des  Ordnungskegels 
Os  in  Kreise  übergehen.  In  diesem  speziellen  Fall  sind  die  gelenkigen 
Hyperboloide  in  dem  affin-veränderlichen  räumlichen  System  Rotations- 
hyperboloide. In  schlichter  AusfQhrung  kommt  das  gelenkige  Botations- 
hyperboloid  vor  als  veränderliches  Blumentopf- Gitter  und  als  Winde- 
fläche bei  einer  einstellbaren  Garnwinde.  Das  gelenkige  Hyperboloid 
wurde  von  0.  Henrici^)  erkannt  und  als  Modell  ausgeführt,  und  auf 
die  affine  Yerimderung  desselben  hat  F.  Schur*)  hingewiesen. 

Werden  die  Punkte  des  affin -veränderlicheo  räumlichen  Systems 
auf  der  Koordinatenachse  O0  als  fest  angenommen,  dann  sind  auch  die 
auf   O0  senkrechten   Ebenen  fest,  und  die  Bahnen  der  Systempunkte 

1)  Katalog  mathematlBclier  und  physikalischer  Modelle  etc.  von  W.  Dyck. 
1892,  S.  261. 

2)  In  dieser  Zeitschrift  1899,  Bd.  44,  S.  62. 
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liegen  in  diesen  Ebenen^  in  denen  die  ebenen  Systeme  gleiche  Be- 
wegungen vollziehen.  Bewegen  sich  nun  zwei  Sjstempunkte  X,  Y  auf 
den  beiden  anderen  Koordinatenachsen  Oxy  Oy  derart,  dafs  die  Strecke 
XF»m  konstant  ist,  dann  bewegt  sich  der  Punkt  P^,  dessen 
Koordinaten  0 X,  OY  sind,  in  der  Ebene  Oxy  auf  einem  um  den 
Punkt  0  mit  dem  Radius  m  beschriebenen  Kreis;  demnach  sind  die 
Bahnen  aller  Punkte  der  Geraden  OP^  konzentrische  Kreise  mit  dem 
Mittelpunkt  0;  und  femer  sind  die  Bahnen  der  anderen  Punkte  dieses 
affin-veränderlichen  ebenen  Systems  Ellipsen,  die  fülr  die  Punkte  auf 
den  Koordinatenachsen  in  gerade  Strecken  übergehen.  Das  ebene 
System  in  der  Ebene  OzPi  ist  ein  starres,  weil  die  Strecken  auf  Os 
und  OP^  konstant  sind;  und  das  gleiche  gilt  von  dem  ebenen  System 
in  der  Ebene  OgP^,  die  mit  der  Koordinatenebene  Oxz  oder  Oyz 
gleiche  Winkel  bildet,  wie  die  Ebene  OzP^,  Demnach  sind  die 
Ebenen  OjsPi,  OzP[  und  die  zu  denselben  parallelen  Ebenen  in  dem 
affin -veränderlichen  räumlichen  System  Starrheitsebenen;  und  jener 
Kegel  Ob  artet  in  diesem  Fall  aus  in  die  beiden  Ebenen  OzP^y  OzP[, 
Dies  ergiebt  sich  auch  daraus,  dafs  einer  um  den  Punkt  0  beschrieb^ien 
Kugel  in  einer  Systemphase  ein  EUipsoid  in  einer  anderen,  oder  in 
einer  unendlich  nahen  Systemphase  entspricht,  welches  die  Kugel  in 
zwei  auf  Oz  liegenden  Punkten  berührt  und  in  zwei  Kreisen  schneidet 

Nehmen  wir  in  diesem  ähnlich -veränderlichen  räumlichen  System 
ein  hyperbolisches  Paraboloid  an,  dessen  beide  Geradenscharen  zu  den 
Starrheitsebenen  OzP^,  OzP[  parallel  sind  und  dessen  Hauptschnitt- 
ebenen parallel  zu  den  Koordinatenebenen  oder  in  denselben  li^[8n; 
dann  wird  dieses  affin-veränderliche  hyperbolische  Paraboloid  aus  starren 
Geraden  gebildet,  die  in  ihren  Trefi^unkten  als  gelenkig  verbunden 
betrachtet  werden  können.  Jedes  hyperbolische  Paraboloid  ist  hiemach 
ein  affin -veränderliches  Gebilde  aus  starren  Geraden,  die  in  ihren  Treff- 
punkten gelenkig  verbindbar  sind. 

In  diesem  affin -veränderlichen  räumlichen  System  verwandelt  sich 
femer  jede  Fläche  zweiter  Ordnung,  deren  Kreisschnitte  zu  den  Starr- 
heitsebenen OzP^,  OzP[  parallel  sind,  in  eine  solche  mit  denselben 
Kreisschnitten.  Alle  diese  affin-veränderlichen  Flächen  zweiter  Ordnung, 
die  einem  solchen  affin -veränderlichen  räumlichen  System  angehören, 
wurden  von  A.  BrilP)  in  Karton- Modellen  ausgeführt. 

1)  Verlag  von  M.  Schilling  in  Halle  a.  S.,  früher  im  Verlag  von  L.  Brill 
in  Darmstadt. 
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Zur  Ausgleichung  Ton  Polygonen  nnd  von  Dreiecksketten 
nnd  über  die  internationale  N&hernngsformel  für  den 

mittleren  Winkelfehler. 

Von  L.  Ebügeb  in  Potsdam. 

Einem  Antrage  des  Herrn  A.  Ferrero  folgend^  der  durch  ein  von 
den  Herren  F.  B.  Helmert  und  W.  Foerster  erstattetes  Gutachten 
unterstützt  wurde^  hat  die  Vereinigung  der  internationalen  Erdmessung 
zu  Nizza  1887  den  Beschlufs  gefafst,  daGs  den  Berichten  über  den 
Stand  der  Triangulationen  der  Erdmessung  für  jedes  Dreiecksnetz  der 

nach   der  Näherungsformel  1/-^   berechnete   mittlere    Fehler    eines 

Winkels,  bezw.  1/—*^-   für   die  Richtung;  zugefügt  wird,     w  bedeutet 

den  Widerspruch  zwischen  Rechnung  und  Beobachtung  für  die  Winkel- 
Bumme  eines  Dreiecks  und  n  ist  die  Anzahl  aller  Dreiecke.  Indem 
man,  ohne  anf  die  Bedingungsgleichungen,  die  von  den  Seitenver- 
hältnissen herrühren,  Rücksicht  zu  nehmen,  aus  sämtlichen  Winkel- 
gleichungen für  den  Dreieckswiderspruch  einen  mittleren  Wert  her- 
stellt, schliefst  man  also  auf  den  mittleren  Wert  der  Abweichung  eines 
Winkels  bezw.  einer  Richtung.  Streng  richtig  ist  bekanntlich  die 
Ferre rösche  Formel  nur  für  eine  Kette  einfach  aneinander  hängender 
Dreiecke,  in  denen  jeder  Winkel  mit  gleichem  Gewichte  gemessen  ist. 
Ich  werde  nun  im  Folgenden  zunächst  die  Ausgleichung  eines 
Zentralsystems  geben,  bei  dem  die  Dreieckswinkel  durch  Winkelheoh' 
achtungen  von  gleicher  Genauigkeit  erhalten  sind;  im  AnschlulB  daran 
wird  für  eine,  aus  aneinander  gereihten  Zentralsystemen  bestehende 
Doppelkette  für  den  mittleren  Winkelfehler  eine  Näherungsformel  ent- 
wickelt, die  ohne  vielen  Rechnungsaufwand  eine  etwas  gröfsere  An- 
näherung als  die  Ferrerosche  Formel  giebt.  Nachdem  darauf  die 
Formeln  zur  Ausgleichung  einer  einfach  zusammenhängenden  Dreiecks- 
kette, in  der  nach  Bichtungm  beobachtet  ist,  zusammengestellt  sind, 
wird  unter  der  Annahme  gleicher  Richtuugsgewichte  die  Bedingung  her- 
geleitet, wann  die  internationale  Näherungsformel  den  mittleren  Rich- 
tungsfehler der  Ausgleichung  genau  darstellt.  Unter  Voraussetzung 
gleichwertiger  Richtungsbeobachtungen  wird  sodann  wieder  die  Aus- 
gleichung eines  Zentralsystems  ausgeführt.  Während  hierbei  aufser 
den  Winkelgleichungen  auch  die  Seitengleichung  in  Betracht  gezogen 
wird,  ist  bei  der  nun  folgenden  Ausgleichung  zweier  in  zwei  Dreiecken 
zusammenhängenden  Zentralsysteme   und  femer  bei  der  Ausgleichung 
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eines  Polygones,  in  dem  aUe  Richtungen  zwischen  je  zwei  Punkten  be- 
obachtet  sind^  auf  die  Seitengleichungen  keine  Rücksicht  genommen. 
In  letzterem  Falle,  wenn  also  in  einem  Polygon  aufser  den  Seiten  auA 
sämtliche  Diagonalen  mit  gleichen  Oewichten  beoba>chiet  sind,  giebt  dk 
Ferrerosche  Formet  genau  denselben  Wert  für  den  mittleren  Richtungs- 
fehler toie  die  Ausgleichung  der  Winkelgleichungen.  Zum  Schluls  wird 
noch  fiir  eine  aus  Richtungsbeobachtungen  heirorgegangene  Doppel- 
kette, die  aus  aneinandergefügten  Vierecken  besteht,  aus  den  Winkel- 
gleichungen allein  der  mittlere  Fehler  einer  Richtung  entwickelt 


Fig.  1. 


1. 

Ein  Zentralsystem  setze  sich  aus  r  Dreiecken  PqP^P^,  PqP^P^  ..., 
P^PfPi  zusammen.   Fig.  1.  Es  wird  vorausgesetzt^  dafs  in  jedem  Dreieck 

die  3  Winkel  mit  gleichem  Gewichte,  =«  1, 
g^nessen  sind  Die  beobachteten  Winkel- 
werte  im  iten  Dreiecke  P,Pf+iPo  seien 
A^,  JBj,  C|,.  Die  zugehörigen  Winkelver- 
besserungen, die  die  Ausgleichung  des 
Zentrabystems  erfordert,  werden  durch  a,-, 
ßo  Vi  bezeichnet.    Femer  sei 

w,^im^{A,  +  B,  +  Q 
-f  Exzefs  des  Dreiecks  P,P,+iPo, 


und 


1 


cotg  A^  =  a<,    cotg  B^  =  ft,, 


#/ 


sin  ^  sin  ^  ...  sin  ^^ 
Mod     ^  sin  £|  sin  £, . . .  sin  £^ 


rt 


l.     *^         arcl" 

Mod -0,4342945. 
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DieBedingnngsgleichungen  des  Zentralsystems  setzen  sich  zusammen 
aus  r  Dreieckswinkelgleichungen,  dem  Horizontabschlofs  auf  Pg  und 
der  Seitengleichung  um  P^: 

«i  +  A  +  y,  -  Wi, 


(1) 


r 
1 


A, 


(<sl...r) 
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Sind   Xiy  . . ,,  Xr+2  die  Korrelaten  derselben,   so   liefert  die  Aue- 
gleichung  für  die  Verbesserungen  die  nachstehenden  Werte: 

(2)  a,  =  X|  — a^Xr+a?    A^x^  +  ^^Xr+s,     y,.  «  x^  +  Xr+i.      (rf=i...») 

Setzt  man 

—  tti  -4-  6«  =  d-m 

so  hat  man  zur  Bestimmung  der  x  die  Normalgleichungen: 

r 

(3)  ^x.  +  rxr+i  =-Ä  (.•«-l...r) 

1 

r  r 


^d,x,  +  ^'(«^  +  6?)  .  x,+,  =  l 


Wird 
(4) 


(tsl...r) 


gesetzt^  wo  wie  auch  weiterhin  die  Summen  von  1  bis  r  gehen,  so  er- 
geben sich  aus  (3)  die  reduzierten  Normalgleichungen: 

3x,.  +        Xr  +  l   +d<-Xr  +  8  =W?, 

Löst  man  die  Gleichungen  (3)  oder  (5)  auf,  so  erhalt  man 

(6)  r^(^  +  lDf).x.+,=^d,.t;  +  i2'(3^  +  '^)-" 

Aus  (5)  folgt  f&r  das  Quadrat  des  mittleren  Winkelfehlers,  ÄP, 

(7)  (r  +  2)  JP  -  i^;«;?  +  A„.  +-^(^^  • 

Ich  werde  nun  die  Ausgleichung  noch  in  anderer  Form  vollziehen, 
die  besonders  in  dem  Falle  übersichtlicher  ist,  wenn  das  Zentralsystem 
aus  Bichtungsbeobachtungen  hervorgegangen  ist.  Indem  man  nämlich 
die  Seitengleichung  auf  eine  andere  Form  bringt,  kann  man  es  ein- 
richten, dafs  die  Verbesserungen  aus  2  getrennten  Ausgleichungen  er- 
halten werden,  von  denen  die  erste  sich  nur  auf  die  Winkelgleichungen 
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(einschliefslich  des  Horizontabschlnsses)  und  die  zweite  sich  nar  auf 
die  umgeformte  Seitengleichnng  bezieht.  In  derselben  Weise  hat  Ganfs 
die  Seitengleichung  in  einem  Viereck  aufgestellt.^) 

Addiert  man  die  Winkelgleichungen  (einschliefslich  des  Horizont- 
abschlusses) ^  nachdem  man  sie  zuvor  mit  den  vorläufig  unbestimmten 
Faktoren  A^,  X^}  ---  ^r+i  multipliziert  hat^  zur  Seitengleichnng^  so  geht 
diese  über  in: 

r 

(8) 

=  l  +  ^  XiWi  +  Ar-l-iÄ  =  L, 

1 

Sind  jetzt  k^^  k^^  . . .,  K-\-i  die  Korrelaten  der  Winkelgleichungen  und 
ist  kr  ^2  die  Korrelate  der  Gleichung  (8),  so  erhält  man  für  die  Ver- 
besserungen die  nachstehenden  Ausdrücke: 

(9)  A  =  i,+  (6,+  A,)i.+„ 

Bildet  man  die  Normalgleichungen;  die  den  Winkelgleichungen  ent- 
sprechen^  so  erhält  man: 

Sk^  +  kr+x  +  (3A^  +  Ar+i  +  d^)kr+2  —  w^ 

r  r  ._^ 

X  X 

wobei  wieder 

—  »<  +  ft<  =  d< 

ist.    Werden  die  k  nun  so  bestimmt  ^  dafs 

3A..+    Ar+i  +  d.«0 

1 

wird;  so  hängen  die  vorstehenden  Normalgleichungen  gar  nicht  mit 
der  Normalgleichung;  die  aus  der  Gleichung  (8)  hervorgeht;  zusammen. 
Die  Gleichungen  (10)  sind  gleichzeitig  die  Bedingungen  daf&T;  dafs 
die  Summe  der  Quadrate  der  Koeffizienten  der  Gleichung  (8)  zum 
Minimum  wird. 


1)  Die  Ausgleichnngs-Reclmungen  der  praktischen  Geometrie  etc.  von  Ch  L 
Gerling  1848,  S.  400  bis  zum  Schlufs. 
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Ans  (10)  folgt: 

r  r 

(10*)        ^+x'h'2^i,  h — H-^2^*- 

1  1 

Für  diege  Werte  der  A  wird  also 

(11)  Oi  —  «;  +  ai\    ßi  =  ßi  +  ßij    yi  =  y'i  +  yi', 

wo  al^ßi^h  und  yl- =  Ä, •  + Ä?r+i  allein  ans  der  Auflosung  der 
(r  +  1)  Normalgleichungen: 

hervorgehen,  wahrend 

(11*)  ai'  =  (-  a,  +  A,)Är+»,  /j;'-(6.-  +  A0*.+2,  yl'^ih  +  A,+i)i,  +  2 

durch  Auflösung  der  der  Gleichung  (8)  entsprechenden  Normalgleichung 
erhalten  werden.  Für  diese  ergiebt  sich  infolge  (10)  zunächst,  wenn 
man  ftbr  a^j  ß^y  y^  die  Werte  aus  (9)  in  (8)  einsetzt, 

r 
^{(-  «I  +  A<)*  +  %  +  A.)*  +  (^«  +  A,  +  ,)M  •*r+.  -  L, 

1 

und  da  nach  (10) 

r  r  r 

1  11 

ist: 

r 

^{oH  +  11  +  kidi}-K+t  ^  L. 

1 

Führt  man  noch  ftlr  Xi  den  Wert  aus  (10*)  ein,  und  setzt  wieder 
wie  vorher 

I     r  r  r 

^  i  1  1 

so  findet  man  endlich: 

r  r 

(12*)  \'2W.+\m-'kr+,''V^-^-^d,-L. 

1  1 

r 

-|- ^^(5?  +  s-^)   ist   das  Minimum   des    ursprünglichen   Koeffizienten 
1 

von  Är+f. 

Femer  sei  bemerkt,  dafs,  wenn  man  die  Seitengleichung  erst  auf- 

Zeitichrifl  f.  Mathematik  a.  Phyiik.  47.  Band.   1908.   1.  u.  2.  Heft.  11 
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stelUy  Bflebdem  die  Winkelwidersprüche  bereits  ausgeglichen  sind,  die 
Konstante  der  Seitengleichung  alsdann  gleich  L  ist. 

Die  Auflösung  der  Normalgleichungen  (12)  und  (12*)  giebt: 


(13) 


Är-l-l 
Ar +  2 


l^i 


8« 
2r 


u 
2r 


(tBl...r) 


2L 


"^{»F+i^n 


Mit  diesen  Werten  erhält  man  aus  (9)  die  von  der  Ausgleichung 
geforderten  Winkelverbesserungen. 

Wenn  man  jetzt  das  mittlere  Fehlerquadrat  nach  der  Formel 

r 
(r  +  2)Jtf»  -  2'«'A  +  A*r  +  1  +  LJCr  +  i 

l 

bildet,  so  kommt  man  wieder  zur  01.  (7). 

Nimmt  man,  wie  bei  der  internationalen  Näherongsformel,  aof  die 
Seitengleichung  keine  Rficksicht,  so  ist  das  mittlere  Fehlerquadrat  einer 
Winkelbeobachtung 

(14)  '"*         ^ 


M' 


r  +  l 


1^«^+^««}, 


r 


wahrend  die  internationale  Nähemngsformel 


^^-^2'^ 


giebt. 

Soll  die  Formel  (14)  denselben  Wert  wie  die  Formel  (7)  fBr  das 
mittlere  Fehlerquadrat  ergeben,   so  mufs  der  aus  (14)  erhaltene  Wert 

2L« 


Jf'»== 


2'W  +  i^?) 


sein;  und  soU  M'^  mit  dem  nach  der  internationalen  Näherungsformel 
erhaltenen  mittleren  Fehlerquadrate  übereinstimmen,  so  mufs 


2«f-i(3A-2'«',y 


sem. 
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2. 

Es  mögen  nun  2  Zentrabysteme^  von  denen  das  eine  aus  r^  Drei- 
ecken, das  andere  aus  r,  Dreiecken  bestehl^  in  2  gemeinschaftlichen  Drei- 
ecken zusammenhängen.  In  jedem  Dreiecke  der  Figur  seien  die  3 
Winkel  beobachtet.  Die  Ausgleichung  der  Winkelverbesserungen^  die 
wie  vorher  sämtlich  gleiches  Gewicht  haben  sollen^  wird  unter  der 
Voraussetzung  erfolgen,  dafs  nur  die  Winkelgleichungen  ftLr  die  r^+^t^^ 
Dreiecke  und  für  die  beiden  Horizontabschlüsse,  nicht  aber  die  beiden 
Seitengleichungen  berücksichtigt  werden. 

Die  Widersprüche  der  gemeinschaftlichen  Dreiecke  seien  tOi,  w^, 
so  dafs  die  Dreieckswidersprüche  des  ersten  Polygons  w^,w^,w^y'  -  -,Wr^ 
und  die  des  zweiten  w^,w^,Wr^^iy'  *  ',Wr^+r^--i  sind.  Die  Beobach- 
tungswerte der  Winkel  am  ersten  Zentrum  seien  C^,  C^,-  *  *,Cr^  und 
die  am  zweiten  ^,  B^,  Cr^  +  i;  •  •  •,  Cr^+r,— «;  \  und  h^  sind  die  zu- 
gehörigen Horizontabschlüsse.  Ferner  seien  im  ersten  System  Aj^^B^] 
A^,  jBj,;  •  •  •;  Är„  Br,  und  im  zweiten  J?,,  C,;  C^,  A^]  Ar^^i,  ^r,+i;  •  •  •; 
Ar^  +  r^^%f  jBri  +  r«--8  dic  beobachteteu  Winkel  an  den  Polygonseiten. 
Die  Verbesserungen  der  Winkel  A,  B,  C  werden  wieder  durch  a,  ß,  y 
mit  dem  zugehörigen  Index  bezeichnet.  Dementsprechend  hat  man  die 
nachstehenden  (r^  +  ^%)  Winkelgleichungen: 

«»  +  /'n  +  y»  =  ^n    (i«=l-(rt+r.-8)) 

(1)  n  +  ya  +  •  •  •  +  yr,  =  Ai 

Sind  &i;-*-;%rx+r«  die  Korrelaten  dieser  Bedingungsgleichungen,  so  ist 

(2)  :     ;    : 

Damit  gelangt  man  zu  folgenden  Normalgleichungen: 

3iy  •  .  +*r,-f-r.'-W'iÜ=(r.+l)-.(r,+r.-2)) 

*!  +  *«+ |-*r»  +riÄr,  +  r.-l  '  =  ^i 

K  +  J^t  '  +Ärj-hlH l"*ri  +  r,-2  *  -f  rjfcr^-f-r.^  Ä,. 

II* 
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Setzt  man 

SO  erhalt  man  aas  (3): 

oder 

/Cr^+r.-i-  2  r,r, -1 

fr    .  ^  S^^t  +  ^l    . 

'^'+''«  «  r^r,  -  1  • 

Da  unn  hier  das  mittlere  Fehlerquadrat  eines  Winkels^  ohne  Rücksicht 
auf  Seitengleichungen: 

ist^  so  hat  man  zunächst  nach  (3)  und  (4) 

und  also  nach  (5) 

(6)       Jtf.  =  _i-_  j  1^'«^  +  5(^1)  [»-,«1  +  r.«|  +  2u,«.] ) . 

Angenähert  läfist  sich  daf&r  schreiben: 

(6.)  ^"  =  ^(i2'«''  +  i?  +  i^|- 

Hiernach   und   nach   (14),    1    wird   man   mithin  ^  —  als  Beitrag 

eines    Polygonschlusses    zu    der   Summe    der    Fehlerquadrate    ansehen 
können. 

Hat  man   daher   eine,   R  Dreiecke   enthaltende   Doppelkette,  die 
aus  q  Zentralsystemen^  die  je  in  2  Dreiecken  zusammenhangen,  besteht, 

so  dafs 

R^r^  +  r^  +  "'  +  r^-2{q-l) 

ist;  SO  ist  angeiuLhert  das  Quadrat  des  mitteren  Winkelfehlers  (ohne 
Rücksicht  auf  Seitengleichungen): 

wo 


Von  L.  Krüger.  165 

ist.  Wi  ist  die  Summe  *der  r^  Dreieckswidersprüche  des  iten  Zentral- 
systemS;  h^  dessen  HorizontabBchluTs. 

Bevor  nun  zur  Ausgleichung  eines  Zentralsystems  unter  Zugrunde- 
legung von  Richtungsbeobachtungen  geschritten  wird^  sollen  erst  im 
Folgenden  die  Ponneln  fOr  eine  einfach  zusammenhängende  und  nach 
Riclfbungen  beobachtete  Dreieckskette  zusammengestellt  werden. 

3. 

Eine  Dreieckskette  sei  einfach  zusammenhängend,  sodaTs  keine 
Seitengleichungen  bestehen.  Wenn  sich  nun  femer  die  Stationsaus- 
gleichungen  als  voUe  Säfa»e  unabhängiger  Richtungsbeobachtungen,  sei 
es  mit  gleichem  oder  sei  es  mit  ungleichem  Gewichte^  darstellen  lassen^ 
so  fallen  die  zur  Kette  gehörigen  Normalgleichungen  unter  die  folgende 
allgemeine  Form  (vgl.  Astr.  Nachr.  Bd.  138;  S.  153  u.  f.). 

(1)  ;        ;        ;     ; 

—  ttr  —  lr  JCr  —  1  -\-  (Ir  ■  r  ^r  '  =  Wr  • 

Die  a  sind  Konstanten^  k^  ist  die  Korrelate  der  iten  Winkelgleichung; 
fi7.  bedeutet  den  Widerspruch  zwischen  dem  berechneten  ^  sphärischen 
oder  spharoidischen^  Exzefs  und  der  um  180^  verminderten  Summe  der 
3  Winkel  des  tten  Dreiecks. 

Bestimmt  man  ein  Wertsystem :  fi^  ^  fig  ^ " '  ?  f^r + 1  durch  die  Beziehungen : 

(2)  —  a<-i.f  fA|-i  +  af.*fi<  — a,-.,-4-ifAf+i  =  0, 

wobei  a^r+i  willkürlich  ist^  ebenso  wie  auch  fi^^  femer  fi^  gleich  Null 
sein  soll;  und  setzt  man  weiter 

(3)  ^H^i  ==  ^u 

so  ergeben  sich  aus  (1)  die  reduzierten  Normalgleichungen: 

flH-2  —  Äj  —  Ol    %k^=    TT" 


(4) 


Hl  7  ^• 


Kr—l  —  U/r  —  lrf^r 


(»r-l  »*r-l 


n.        ,     '*'•  +  »/•                                    —  ^ 
Or  •  r  4- 1 «r  —    
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Das  mittlere  Fehlerquadrat  der  Gewichtseinlieit  wird  daher: 

(5)  ^«  =  iV_!?3_. 

»==1 

Will  man  in  dieser  Formel  nach-  w\y  w\y  -  •  •  ordnen^  so  ist  es 
zunächst  vorteilhaft;  noch  ein  anderes  Wertsystem  Vj,  i'j,  •  •  •,  Vr+i  ver- 
mittelst der  Beziehungen 

(6)     —  ttr  — ,--f  i-r  — f-f«  Vt  — i  +  ttr  — <-f  l-r  — •  +  lVrf  —  O^— i-r  — 1+1  ^'»  +  1  =0 

(irsl...r) 

einzufuhren.     Dabei  soll  Vq  —  Oj  v^  und  ebenso  Ooi  willkürlich  sein 
Alsdann  ist 

(t  Bi  1  •  • .  r) 

Hieraus  folgen  die  Gleichungen: 

1 .   1         f  ützii+i  _  ?^!::^i  , 

«r—    r-i  +  l^-^'i  +  l         «0. 1^+1^*1  l        n  n  +  lT 

deren  wiederholte  Anwendung  ergiebt: 

(8)  ^7' 

1  f*r-<  +  l 


Mittelst  der  ersten  der  Gleichungen  (8)  erhalt  man  aus  (5): 

rm^  =  __Jj___ilh'^rW\+2i»^Vr-.iW^w^+2ii^Vr^%w^w^-\ |-2fi,ri«Ci«fr 

(9)  +      fÄjVr-at«^       +  —  +  2ft,1'iV5lf' 

•       •       •       •      •     •    ' 

oder 

(9*)  +W8[f*l^r-2W'i  +  fA2i'r-2W^S  +  f48Vr-2W'8  +  "-  +  f«S*'l*"^l 
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Da  nun  aber  auch 

r 


1 


ist,  wo  kl-  •  -kr  lineare  Funktionen  der  w  sind,  deren  Glieder  sym- 
metrisch za  der  ersten  Diagonalreihe  sein  mflssen,  so  schliefst  man  aas 
(9*),  daTs 


ist.  Wie  man  sich  überzeugt,  geben  diese  Ä;  die  Auflosung  des  .Glei- 
chungssystems (1)  bezw.  (4),  wenn  man  die  Gleichungen  (2)^  (G)  und 
(7)  berücksichtigt.  Die  Gleichung  (9)  oder  (9*)  ^ist  sich  noch  in  die 
folgenden  Formen  bringen: 

r 

(11) 

wobei  W^  —  0  ist.  Sie  haben,  wie  auch  (9)  und  (9*)  vor  (5)  den 
Vorteil,  nur  einen  und  denselben  Nenner  zu  besitzen. 

Stellt  man  das  Normalgleichungssystem  (1)  in  umgekehrter  Reihenr 
folge  auf,  indem  man  mit  der  letzten  Gleichung  beginnt,  und  bildet 
man  darauf  mit  Hilfe  von  (6)  die  reduzierten  Normalgleichungen,  so 
gelangt  man  zu  folgendem  Ausdrucke  für   das  mittlere  Fehlerquadrat: 

den  man  vermittelst  der  zweiten  der  Gleichungen  (8)  wieder  in  die 
Gleichung  (9)  umwandeln  kann. 

Es  werde  nun  im  Besonderen  angenommen,  dafs  die  Beobachtungen 
für  die  Kette  derart  erfolgt  sind,  dafs  sämtliche  Richtungsverbesserungen 
V\.i  gleiches  Gewicht,  nämlich  1,  haben. 

Bei  der  einfach  zusammenhängenden  Dreieckskette  sind  3  Formen 
zu  unterscheiden. 

I.  Die  Dreiecke  der  Kette  sind  so  aneinander  gereiht,  dafs  in  den 
Winkelgleichungen,  welche  zu  zwei  aufeinander  folgenden  Dreiecken 
geboren,  die  Verbesserungen  Vhi  und  t;,-.Ay  die  sich  auf  die  beiden  Drei- 
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Fig.  8. 


ecken   gemeinschaftliche   Seite   beziehen^   entgegengesetzte    Vorzeichen 

haben.  Dies  findet  statt, 

wenn  man    die    Seiten 

^  der      Dreiecke,      siehe 

Figur  2,   in   demselben 

Sinne     durchläuft    und 

dabei  die  gemclinschaflr 

-Pf  ^  liehen  Seiten  je  zweier 

zusammenhangender 
Dreiecke  entgegengesetzte  Bewegungsrichtung  zeigen.     Alsdann  ist  in 
den  Normalgleichungen  (1) 

(13)  a^.;«6,     a,-.i+i  =  +  2 

zu  setzen.     Die  Gleichungen  (2)  und  (6)  geben  damit 


^ 


(14) 


^1 


Vi 


N. 


^Ni^^  +  3N,^Ni+i^0,    iVo^O 


Für  N^  =  1  wird  iV,  =  3,  iV,  =  8,  N^  =  21,  N^  -  55,  N^  ^  144  u.s.  w. 
Die  N  sind  von  Dr.  Paul  Simon  eingeführt  worden  bei  Gelegenheit 
yon  Gewichtsbestimmungen  in  einfachen  Ketten.') 

Die  Formeln  für  die  Korrelaten  Jc^  und  für  das  mittlere  Fehler- 
quadrat einer  Richtungsbeobachtung  ergeben  sich  sofort  aus  den  GL  (10), 
(3),  (5),  (9)  und  (11),  wenn  man  statt  ft,.,  1/^— »+1,  Vr—t  jetzt  JV|, 
Nr—i-\.i,  Nr^i  schreibt.  Ordnet  man  dann  die  GL  (9)  nach  der  Ord- 
nung der  Koeffizienten,  so  ergiebt  sich  hier: 


+ 


Setzt  man 


rm 


^-i  >'«'?, 


1 


und  wendet  man  aufserdem  wieder  die  Bezeichnung  an 


2»1 


1)  Gewichtsbestinunnngen  für  Seitenverhältnisse  in  schematischen  Dreiecks- 
netzen von  Dr.  Paul  Simon.  Yeröffentlichnng  des  Eönigl.  Prenfs.  Geodätischen 
Instituts.    Berlin.    Drack  nnd  Verlag  von  P.  Stankiewicz*  Bnchdmckerei  1889. 
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SO  hat  man  auch 

r 

(16)  2Nr+ir(m*-my)=  'V { (NiNr-,+i-^Nr+i)wl+2N, Wr-iWr-^t), 


wobei  Wq  =  0  ist. 


1 


Soll  also  mir »  m^  werden,  so  moTs 

r 
(17)  ^{3NiNr-i  +  l  -  Nr  +  l)wl  +  GNiWr-iWr-i  +  l]'-  0 

1 

sein.   Löst  man  diese  Gleichung  nach  tOr  auf,  so  findet  man,  wenn  man 
berücksichtigt,  daCs 

W7_i  =2(-^*^  +  ^^'  ^'-  ^«'••>' 

1 
femer 

ist: 


(18)  «;.  =  ~ 


Z.  B.  wird  »i*  =  »ij-  bei  r  =  2,  wenn  «?j  =  (—  3  ±  y8)w^y   bei  r  =  3, 
wenn  t^j  =  (—  3  ±  V^7)tc?,  —  tv^  ist. 

Der  Koeffizient  von  wj  ist  positiv,  denn  es  ist 

Soll  die  Wurzel  in  dem  Ausdruck  für  Wr  reell  sein,  so  mufs 

r  — 2 
(19)     Nr-lW*-,  ^  y  {  {3NiNr-i-l  -  Nr-,)WJ  +  GNi  Wr-i-iWr-i-,  ] 


sein. 

Ist  mithin  diese  Ungleichheit  fttr  gegebene  Werte  von  Wi, . . .,  ti^r-2 
erfüllt,  so  kann  man  für  jeden  beliebigen  reellen  Wert  von  Wr—i  nach 
(18)  2  reelle  Werte  von  Wr  bestimmen,  so  dafs  die  Ferrerosche 
Formel  genau  den  mittleren  Richtungsfehler  bei  einer  einfach  zusammen- 
hängenden, aus  gleichwertigen  Richtungsbeobachtungen  hervorgegangenen 
Dreieckskette  angiebt.  Ist  die  Ungleichheit  (19)  nicht  erfüllt,  so  ist 
dies  von  vornherein  unmöglich.  ^__, 


Die  Ungleichheit  (19)  hat  z.  B.  statt,  wenn  \wr~i  |^ 


2«" 


ist,  wie  man  leicht  vermittelst  der  independenten  Darstellung  der  N 

r— 1 

(S.   171)  erkennt;  sie  ist  also  auch  erfüllt  tür^Wi  =  0. 

1 
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Es  sei 

»■  =  6, 
dann  ist 

+  110  (w^w^  +  w^w^  +  126  {w^w^  +  w^w^  +  128  w^w^ 
+    42  {w^w^  +  w^w^  +    48  («7jM?4  +  fi;8«;5) 
+    16  {w^w^  +  i<?s«?e)  +    18  «;,m?5 
+      6  («7^W5 +  «?,«;«) 

oder 

6 

6»»'  =  i^«^  +  iS5(55  («'!  +  O  +  118  («1  +  «1)  +  127  K  +  «D) 

1 

+  -KT  (^s^.+S  W4«>5+8  F,«'4+21  F,w,+55  TT^tcJ; 
Fi-Wi,     TT,  =  3», +  1^1,     TF,-8«;,+  Tr„    TF^ -=  21 »,  +  F,, 

Fj-ööWg+lF^. 


Soll 


e 


6m»  =  i^**^  "  ^»"^ 


werden,  80  mufs 


±-6Vl^{377[55«;f-(8K+«;i]+17[fi;|+«;|])-6(T7,w,+^ 


sein. 

Ist  nun  erstens  im  besonderen 

%  =  —  M?,  =  w?3  =  —  tt;^  =  «;, 
dann  ist 

«'.  -  -  3K  -  »  ±  ^l/{377(55«t  +  70«;«)}. 

In   diesem   Falle   ist   die  Bedingung  (19)   erfüllt;  welchen  Wert 
auch  w^  hat^  es  lafst  sich  stets  w^  so  bestimmen^  dafs  m^  =  m)*  wird 
Ist 

so  wird 

fttr   «>;  -  +  1,7651  w   wird   «» =  «J^  =  0,2254«;» 
und  fttr   «?; 6,1288  w   wird   »»»-»»$■-  1,1823  «;». 

Zweitens  sei 
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alsdann  ist^  wenn  m^  —  mir  werden  soll; 

«p.  -  -  3(«;5  +  Iw)  +  ^'^l/ 1377 (55 u^  -  242«;«)}. 

Um  ein  reelles  w^  zu  erhalten,  muTs  also 

5bwl^  242«;«    oder    |  Wß  |  ^  2,098«; 

sein.    Nimmt  man 

«;5  =  +  3«; 
an^  so  wird 


«-•-(-  ^  ±  hV^TJ  ■  253)  tc; 
für   <-—    5,1848  w   ist   »i«  -  wj- -  1,1078  w», 
fQr   w;  =- 16,4152  eo   ist   »»»-«1^-7,8461«)». 

Setzt  man  aber 

M>5  —  —  3«;, 


so  hat  man 


«'6-(+f±^y377.253)«;; 
und  es  ist  für    «?;  =  +  12,8152  «;    w«  =  wj.  -  4,9230  «;«, 
för   «;«'«+    1,5848«;    m*  -  mj  =  0,4309  «;». 

Macht  man  bei  r  »  6  die  Voraussetzung,  dafs 

6 

ist,  so  läCst  sich  der  Ausdruck  fdr  das  mittlere  Fehlerquadrat  in  die 
folgende  Form  bringen: 

6 

«•' "  is2«^  - -^[5  («!  +  «'!)  +  2  («1  +  u^l)  -  7  («;|  +  ««)] 

1 

+  »M2  { 25  («?i«?,  +  «^ßW^e)  +  23  («;»«;,  +  «;4«;5)  +  24  m;3m;^ 

—  22  («;i«;4  +  w^u?^)  —  27  («;i«;5  +  w^w^)  —  31  «;,«;5 

—  9  («;i«;5  +  «;4«;6)  —  16  («^»«^4  +  ^z'^s)  —  19  «'i^e }  • 

Es   soll   nun   aus  (15)   eine  Näherungsformel   abgeleitet   werden. 
Setzt  man  fQr  den  Augenblick 

i(3  + 1/5) -2,6180-/-,    1-0,1459-^,, 

SO  ist  nach  Simon,  Gewichtsbest.  S.  5 

mithin  wird 
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Nun  ist  aber 

/^  =  0,0212,    /^  =  0,0031,    /•}  =  0,0005,...-, 

die  Werte  des  yorstehenden  Ausdrucks  werden  daher  ftir  i  oder  l>2 
nicht  sehr  von  einander  abweichen.  Nur  für  i  oder  1^1  erhalt  man 
Werte,  die  etwa  um  j  kleiner  sind  als  die  übrigen.  Man  wird  deshalb 
angenähert  die  Koeffizienten  von  u^,  WiWi^if  u.  s.  w.  in  der  GL  (15)  durch 

mittlere  Werte  ersetzen  können.    Vernachlässigt  man  dabei  fl^^  fi  f  so 

wird 


i^i  .+1  21/5 

'•-1        -KT 


i^-4        J^,+l     ""l/6^^' 


»»1 


1     ^iV^i\r^_,._g      j_/; 


r 


Folglich  ergiebt  sich  aus  (15)  die  Näherungsformel: 


r— 1 


rm»  =  (0,224  ~  10,065)2^^  +  (O.l'l  -  ;r!:iO,OöO)2«'.*«'.+i 

(15*)  .«2  '  r-5 

+  0,065^w;,«7.+8  +  0,025^  w;/«;,+s  +  •  •  • . 
1  1 

Haben  sämtliche  w  dasselbe  Vorzeichen,  so  giebt  die  Ferrerosche 
Formel  rwj- « |^tc?f  das  mittlere  Fehlerquadrat  zu  klein,  ebenso 
aber  auch  noch,  wenn  die  Summe  der  Glieder,  die  in  2  yerschiedene 
w  multipliziert  sind.  Null  ist.  Wenn  2  aufeinander  folgende  w  ent- 
gegengesetztes Vorzeichen  haben,  so  wird  die  2.  Summe  in  (15)  bezw. 
(15*)  negativ,  die  3.  positiv,  die  4.  negativ  u.  s.  w.  In  dem  besondem 
Falle,  dafs  die  w  sämtlich  +  1,  abwechselnd  +1,  —  1,  abwechselnd 
+  1,  —  1,  —  1,  +  1  sind,  hat  Herr  Prof.  A.  Börsch  eine  Vergleichung 

der  Werte  von  w^  ==  s~  ^  twät' "     mit  der    Ferreroschen  Formd 
ausgeführt.  0 

1)  Das  märkisch-thüringiBche  Dreiecksnetz.  Anhang:  Zur  Berechnung  des 
mittleren  Bichtungsfehlers  in  einer  Kette  aneinander  hängender  Dreiecke.  Ver- 
öffentlichung des  Eönigl.  Preufs.  Geodätischen  Instituts.  Berlin,  Verlag  yon 
Julius  Springer.     1889. 
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n.  Die  Dreieckskette  kann  eine  solche  Form  haben  ^  dafs  die 
Richtui^^erbesserangen  t;^.,'  und  Vi.k,  die  zu  einer  Seite  gehören,  mit 
der  zwei  aufeinander  folgende  Dreiecke 
zusammenhängen,  sämtlich  gleiches  Vor- 
zeichen haben.  Durchläuft  man  die  Drei- 
ecksseiten einer  solchen  Kette  in  dem- 
selben Sinne,  so  hat  man  in  den  ge- 
meinschaftlichen Seiten  die  gleiche 
Bewegungsrichtung. 

In  diesem  Falle  ist  in  den  Normal- 
gleichungen (1) 

(20)  a.-.,-6,    a,w+i  =  -2 

zu    setzen.     Nach   den   Gleichungen   (2)   und   (6)   wird   daher,    wenn 
fii  «=  Vj  «  -Ni  =  -h  1 ,  ft,-  =  Vi  =  Ni  gesetzt  wird 

(21)  ^,  =  a;,  =  (-l)«+iJV,. 

Für  die  Fig.  3  ist  z.  B.  nach  Gl.  (10) 

110Jfci  =  -h2lM?i-    8«;, -h    3«;3-      w^, 

110*,  =  -    8«7i-h24w,  -    9w^+    Sii\, 

110tj=--h    3wi-    9w^  +  24w^-    8w^, 

110*4 --      w^+    3w,  -    8w^  +  21w^ 
und 

4m^^-^[21(w\  +  wD  +  24 («;|  +  w?|)  -  I6{w^w^  +  w^w;)  -  18 w^w, 

-I-  6(wiW^  +  tTjwJ  —  2w^w^] 


Ml-8^ 


8-8 


+ 


8-21 


+ 


21-66 


(«7^— SWg)*        («^4  — 3m7,4-8i(7,)'       (W4— 8«75-|-Str,  — 21w?j)« 


8-8 


+ 


8    21 


+ 


21-66 


I 
1- 


Haben  je  zwei  auf  einander  folgende  w  entgegengesetztes  Zeichen,  so 
werden  alle  Glieder  in  dem  zuerst  gegebenen  Ausdruck  für  4  m'  po- 
sitiv: die  Ferrerosche  Formel  würde  alsdann  den  mittleren  Fehler  zu 
klein  ergeben. 

ni.  Endlich  können  die  Dreiecke  der  Kette  so  angeordnet  sein, 
dafs  die  auf  die  gemeinsamen  Seiten  je  zweier  Dreiecke  bezüglichen 
Verbesserungen  teils  entgegengesetztes,  teils  gleiches  Vorzeichen  haben, 
oder  wenn  man  die  Dreiecksseiten  in  einem  bestimmten  Sinne  durch- 
läuft,  in  den  gemeinsamen  Seiten  teils  entgegengesetzte,  teils  gleiche 
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Bewegungsrichtung  stattfindet.     Das  ist  z.  B.  bei  der  Fig.  4  der  FalL 
Stellt  man  für  sie  die  Normalgleichungen  auf,  so  lauten  diese: 


Fig.  4. 


-2*1  +  6*, +  2Äi 

-2*8  +  6*4-2*6 
-2*4  +  6*5  +  2*e 
+  2*5  +  6*e      . 


f€. 


=  «?. 


tr. 


«  IT. 


tc. 


w 


67 


worin  *i  •  *  •  *6  die  Korrelaten  der  Winkelgleichungen  der  Dreiecke 
sind.  Aus  den  Gleichungen  (2)  und  (6)  folgt  zunächst,  wenn  f«i  =*  Vj  =  -K^ 
gesetzt  wird  und  067  =  2,  ao.i^-2  angenommen  wird: 

ih^+Ni,  th^+Ni,  fti==-^»,  f*4=— -N;,  ft6=--^57  f*e=+-N;,  (i'j^+Nj 
Vi^+N^,  v^ N^,  v^^-N^,  v^^-N^,  v^^+N^,  v^^+N^^,  v^^^+N,. 

Mithin    ergiebl    sich    nach    (10)    als    Auflösung    der    Normal- 
gleichungen: 


24w,- 


754*1«  + 144«;i+    öö«?,—    21w;3—      8w^  — 
754*,  =  +    55^1  +  165«;,-    öSwj-    24m;4 - 
754*8--    21wi-    63m;2  +  168«;8+    64«;^  + 
754*^«—     Swi—    24«;,+    64w78  +  168«;4  +    63w^  — 
754*5  =  -     Swi  -      9ii?a  +    24«;8  +    63«;^  +  165W5  —    ^^^€> 
754*8  — +      1«?!+      3t(;,  —      S«;,—    21  m;^—    55W5  +  144ic?8; 


3fr8, 
21  «^e. 


und  daher  fdr  das  mittlere  Fehlerquadrat  einer  Richtung: 

6m«-^{144(w;J  +  ic^)  +  165(«;|  +  ic^).+  168(ici  +  «7D 

+  110(wiW^  —  w^w^  —  126  {w^u)^  —  «^4^5)  +  128tr8fr4 

—  42(«;i«;,  +  w^Wg)-    ^^{w^w^  —  w^w^ 

—  16  (Wi«?4  +  tt^s^e)  ""    18  ^tW?5 

—  6  (^1^6  -  «^jW^e)  +      2m;iW8}. 

Die  Vorzeichen  in  den  Normalgleichungen^  sowie  in  den  Aus- 
drQcken  für  die  *  lassen  sich  auch  leicht  aus  der  Figur  erkennen. 
Lägen  sämtliche  6  Dreiecke  wie  in  Fig.  2^  so  wären  in  den  Ausdrücken 
für  die  *  die  Koeffizienten  der  w  sämtlich  positiv  ^  und  lägen  sie 
wie  in  Fig.  3,  so  würden  die  Vorzeichen  abwechselnd  positi?  und 
negativ  sein,  jedoch  so^  dals  die  Glieder  in  der  ersten  Diagonale 
positiv  sind.    Absolut  genommen  sind  die  Koeffizienten  der  w  in  allen 
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3  Fallen  dieselben.     Den  yorstehenden  Ausdruck  für  6  m^  erlMtti  man 

aus   dem    auf  S.  170  angegebenen  und  für  die  erste  Form  der  Kette 

geltenden  Werthe  von  6  m^j  indem  man  dort  w^y  to^y  w^  mit  negativen 

Zeichen  einfährt     Die  internationale  Näherungsformel  nimmt  auf  die 

3  yerschiedenen  Formen  der  Kette  keine  Bücksicht. 

Wie  yerschieden  der  mittlere  Bichtungsfehler  je  nach  der  Form 

der  Dreieckskette  ausfallen  kann,  soll  an  einem  Beispiele  gezeigt  werden. 

Es  bezeichne  fOr 

r=  6 

m^    das   mittlere  Fehlerquadrat    einer  Bichtung    bei    einer  Kette   der 
Form  I^  Fig.  2,    w^  denselben  Wert   bei   einer  Kette,   die   amter   die 
Form  11  fallt,  und  wf^  jenen  Wert  ftir  die  Fig.  4. 
Ist  dann 

+  Wi  =  —  M?j  =  +  w«  =  —  «7^  ==  +  fi;5  «  —  w?e  =  «?, 
so  wird 

''*I  6       377  ^  ''*n  6        377  ^  '"TU  6       377  ^ 

»  i  .  0,6552  w^  =  i  •  2,3846  w^  -  |  •  1,0478  w« 

-  0,1092  w^  -  0,  3974  w*  -  0,1746  w^ 

mj^  +  0",330  w         %!  -  ±  0",630  w        m^^±  0",418  w. 

Ist      -[.  ti;^  =  -[.  ^^  =  4-  l^j  =  —  t^^  «  —  tc;^  =  —  w;^  =  t(7, 
so  wird 

«m8  1       611  ^«3  M«3    1        319  ^^2  -*,»  1        396^^8 

« 1 . 1,6207  w*  =  i  .  0,8462  w* 

=  0,2701  w»  -  0,1410  w« 

mj^±  0",520  w         Wn  «  ±  0",376  w        »hn  -  ±  0",418  w, 

Ist  fff^^U?^^iff^=^fff^^W^'=W^^   Wy 

so  wird 

***!"?      877"^  *^         T      l7f  ^  ^'TH  6      ^77  ^'^ 

=  1-1,2599«;« 
=  0,2100  w* 
Wi  -  +  0",630«;         Wn  =  +  0",330m;        ^m  »  ±  0",458ii?. 

Und  ist  noch 
so  wird 

^6       877  '*'  ^'tI  6       377  ^  ^^TOI  6       877  ^ 

Wi  «  +  0",458  w         Wn  =  ±  0"418  w        whn  =  ±  0",630  w. 
Für  alle  diese  Fälle  giebt  die  Ferrerosche  Formel  denselben  Wert 
w|.  =  j^w««  0,1667«;«;    m^  =  ±  0",408«;. 
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4. 

Es  soll  nun  zur  Ausgleichung  eines  Zentralsystems  P|  P,  -  •  -Fr 
mit  dem  Zentralpunkt  P^  übergegangen  werden ,  wenn  Voraussetzung 
ist,  dafs  die  Beobachtungen  so  angeordnet  sind,  dafs  die  Resultate  der 
Stationsausgleichungen  sämtlich  vollen  Richtungssätzen  mit  gleichen 
Gewichten  äquivalent  sind. 

Wie  bereits  unter  1  bei  Winkelbeobachtungen  gezeigt  ist,  wird 
auch  hier  der  Seitengleichung  eine  solche  Form  gegeben  werden,  dab 
sich  die  Ausgleichung  in  2  getrennten  Teilen  ausführen  lafst,  von  denen 
der  erste  die  Widersprüche  der  Winkelgleichungen,  der  zweite  aber 
den  Widerspruch  der  Seitengleichung  beseitigt.  Zunächst  wird  nun 
nachstehend  die  Ausgleichung  der  r  Winkelgleichungen  des  Zentral- 
systems erfolgen.  Die  dazu  erforderliche  Verbesserung  irgend  einer 
Richtung  PiPk  werde  durch  t;,'.*  bezeichnet.  Die  Winkelgleichungen 
lauten  alsdann: 

—  t;^.!  +  vi. 2  —  t7i.j  +  vio  —  vio  +  vi.i  =  w^ 

—  vii  +  i?i.s  —  vii  +  vio  —  vio  +  vii  -=  w, 
(1)  .... 

.  .  .  • 

--  vir  +  Vii  —  Vr.l  +  Vr.o  —  vi-o  +  Vl.r  =  «7r. 

Drückt  man  die  Verbesserungen  durch  die  Korrelaten  der  Bedingung»- 
gleichungen  aus,  so  wird 

«o|i     =— W.o     — Äi     +kr  vii      =  — t;j.i       — --*i 

vii     =— Vj'.o     — — *8     +Äi  viz      =.  — t;j,2       =-*, 

(2)  :  ;         :        •      • 

Vor— 1="  — Vr—lO*"  —  ^— l  +  ^r— J  K—lr  =  —  Vrr—l  =*  —  AV— 1 

vir        "  —  vio        ^  —  kr        +kr-l  vii         ^  ^  vir         «*— *r, 

mithin  ist 

vii  =  —  t;i.o  =-  vi.i  +  W-r  =■  —  vii  —  vii  u.  s.  w. 

Zur  Bestimmung  der  k  dienen  die  Gleichungen: 

6  ii  —  2  Ä^  —  2  fcr  =  M?i 

-2*1  +  6*^-2*,  ««;, 

~2Äi  +  6*,-2*^  =«;, 


(3) 


-  2*V-8  +  6fc.-i  -  2*^  =  Wr^l 

-2*1  -2Ä^_i  +  6Av-Wr. 
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^Multipliziert  man  die  ersten  r  —  1   Gleichungen  der  Reihe  nach 
mit  den  Faktoren  ^^  •  •  •  tr—i,  die  so  bestimmt  werden^  dafs 

-2^1  +  6/^-2^  «0 

(4)  :  : 

-  2^r-s  +  64-2  -  24«i  «  0 
-24-, +  64-1 -2 

ist,  nnd  addiert  man  sie  dann  zur  letzten,  so  erhält  man 
(6  —  24—1  —  2ti)kr  =  t^Wi  +  t^w^  -I }-  Wr- 

Die    Auflösung    des    Gleichungssystems    (4)    ergiebt    aber    nach    (10) 
unter  3,  wenn  man  r—1  fttr  r  und  yi^^^  Vi^  Nij   Wj  =  Wr— 1  =  2 
11^2  =  w,  =  •  •  •  =  w?r-  8  =»  0,  femer  ttr— i .  r  =  2  setzt: 

WO    die    ^  an   die  Bedingung  (14),  3:    —  ^(+i  +  3J^(  — -Ni_i  —  0, 
^0  =  0,  ^1  —  1   geknüpft  sind.     Der  Koeffizient  von  Xv  geht  damit 

über  in  ^{2Nr+i  -  2Nr-i  -  4). 

Stellt  man  die  Gleichungen  (3)  um,  z.  B.  die  erste  Oleichoi^  an 
den   Schluls,   so  ändert  sich   die  Form  des  Oleichungssystems  nicht; 
man  wird  also  in  derselben  Weise  wie  vorher  kr  jetzt  Ä;^  erhalten: 
Setzt  man  für  den  Augenblick 

(5)  Nr+t-Nr-i-2-n, 

so  ist  die  Auflösung  des  Gleichungssystems  (3): 

2nki  -  Nrw^  +  (Nr-i  +  2^,)Wg  +  (K-t  +  N,)u},  +  •  •  • 

+  (2V,  +  Nr-i)Wr-l  +  (JVi  +  Nr-l)Wr 

2nk,  -  (N,  +  Nr-i)w^  +  NrW,  +  (Nr-i  +  JVi)w,  +  •  •  • 
+  {N,  +  Nr-t)lCr-l  +  (N,  +  Nr-,)Wr 

2nk,  -  (N,  +  Nr-,)wi  +  (N^  +  JV,_i)tr,  +  NrWt  +  •  •  • 

(6)  +  (iV,  +  Nr-i)Wr-l  +  (N,  +  Nr-t)Wr 


2nkr-i  =  {Nr-,  +  Nt)wi  +  iNr-t  +  Nt)wt  +  (Nr-t  +  N;)w,+ 

+  NrWr-l  +  i,Nr-l  +  Ni)Wr 

2nkr  =  (Nr-t  +  JV,)»!  +  (Nr-%  +  JV,)«;,  +  (Nr-,  +  JV,)«;,  + 

+  (iVi  +  Nr-i)tDr-l  +  NrWr. 
ZeiUchrift  f.  HathemaUk  n.  Phyaik.  47.  Band.  1902.    1.  n.  S.  lieft.  12 
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Die   Je   ergeben   sich   aus   einander  durch  cyclische  Yertauschung  von 

Zur  Eontrolle  hat  man: 

r 

2(fti +  *,  +  ••  •  +  A,)=2^- 

Für  das  mittlere  Fehlerquadrat  m'^  einer  Richtung^  aus  den 
Winkelgleichungen  allein^  wird  hiemach  erhalten,  wenn  man  auXserdem 
wieder 

r 

setzt: 

(Nr+t  -Nr-t-  2)r{m'*  -  mV)  =  U^r-i  +  1)^  W 


(7) 


1 

r— 1  r— » 


+  {Nr^t  +  N^)^WiWi^  ,  +  {Nr^2  +  Nt)^WiWi  + 


2 
1  1 


H h  (^2  +  Nr-t)  {w^Wr-l  +  W^Wr)  +  {N^  +  Nr^i)w^Wr^ 


In  gleicher  Weise  kann  man  auch  verfahren,  wenn  die  Richtungs- 
gewichte verschieden  sind. 

Sind  also  sämtliche  w  positiv,  so  ist  m'^>m\^. 
Für  r  »  6  hat  man  zum  Beispiel: 

80^1  =  18w;i  +    Iw^  +    3^3  +    2w^  +    Swg  +  7fr« 

80Ä^  =    Iw^  +  18t^,  +    Iw^  +    3m;^  +    2m;5  +  Sw« 

80Ä;,  =    Swi  +    Iw^  +  18m;,  +    Iw^  +    3m?5  +  2we 

80*4=    2«;i+    3m;8+    7w, +  18«?^+    7«;5  +  3t(7g 

80*5  =    3«;i  +    2w^  +    3«7,  +    7^4  +  18tc?5  +  7m;« 

80*«=    7m7i+    3m;j+    2m;3  +    Sm;^  +    7^5  +  18m;« 
und 

6m'^  =  i{9(M^  +  w'l  + h  wj)  +  7(m?iM;j,  +  m;2M7,  +'W^w^ 

(7*)  +  m;4m;5  +  w^w^  +  m?«m;i)  +  3(m;iM;8  +  u\  w^  +  m;,M75 

+  «^i^^e  +  «<^6«^i  +  ^^fi^t)  +  2(m;iM;4  +  m;8M75  +  «;,m;«) } . 

Wäre  im  besonderen 

+  Wj  =  —  m;^  =  +  m;,  =  —  M?^  =  +  M's  =  —  m;«  =  m;, 

so  würde 

6m'«  =  fM;»; 

und  wäre 

+  w\  =  +  M'o  =  +  f/'s  =  —  m;4 ^6  =  —  ««^'e  =  «'; 
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SO  würde 
und  wäre 
so  würde 


6w'« «  3«7«. 
Für  alle  diese  Falle  giebt  die  Ferrerosche  Formel 

6 

1 

6 

Ist,  wie  bei  den  ersten  beiden  Annahmen,    ^,  tc,- »  0;  so  läfst  sich 
6m''  auf  die  folgende  Form  bringen: 

6 

1 

Die  Formel  (7*)  sei  noch  auf  das  Sechseck  um  Wurzelberg  in 
der  hannoyersch-sächsischen  Dreieckskette  der  Königlich  Preufs.  Landes- 
aufiiahme^)  angewandt.  Die  Widersprüche  für  die  Dreiecke  des 
Polygons  WurzeCberg — Petersberg — Hagelberg— Golmberg — Grofisberg — 
CoUm— Leipzig— Petersberg  sind  der  Reihe  nach  +  1",033,  —  0",140, 
+  1",115,  +  1"^62,  +  0",065,  -  0",909.  Mithin  wird,  gleiche  Rich- 
tungsgewichte vorausgesetzt: 

w'^  =  4iö{  18  •  4,7531  +  14  .  0,1903  +  6  •  0,0948  +  4  •  0,2810}  -  0,1873 

m'  =  ±0",433. 

Nach  der  Näherungsformel  ist  mj.  -  ^^  •  4,7531  =  0,1320;  mjr  =  ±  0",363. 
Zu  einem  anderen  Ausdruck  fUr  das  Quadrat  des  mittleren 
Richtungsfehlers  (ohne  Rücksicht  auf  die  Seitengleichung)  gelangt  man, 
wenn  man  aus  den  Normalgleichungen  (3)  die  reduzierten  K^ormal- 
gleichungen  bildet.  Bekanntlich  hat  die  ite  reduzierte  Normalgleichung 
die  Form: 

dhi  +  Cij^ih+i  H —  e^w^  +  e^w^  H h  c<_iM?,_i  +  Im?,-. 

Infolge  der  GL  (14),  3,  sowie  des  Ausdrucks  für  kry  GL  (6),  findet 
man  daher,  wenn  man  wieder 

N^w^  +  -NjW,  + h  NiWi  =  Wi  und  femer 

1)  Die  Eönigl.  Preufs.  LandeB-Triangulation.  Hauptdreiecke.  Secheter  Teil. 
Berlin  1894.    Im  Selbstverlag.    S.  68/69. 

12* 
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setzt,  die  folgenden  reduzierten  Normalgleichnngen: 

Mithin  ergiebt  sich  das  mittlere  Fehlerquadrat  einer  Richtung  (aus  den 
Winkelgleichungen  allein)  auch  aus  der  Gleichung: 


r  — 1 


w?     ^       iw,+  w;_,y 


Der  Unterschied  g^en  das  mittlere  Fehlerqnadrst  einer  Bichtung,  m', 
bei  einer  aus  r  Dreiecken  bestehenden,  ein&ch  zusammenhangenden 
Dreieckskette,  wie  sie  F^.  2  zeigt,  ist  also  nach  (5),  3: 

(11)  r(m  -m)^  Tn}^^, "  K+i- K-^  ' 

Beispielsweise  wird  hiemach  für  r  ~  6  und  f£Lr 

+  w?!  =  —  w?j  =  +  Wg  =  —  «^4  =  +  Wß  =»  —  M7g  =  w: 
6(w«  -  m'*)  -  5^  w'  -  Ofibbw^    d.  i.  etwa    >  •  6w'«5 


für 


fttr 


+  W?l  =  +  W?2  =  +  W^S  =  —  W^4  =  — -  W^5  =  —  W^6  "^^  ^• 

6(m«  -  m'^)  =  g-^  w;*  =  0,221  w^,    d.  i.  etwa    \  •  6 w'«; 
6(w*  -  w'«) P?  w»  =  -  0,615w;«,    d.  i.  etwa    -  \  -  6m'K 


5. 

Die  Ausgleichung  der  Beobachtungen  für  das  Zentralsystem 
PqP^P^  . . .  Fr  wird  sich  jetzt  aufser  auf  die  Winkelgleichungen  auch 
auf  die  Seitengleichung  erstrecken.  Die  Voraussetzungen  hierbei  sind 
die  gleichen  wie  vorher.  Die  Verbesserung  des  Beobachtungswertes 
für  die  Richtung  PiPk  sei  t?,-.*. 

Wenn  wieder  wie  unter  1 


ff 

Q 


^      an  Ai  mn  A^  .  .  ,  Bin  Ay       1 
Mod.     ^  sin  JBj  sin  ^,  .  .  .  sin  B^ 
und 

cotg  Ai  =»  a,-,    cotg  Bi  =  hi 

gesetzt  wird,  so  lautet  die  Seitengleichung  in  Richtungsverbesserungen: 

r 

(1)       ^{— af(— v.-.i+i  +  Vf.o)  4- 1.(— t;.  +  i.o  + t7.+i.i)}  =i. 
1 


(3) 


Von  L.  Eküoeb.  181 

Die  Winkelgleichungen  sind: 

(2)     —  Vi.i^i  +  Vio  —  «.  +  1.0  +  f>i-^ii  --  Vo.i  +  vo.-fi  —  «;,•  =  0. 

Für  den  Index  r  +  l  ist  sowohl  in  der  Seitengleichung  als  auch 
in  den  Winkelgleichungen  der  Index  1  zu  setzen. 

Wenn  man  in  der  üblichen  Weise  die  Normalgleichungen  bildet, 
so  konnte  man  aus  ihnen,  unter  Anwendung  yon  (6),  4,  die  Korrelaten 
der  Winkelgleichungen  eliminieren,  und  es  bliebe  alsdann  nur  die 
Korrelate  der  Seitengleichung  aus  der  letzten  reduzierten  Normal- 
gleichung zu  entwickeln.  Jedoch  dürfte  das  nachstehende  Verfahren 
übersichtlicher  sein;  yergL  S.  159  u.  f. 

Addiert  man  zu  (1)  die  mit  den  Faktoren  ü^  ...  Ar  multiplizierten 
Winkelgleichungen  (2),  so  wird 

r 

l  +^  XiWi «  Z  = 

1 

Vo-liXr  —  li)  +V0.2(Ai  —  A,)  H h«0.r(Ar~l  —  A^) 

+  t?i.2(ai  —  Aj)  +^'2.3(02  —  ^0  +'"  +  Vr-l(ar  —  Xr) 

+  t?2.i(&i  +  Ai)  +»».2(62  +  ^)  +---  +  t?l.r(6r  +  Ar). 

Die  Korrelaten  der  Bedingungsgleichungen  (2)  seien  \. ,  .hry  und 
die  Korrelate  der  Gleichung  (3)  sei  k\  alsdann  hat  man 

t^o.'       =  +  fe-i  —  h  +  (Af-i  —  A,)Aj 
Viü      =»  —  h-i  +  *<  +  (—  A;_  i  +  A<  —  hi^i  —  a^)k 
^  ^  Vi.iJ^t  —  —  Ärf  +  (—  A.-  +  a^)* 

t;,+i .  I  —  +  */  +  (A,-  +  &,)*, 

(rf=»  1  .  .  .  r) 

wobei   i-Q,   A^   durch  Ar,   Ar  und   »r-r+i,   Vr+ir  durch  Vr.i,   t?i.r  zu 
ersetzen  sind. 
Wird  nun 

—  6r      —  2ai       +  2&1       +  o,  =  —  tfi 

—  6i      —  2a,       +26,      +  o,  =  —  (Tg 

(5)  :        :        ;       :      ; 

—  &r_2  —  2ar-l  +  26r-l  +  «r  ^  —  ^r-l 

—  &r-.l  —  2ar  +  26r  +  «i  =  —  tfr, 


^C-Oz  +  fc.) 2**" 
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und  ferner 

6Ai      2A, 

-  2lr  =  tfi 

-  21,  +  6A,  -  21, 

-tf, 

(6) 

-  2A,  +  6A,  -  21^ 

-o» 

—  2  Ar S  ~f"  O  Af — 1  —  2  Ar  =  Ör 1 

-2Ai  -2Ar-i  +  6A^  =  <y^ 

gesetzt^  so  hängen  die  aas  den  Winkelgleichungen  folgenden  Normal- 
gleichungen nicht  mehr  mit  der  Normalgleichung^  die  aus  der  Seiten- 
gleichung (3)  hervorgeht,  zusammen.    Es  wird  also 

(7)  Vi.k  =  vi.k  +  Vi.ky 

wo  v/.jb  aus  den  Gleichungen  (2)  und  (6),  4  erhalten  wird,  während 

Vo'i         =^(Xi^i  —  Xi)k  (1=1. ..r) 

vl'.o      =(— A<-i  + A,  — 6<-i  — a^)*  Ao  =  Ar 

vi',  .-l-i  =  (—  li  +  üi)  Je  t?r  +  l  .r  —  V'i.r 

vi'^l.i=-(Xi  +  bi)ky  t;r.r  +  l  =  «/'l 

ist. 

Die  Gl.  (6)  sind  die  Bedingungen  dafür,  daCs  die  Summe  der 
Quadrate  der  Koeffizienten  der  Verbesserungen  in  der  Gl.  (3)  ein 
Minimum  wird.    Nach  (6)  unter  4  ist 

2(Nr  +  l''Nr^l-2)Xi^ 

(8)  V  {Nr^i^i  +  2^i-i)(y,-4.2_i  +  y^{Ni^i  +  Nr+x-^i)6i 


oder,  wenn  man  öx  unter  ^r+i  verstehen  will, 

r 
(8*)  2{Nr+i  -  Nr^i-  2)A,  ^Y{Nr^X  +  l  +  iVi-i)(y,.4.1-.i. 

Infolge  der  Gleichungen  (6)  erhält  man  aus  der  umgeformten 
Seitengleichung  (3)  die  Normalgleichung 

r 

(9)  Gk^l  +  y^litOi-L. 

1 

Stellt  man  die  Seitengleichung  erst  auf,  nachdem  die  Winkel- 
gleichungen bereits  ausgeglichen  sind,  so  mufs  ihr  konstantes  Glied 
gleich  L  sein.  Für  G  hat  man  zunächst,  indem  man  in  der  GL  (3) 
V  durch  die  Werte  von  v"  nach  (4*)  ersetzt. 
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r  r  r  r 

<?-  e^A?  -  4^X!l,+i  -  2^k,at  +^{ai  +  6?  +  (6,  +  a,+i)M 

11  11 

wobei  wie  auch  weiterhin  Ar+i  »  A^  und  ar-f-i  »  a^  ist. 
Nach  (6)  ist  aber 

r  r  r 

11  1 

fo^lich  ist 

r  r 

(10)  (?  =  2^{al  +  W  +  6.o,+i )  -2 <''^' ■ 

1  1 

Setzt  man  fQr  A,-  den  Wert  aus  (8)  ein^  so  wird  dieser  Ausdruck 
das  Minimum  des  ursprünglichen,  d.  i.  das  Minimum  der  Summe  der 
Quadrate  der  Koeffizienten  der  t;  in  der  61.  (3)  in  bezug  auf  die  L 

Für  den  ersten  Teil  von  G  kann  man  auch  schreiben 

« 

r  r 

(11)  '  ; 

""  *  ^  sin»  Ä. ^  j  sin»  i^ 

Der  zweite   Teil   läfst   sich,   entsprechend   der   Überführung   von 
(7)  in  (10),  4,  wie  folgt  umformen. 
Setzt  man 

so  ist 

(12)  ^  iJ.-A.-  ^2j  2N,N,_^\  +  2N^iN^^,-^N^^,-  2) 

Ist  nun  k  aus  (9)  berechnet,  so  ergeben  sich  nach  (4*)  die  Teil- 
yerbesserungen  vi'.t,  die  mit  den  aus  (6)  und  (2),  4  berechneten 
Werten  von  t?/.*  zusammen,  nach  .(7)  t?/.*  liefern. 

Bezeichnet  man  das  aus  sämtlichen  Bedingungsgleichungen  erhaltene 
mittlere  Fehlerquadrat  einer  Richtung  vom  Gewicht  1  durch  w*,  so  ist 

(r  +  l)m*  =  rm'^  +  -^  , 
wo  rw'*  aus  (7)  oder  (10),  4  zu  entnehmen  ist. 


Pig.  B. 
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6. 

Ich  nehme  nun  wieder  an^  dafs  die  nach  Richtungen  beobachtete 
Figur  aus  2  Zentralsystemen  besteht,  die  in  2  gemeinschaftlichen  Drei- 
ecken zusammenhängen.  Fig.  5.  Die  Wider- 
sprüche der  Winkelgleichungen  f&r  die  ge- 
meinschaftlichen Dreiecke  seien  u^  und  ti^. 
Durchläuft  man  die  Dreiecke  in  jedem  Zen- 
tralsystem rechÜäufig,  so  sollen  ihre  Winkel- 
gleichungen die  folgenden  Widersprüche 
zeigen: 

im  ersten  Zentralsystem: 

im  zweiten  ZentraLsystem:  tis,  Mi,  Wi.i,  w%.%,  •••,  tOi.^ 

Bei  der  Ausgleichung  wird  auf  die  beiden  Seitengleichungen  keine 
Rücksicht  genommen  werden.  Das  Gewicht  einer  Richtungsbeobach- 
tung  sei  1. 

Die  Korrelaten  der  Winkelgleichungen,  die  zu  den  Widersprüchen 
in  der  ang^ebenen  Reihenfolge  gehören,  seien 

Die  Normalgleichungen  lassen  sich  nun  wie  folgt  aufstellen: 

6|  -  2i2  =  Ml  -f  2*1  r  +  2Ä;2.i, 
-  2|  +  6i2  =  M«  -f  2*1.8  -f  2h. o. 


(1) 


(2) 


6Ä,.i 

—  2ki.2'^fVi.i  +  2fi 

Ght-x 

—  2*8,=»,., +  25 

-2hi.i     +6*1» 

—  2*i.8=«;i.j 

-2ht      +6Jci., 

—  2*j.,=  ip,t 

—2*1.1     +6*is 

• 

—  2*1.4— M?i.8 

•                           • 

-2hi     +6*,., 

•                                                       m 

2k%.i—tCi.i 

•                                     • 

•  • 

•  • 

—  2*i.r-2  +  6*l  r- 

•  • 

•  • 

.1  — 2Ä!i.r— Wl  r-1 

•                                                       m 

-2Äi.j_,+6*,.p_ 

•  • 

•  • 

-1  —  2k^.^'^f€t'(-~\ 

-2Äi.,^,-f6Ä;i., 

.       -«'l.r+2| 

-2Äj.j_i+6*,.p 

.    =trt.^+2^- 

Setzt  man 

NiNr       Wi.i  +  NiNr-.lWi.i  +  NiNr^2Wfi-\ \- NiNitOi.r '-^2Nr+iNinvt 

NiNr^lWi.i  +  NiNr-.iWi.i  +  NiNr^iWi.s-\ \'NiNtWi.r=^2Nr-{.lNiXi.i 

(3)     NiNr-iWi.i  +  NiNr^iWi^i  +  NiNr-iWi.z-] \-N9NiWi.r^2Nr^iNi*l.l 


NiNi     Wi.i+NfiNi     tei.+NsNi     Wi.^+'*  +NrNiWx.r»2Nr+iNiXi.r 
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und  ebenso 

•  •  •  •  «  • 

•  •  •  •  •  • 

so  sind  nach  (10),  3  die  Auflösungen  der  beiden  Gleichungssysteme  (2), 
da  hier  fi^  =  i/^  =  ^^  ist: 


(5) 


NrJ^lQCr.i  —  Xr-l)  =  JV^I  +  Nit^  UUd 

^^+l(Ä8.8  —  X2.2)  =  Nq^ll  +  -?r2l? 


Infolge  dessen  ergiebt  sich  aus  (1),  wenn  man 

W2  +  2xi.2  +  2x2.^  =  Uiy         femer 


(6) 


setzt: 


(7) 


H'-^.-s,i-.)-^ 

-  «I  +  Pi?  =  U„  oder 

(F'-Q')7i^QU,  +  Pü,. 


Führt  man  diese  Werte  von  ^,  tj  m  (5)  ein,  so  findet  man  die  Werte 
der  fibrigen  Korrelaten. 

Bildet  man  jetzt  ans  den  Winkelgleichungen  das  mittlere  Fehler- 
quadrat  der  Oewichtseinheii^  m*,  so  ist  nach  (5),  (3),  (4)  und  (6) 

(2  +  r  +  (>)m*  =  |«i  +  1?«,  +  ^hiWi.i  +  ^kt.iWi.i 
(8)  \  \^ 
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Nun  ist  aber 


(9)  ^,  xi.jWt.i  =  rm'^     und      ^,  tcj.jW^.j  ==  Qfn 


ff 


i 


wenn  m'*  und  m"*  die  mittleren  Fehlerquadrate  der  Gewichtseinheit 
far  die  beiden  einfachen  aus  r  xmd  q  Dreiecken  bestehenden  Ketten 
bezeichnen^  die  sich  an  die  gemeinschaftlichen  Dreiecke  der  beiden 
Zentralsysteme  anschliefsen.  Ihre  Werte  kann  man  mit  (3)  und  (4) 
oder  nach  einem  der  unter  3  gegebenen  Ausdrücke  (5),  (9),  (11),  (12), 
(15)  filr  das  mittlere  Pehlerquadrat  berechnen. 
Setzt  man  noch 

m«*  =  i(Süi  +  i?ü,) 

so  ist  also 

(8*)  (2  +  r  +  Q)m^  «  2m®«  +  rw'*  +  Qm''K 

AngeiuLhert  ist 

P=2y5      Ö  =  2 

1  __   8~l/6 
/•"         2 

In  derselben  Weise  kann  man  auch  verfahren,  wenn  die  Richtongs- 
gewichte  yerschieden  sind.  Auch  wenn  das  Netz  aus  einer  Anzahl  an- 
einander hängender  Zentralsysteme  besteht^  läfst  sich  das  angegebene 
Verfahren  anwenden. 

7. 

In  einem  Falle,  abgesehen  von  einem  einzelnen  Dreiecke,  giebt 
bei  gleichwertigen  Richtungsbeobachtungen  die  Ferrerosche  Formel 
den  genauen  Wert  an;  dann  nämlich,  wenn  in  einem  Polygone  samt- 
liche Verbindungslinien  zwischen  je  2  Punkten  beobachtet  sind,  und 
wenn  bei  der  Ausgleichung  auf  die  Seitengleichungen  keine  Rücksicht 
genommen  wird. 

Wenn   das   Polygon   ein  (r  +  l)-Eck,   P^P^P^-Pr,  ist,  seist 
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die  Anzahl  der  unabhängigen  Winkelgleichungen  -^-^ — -,  Führt  man 
die  Bezeichnung  ein 

(1)  —  Vik  +  Vki  =  Cik, 

worin  V{.k  wieder  die  Verbesserung  der  Richtung  PiPk  bedeutet^  so 
kann  man  diese  AnzaU  wie  folgt  zusammenseteen 

aus  (r  —  1)  Gleichungen:  aoi  +  ^ii     —  «o  /  =  i^i\       (<=«...r) 

(2)  „     (r  —  2)  „         :  £02  +  «2..-     —  «o..-  =  «^r,-       (•=«...r) 

„  1    Gleichung:  «0  r-i  +  ^r-ir  — fio.r==  t{;i!ILi  ,.. 

wf\  bedeutet  den  Widerspruch  zwischen  der  berechneten  und  der  be- 
obachteten Winkelsumme  im  Dreieck  P^PiPt]  allgemein  soll  fQr  das 
Dreieck  PxP^P^ 

(3)  w^'\  =  w^\  =  <> 

V     /  fi-V  t-i  X'fl 

sein. 

Es  seien  fcis  •  •  •  Ä^ir;  A^  s  •••  Aj^t;  •••;  ir— 1  r  die  Korrelaten  der 
Gleichungen  (2).  Das  Minimum  von  Zv^  mit  den  Gleichungen  ^2)  als 
Nebenbedingungen  findet  alsdann  statt  für: 

t?0.1         =t^lO         «i^Ol        =        .  +*1.8        +Ä1.8        +ti.4         H Vki-r-l  +  hr 

Vo  2         =t?2.o        =-f«02        =— Ä1.2  .  +A;8.8        +^2-4        H h^r— l  +  /^2r 

VOS         =^3  0        =i«0  8        = — ^1-8        ■— ^28  +^4        H h^S  r— l  +  Äj-r 


t?0-r— 1  =*Vr— 10— 2*0r— 1=* — Äj-r— i  —  fer— 1 — ^8r— 1 — ^4.^— 1 .  -fÄr-r— 1 

t'or         =^rO         =*2^^0r        = — Äir        — Äg-r        — fer        — ^4r        — '•• — A'r— Ir 

— -üj.,.  =  t?M  •=|«l.i  =lC\.i  (i  =  2...r) 

/^♦\  —  *''2<  =t?<.8  =jf2-i  =^.<  (»  =  3... 

^  •  •  •  • 

•  •  •  • 

Es  ist  daher 

«Ol  ==  •  +€12  +*l-8         +  •••  +  «1  r— 1  +  «Ir 

«0-2  =  —  *1.2  •  +«2-8         +  *•'  +  fi2.r— 1  +  f2r 

/c\        .  .  .  .  ... 

\y)        .  ...... 

«0  r— 1   *=  —  «Ir— 1   —  «2r— 1   —  Hr-—!  —  "•         •  +«r— Ir 

fOr  *=  —  «Ir  —  f2r  —  «Sr  —  •*'  —  ^r  —  lr  •  9 

und  ,. 

(6)  ^'^o.ii-O. 

1 
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Aus  den  Bedingungsgleicliungen  bilde  man  jetzt  andere,  indem  man 
jedesmal  die  (r  —  1)  Gleichungen  addiert,  die  5o  i,  ^o-s,  ••  ^or,  positiy 
genommen^  enthalten.     Setzt  man  hierbei  fest,  dafs 

,_v  €i  z  =  —  £X  i  Wi.i  =  —  Wx.i 

^    ^  Bii   =        0  Wii   =         0 

sein  soll,  so  ergiebt  sich  das  folgende  Gleichungsystem: 

r  r  r 

(8)  raoi  —  ^gp  ■ ;.  +  ^g«  i  =  ^"^Tv  (.•=i...r) 

r 

Nach   (5)   und  (7)   ist  aber  ^si.x  =  ^o  •;    daher   folgt  aus   (8), 
wenn  man  aufserdem  (6)  berücksichtigt: 

(9)  {r+l)Bo.i=-ywf\  (-1..-) 
Ausführlich  geschrieben  ist  also: 

*o.» 2t;o.,     -2«8.o     -f:^{-<,  +wr,     +-+<._,+'^. 

/'Q*V  •  •  ...... 

fOr-l 2«o.r-l  =  2t;,_i.o'=^j{-«'f?^_,-W^''V_,-^"V-l •  +*-  : 

eo.,     =-2t;o..     =2t;„„     -^^{-«'ri     -<r     -<l     e..    ■ 

In  derselben  Weise  gelangt  man  zu  Ausdrücken  für 

gl-8;   •••  )     gln      ^l'Of 

wenn  man  die  Bedingungsgleichungen  für  diejenigen  Dreiecke  auf- 
stellt, die  einen  Eckpunkt  im  Punkte  P^,  anstatt  wie  vorher  im  Punkte  Pq 
haben.  Diese  Bedingungsgleichungen  folgen  aber  aus  den  Gleichungen 
(2)  durch  cyklische  Vertauschung  der  Indices  imd  Accente  0, 1,  2  •••  r. 
Man  wird  daher  auch  die  gi.,-fi  aus  den  «o»  der  Gl.  (9*)  durch  cyk- 
lische Vertauschung  erhalten,  und  weiter  «s-^+a  u.  s.  f.  durch  fort- 
gesetzte Vertauschung: 

(10)^1.5 2t;i.s  =  2t;s.i  =  ^^{-<^3      .      +wZ+-+<l+<\] 
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*...=-2rw-2.,..-^-^{-t.«-<-«;^,-.'       "      +«>^+«^«} 

u.  s.  f. 

12)   sr-ir 2t»._x.,-2t;..,_,-^-^{     .        «,^7»)+«,(r-«+...  +  «,^-j)J 

Nach  (4*)  ist  aber 

wobei  immer  n  >  i  ist;  berücksichtigt  man  aufserdem  Gl.  (3)^  so  erhalt 
man  als  Auflösung  der  in  gewöhnlicher  Weise  aus  den  Gl.  (2)  gebil- 
deten Normalgleichungen: 

2(r+l)Ää.,     — <',  +«;<'',     +...+«,W_^+«;<«^     +«;(<')^ 

13)2(r+l)Ä..,     -      .  tr«      +<',     +•.•+<     +w<^\     +<>, 

2(r+l)Ä,.4 «;«  .         +«;«      +•••+<',     +<>,     +«;^'^ 

•  •••  •••• 

U.  8.  f. 

Die  A;  lassen  sich  hiemach  darstellen  durch  die  Formel: 
(13*)  2(r  +  1)*,..  -  y't.1%  +  2«-!'«  , 


wenn  für  n  >  /i 

und  femer 

tr^''    -0 

gesetzt  wird. 

Die  w  sind  nicht  unabhängig  Ton  einander;  da  es  im  (r  +  1)-Eck 
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überhaupt    --^f^« Dreiecke  giebt^  so  giebt  es  mithin  zwischen 

den  w 

(r  +  l)r(r— 1)  _  r(r  —  1)  ^  r(r— l)(r  — 2) 

12  3  12      °*  123 

Bedingongsgleichungen,  die  man  wie  folgt  darstellen  kann: 

(14)  ^U«'!"^ -<'.-<!,  P-'-) 

wobei  steia  A  <  /i  <  v  ist 
Da 

ist^  so  hat  man  auch  unter  den  angegebenen  Bedingungen: 

A>^      '  ^-1  X-V  l-fl      '  fi  '  t  A'V 

Es  sei   hier  noch   bemerkt^   dafs   die  Auflösung  der  aus  (2)  her- 
gestellten Normalgleichungen  die  kin  nicht  sofort  in  der  Form  (13) 

giebt;  in  den  Ausdrücken^  die  man  für  ki.n  erhalt,  sind  die  w\^ ^  der 

Gleichungen  (13)  durch  die  Beziehungen  (14)  ersetzt. 

Bildet  man   nun  das   mittlere   Fehlerquadrat   der  Gewichtseinheit 
yermittelst  der  Formel 

1.2      ^  ^"^f.«^«»> 

SO  erhält  man  aus  (13),  wenn  man  die  Gleichungen  (14)  berücksichtigt: 
^±Z_^  .  2(r  +  l)m»  =  «),)'+  «.)•+...+  (fcfiy 


+S(m'+H\y+-+w) 


A»0 

+J(Ky'+K\)'+-.+Ky') 

(.15)  + 

r— » 

+ 


oder 

(15*) 


^(e..)'i 
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wobei  die  Summation  so  zu  Yollziehen  ist,  daTs  immer 

ist. 

Die  Summe  der  Fehlerquadiate  setzt  sich  also  aus  den  Quadraten 

der  Widersprüche  der  sämtlichen  ^   «  3         Dreiecke  des  (r+  1)- 

Ecks  zusammen. 

Beispielsweise  ist  fttr  das  Viereck  nach  (9*),  (4*),  (13)  und  (15): 

r  =  3 

Diesen  Wert  bekommt  man  auch,  wenn  man  nach  3  die  mittleren 
Fehlerquadrate  für  die  6  Kombinationen  je  zweier  Dreiecke  des  Vier- 
ecks bildet  und  dann  aus  ihnen  das  IViittel  nimmt. 

FOr  das  Fünfeck  ist 

r  =  4 

-  «o.x  -  «x.o = i^(+  <, + <, + <y 

-  fc.  =  «..0  -  f.(-  <>.  -  <>,  +  w^\) 

i-1 . .  =  -  n . « -= «, .  1  =  fo(+  <,  +  «'i*'«  +  < ^) 

*l . »  -  -  «1 . ,  -  », .  1  -  i(-  w<",  +  <>,  +  <',) 
*i  ■  4  -  —  »1 . 4  -=  «4 . 1  =  lo(—  w'^^^,^  —  w'^'',^  +  wf_^ 

ha »» . ,  -  V, . ,  =  ^o(+  wf^  +  »g'^  +  »i,*!,) 

*« .  *  -  -  «, .  4  -  »4 . ,  »  i(-  wf,,  +  wf:^  +  «><;>,) 

Ä. . 4  -  - 1>,  .4  -  «4 . .  -  ^(-1-  «'f ,  +  tr<",  +  <' J 
-*-  i{Ky*+  «.)•+  «4)'+  W,)'+  «'4)'+  K'4)' 
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Aus  dem  Ergebnis  der  vorstehenden  Entwicklung  Ulfet  sich 
schliefsen:  Je  gröfser  in  einem  Dreiecksnetz  die  Anzahl  der  Diagonalen 
ist;  um  so  eher  kann  man  erwarten^  dafs  die  Ferrerosche  Formel, 
wenn  aUe  Dreieckswidersprüche  zu  ihrer  Ableitung  benutzt  werden, 
den  mittleren  Fehler  einer  Richtung  liefert,  wie  er  unter  Voraussetzung 
gleicher  Richtungsgewichte  und  aus  den  Winkelgleichungen  allein  sich 
ergiebt. 

8. 

Die  Ausgleichung  der  Dreieckswidersprüche  und  hier  anschlieHsend 
die  Bestimmung  des  mittleren  Fehlerquadrats  einer  Richtung  soll  nun 

noch  für  ein  Dreiecksnetz 
ausgeführt  werden,  das  sich 
aus  einer  Folge  von  Vier- 
ecken zusammensetzt,  die 
in  einer  Richtung  anein- 
andergefügt sind,  Fig.  6. 
In  jedem  Viereck  seien 
aufser  den  Seiten  auch  die  Diagonalen  gegenseitig  beobachtet  Die  Anord- 
nung  der  Messungen  sei  wieder  derart,  daJs  sämtüche  Richtungen  gleiches 
Gewicht  haben.  Wie  vorher  soll  jedoch  bei  der  Ausgleichung  auf  die 
Seitengleichungen  keine  Rücksicht  genommen  werden.  Das  Netz  bestehe 
aus  r  Vierecken;  die  Anzahl  der  unabhängigen  Winkelgleichungen  ist  also 
3r.  Die  Widersprüche  zwischen  Rechnung  und  Beobachtung  seien  im 
iten  Viereck  für  die  Dreiecke  Pi,_i  Pa  Psi  +  i,  P2i— i  Pu  Pfi+h 
Pu-\  P%i+2  ft.+i,  Pi.Pi,+2P2»4-i  der  Reihe  nach  w.i,  «?.•.,,  ir.s, 
tüi.i,  wobei  Wi.i  +  Wi.^^  Wi.i  +  Wi.^  ist. 

Man  könnte  glauben,  dals  man  am  leichtesten  zu  einem  Ausdrucke 
für  das  Quadrat  des  mittleren  Richtungsfehlers  gelangte,  wenn  man  für 
jedes  Viereck  die  Winkelgleichungen  in  möglichst  symmetrischer  Form 
ansetzte,  also  für  das  erste  Viereck  z.  B.: 

«1.2  +  «24  — «8-4  — «18  =  +  ^11  +  W?1.4«  +  W?1.2  +  «7i.8  =  Oll 
«1-8  —  ^2S  +  «2.4  —  «14  =  — tt'l.l  +  tt'l^^  — Wl-S  +  Wl-i^Olt 

«14  — «8-4—  «28  —  «12  =  — W?1.2  +  «'l^  ■=  — Wll  +  «^18  —  Ol-8 

u.  s.  f.  fOr  die  übrigen  Vierecke. 

Wie  Mher  ist  «,•.*  =  —  t?,-  *  +  Vk.i  und  t?,-.*  die  Verbesserung  der 
Richtungsbeobachtung  PiP^^- 

Indem  man  alsdann  in  üblicher  Weise  die  Normalgleichungen  und 
weiter  die  reduzierten  Normalgleichungen   bildet,   findet  man  f&r  das 


Von  L.  KRüGRit.  193 

mittlere  Fehlerqnadrat  einer  Richtung  (ohne  Rücksicht  auf  die  Seiten- 
gleichungen): 

3rw*  = 


1      «         1     1      2 


+    1      '  I      1       s  I      1      2 


8 


+  ib(®l    1+®1    »  +  *ß'2    l)*+8<°2    2  +  886(— 2aii.i---2(Di.s  — (Di.i+7cJ2.s)" 

•  •  • 

•  •  • 

+  U2(ß^r-l.l  +  fi>r-1.8+4c}r.l)*+{ajJ!.j  +  3|^(— 2©r-l.l  — 2(Dr^l.8  — Or.l  +  7a>r.8)" 

Hierin  ist  noch  zu  setzen: 

Die  Entwicklung  scheint  jedoch  ein£EM)her  zu  werden,   wenn  man 
die  Bedingungsgleichungen  wie  folgt  ansetzt: 

^H^lii  +  ^StSt  +  l  ~  ^2*  — 1-2*4-1  **  w^<-i 
(1)  ^2*— 1-2<  +  ^2f -21-1-2  — «2»  — 1-2<-|-»  ™  ^<-2  (<==»!... r) 

«2«  — l-2f  +  2  — ^2»  +  l-2t-|-2  —  62*  — ISi-f  1  =  W^f-8- 

Sind  ki.if  ki.2,  h-^  die  zugehörigen  Korrelaten,  so  lauten  die  Normal- 
gleichungen: 

+  6^1.1  +  2A;i.2      +2Jfci.s      =»m?i.i 

+  2^1.1  +6*1.2  —  2^1.8  •  =M?1.2 

« 

+  2*11      — 2Ä;i.8       +6*1.8  —  2*21      -2*8.2     -«^1.8 

—  2*^-1.8  + 6*^.1+2*^.2      +2*^.8     =w;^.i 

(2)     —  2*^-1.8+2*^.1      +6*;,. 2— 2*^,. 8  •  =w^;i.2 

+  2  *^ .  1      —  2  *^ .  2      +  6  *^ .  8  —  2  *^, + 1 . 1  —  2  *,,  4. 1 . 2  =  w^ .  8 

—  2*r-i.8  +  6*r.i  +  2*r.2        +2*r.8  ^W^rl 

—  2*r-.i.8+  2*r.i  +6*r.2  — 2*r.8  '  =«?r.2 

+  2*r.i         —  2*r.2  +6*r.8  "  •  '^Wr-Z 

(iu  =  2-    -(r— 1)) 

Den  Bau   dieser  Gleichungen  erkennt  man  leicht  aus  der  Figur.     Aus 

(2)  folgt: 

12*,. 8  =  —  2Wv.i  +  2Wt.i  +  4m;,. 8  +  «'y-l-ll  +  «?r  +  1.2 

(3)  =  2{Wy.s  +  Wy.4)  +  W?v4-ii  +  ^y+1% 

(»  =  l-(r  — D) 

und 

(3*)  16*r.8  =  —  2M;r.i  +  2^7^-2  +  4w7r-3  =  2(^^.8  +  ^r-l)' 

Zeitschrift  f.  MathamatUc  Q.  Phyiik.  47.  Band.  1908.  1.  a.  2.  Heft.  13 
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Damit  erhält  man  auch  leicht  die  übrigen  k*  allgemein  ist 

—  4Ä;._i.s  +  8(fcM  +  hi.i)  =  Wi.i  +  Wit 

(1=1.  r) 
+  4:(ki.i  —  hi)  +  4ÄI;.8  =  Wi.i  —  tOi  2, 

wobei  Äo.8  =  0  ist.     Also  wird 

(4)  (i«l      r) 

16A;,.s  =  ~  Wii  +  3m;,-. 2  +  4ä;,_i.s  +  8i,-.8. 
Mithin  ist,  wenn  man  berücksichtigt,  dafs  U7  m  +  ^(  4  =  t^M  +  ^z  s  ist^ 

48kt.i  =  l(wi.i+wi.i)-'(wi.i—wi.s)+2(wi.i+w%.2) 
48*^.i=2(m?^-i.8+«?;,-.i.4)+7(m;^i.i— w^^.4)+(w^.2— 1<?^.3)— 2(tr^4.i.i+ 

(A«=2.      r-l) 
48Är.l=2(w;r-1.8  +  M?r-1.4)  +  7(«?r.l— M?r.4)  +  («?r.«  +  M?r.4) 
48*;r.2=-2(w?r-1.8  +  «?r~1.4)  +  7(Wr.2  +  M'r.4).'+(Wrl  — Wr.4). 

Wenn  die  k  bekannt  sind,  lassen  sich  leicht  die  Yerbessenmgen 
(die  durch  die  Ausgleichung  der  Winkelgleichungen  erhalten  werden) 
berechnen,  z.  B.  ist 

^2»  — 1-8»  =  +Ä»  — 13  —  iil  —  i\-2;  ^2»-2i— 1  =  —  ^ii—lif 

t?2t  — lai+i  =  +fei       +  ki.iy  V2t4-i.j<— 1  =  —  Vii—i%i+i' 

u.  s.  w. 

Für  das  mittlere  Fehlerquadrat  der  Gewichtseinheit  findet  mim 
jetzt  zunächst  aus  der  Formel 

r 

Srw*  =-^{wi.iki.t  +  Wiikii  +  Wi^ki.z}, 
1 

wenn  man  in  sie  die  Werte  aus  (4)  einführt: 

r  r— 1 

i  1 

Ersetzt  man  weiter  k^z  und  Jfcr.s  durch  die  Werte  aus  (3)  und 
(3*),  so  ergiebt  sich: 

r  r 

(5) 


i 
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oder 


rm«  =  ^  V 


1 
(6)  '•'^ 

1 

—  ili{(«?ll  +  Wl'iy  +  i^r-S  +  W^ri)*}- 

Da  aber 
ist^  so  hat  man  weiter 

r 

1 
r  r— 1 

(7)  +2^(Wi.iWi.i  +  Wi.zWi.i)  +  4^{WiJi;i+Wi.^){Wi^-i.i+Wi^l.i) 

1  1 

—  (m7i.i  +  Wi.2y  —  {Wr.Z  +>r.4)M- 

Für  r  ==  1  geben  die  Formeln  (5)  und  (6) 

(8)       m*  =  ö{(^ii  +  «^1  2)*  +  («<?i  8  +  w'i.4)*  +  2(w7,.i  —  w?!.»)*} 
oder  da  w?i.i  — -  Wii  =  t<?i.s  —  W1.4  ist, 

W'  =  g^wf .1  +  Wtt  +  wi-8  +  W^l  4), 

welche  Formel  sich  aus  (7)  unmittelbar  ergiebt;  yergl.  auch  S.  191. 

Die  internationale  Näherungsformel  nimmt  nun  für  das  mittlere 
Fehlerquadrat  einer  Richtung  in  dem  hier  yorausgesetzten  Netze  den 
Wert  an: 

r 

1 
Es  ist  mithin 

(m-~w^)=«J^^{(w^8+M^^4)H(w'.•+l.l+w^i+l.2)*+4(w^8+M7^ 

1 

r—l 
1 

Die  Formel  (9)  zeigt,   dafs,   wenn  sämüiche  w  das  gleiche  Yor- 
zeichen  haben,  die  internationale  Näherungsformel  zu  kleine  Werte  giebt. 
Ist  im  besonderen 

13* 
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SO  ist 


Ist 

so  wird 


Ist 
so  wird 


wj.  =  >«;    m«-wj.=  (~~j^)w;«. 


+  Wii  «  —  «7... 2  =  +  «7^8  =  —  Wi.A  =  W, 

Und  ist  endlich  noch 
so  ist 


über  die  Schnittkorve  zweier  kongruenten  Rmgfl&clien  nnd 

ihr  Zerfallen  in  Kreise. 

Von  C.  BoDEXBERO  in  Hannover. 

Die  Ringfläche^  d.  h.  die  Fläche,  welche  durch  Rotation  eines 
Kreises  mn  eine  beliebige  Gerade  seiner  Ebene  entsteht^  wird  bekannÜich 
Ton  jeder  sie  zweipunktig  berührenden  Ebene  in  zwei  Kreisen  ge- 
schnitten. Die  elementaren  Beweise  dieses  Satzes  sind  nicht  einfiidi, 
weshalb  hier  ein  anderer  mitgetheilt  werden  soll,  bei  dem  unmittelbar 
die  orthogonalen  Projektionen  der  Kreise  auf  eine  zur  Rotationsachse 
senkrechte  Ebene  als  Ellipsen  erkannt  werden,  deren  einer  Brennpunkt 
die  Projektion  der  Achse  ist.  Aus  der  Gleichwertigkeit  der  Brenn- 
punkte schliefsen  wir,  dafs  durch  jeden  solchen  Kreis  noch  eine  zweite, 
der  ersten  kongruente  Ringfläche  hindurchgeht,  deren  Achse  sich  m 
den  anderen  Brennpunkt  projiziert.  Es  ist  damit  nahe  gelegt,  die 
Schnittkurve  zweier  kongruenten  Ringflächen  mit  gemeinschaftlicher 
mitÜerer  Parallelkreis -Ebene  zu  untersuchen  und  darauf  die  in  Rede 
stehende  besondere  Lage  herzustellen. 

Die  aus  der  Verbindung  beider  Flächen  bestehende  Figur  besitst 
drei  zu  einander  senkrecht  stehende  Symmetrie-Ebenen,  parallel  n 
denen  wir  die  Projektions-  und  Koordinaten -Ebenen  der  a:y,  xjet,  yz 
stellen.     Die  Schnittkurve  zerfällt  in  3  Teile:   1)  in  den  zur  ^- Achse 
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senkrechten  Symmetrie -Schnitt^  eine  Kurve  4.  Ordnung;  2)  in  den  vier- 
fach zählenden  imaginären  Eugelkreis^  ab  Doppelkurve  jeder  Fläche, 
3)  in  die  uns  beschäftigende  Bestkurve  von  der  Ordnung  4* — 4  —  2  •  4]=  4. 
Durch  diese  Kurve  gehen  drei  doppelt  projizierende  Cylinder  2.  Ord- 
nung, sie  ist  folglich  Basiskurve  eines  Flächenbüschels  2.  Ordnung, 
dessen  Polartetraeder  aus  den  drei  Symmetrie-Ebenen  und  der  unendlich 
fernen  besteht     Da  die  4  Schnittpunkte  dieser  Ebene  mit  der  Basis- 


kurve auf  dem  Eugelkreise  liegen,  so  enthält  der  Büschel  eine  Kugel, 
deren  Mittelpunkt  der  Ursprung  0{0' 0" 0'")  ist.  Die  Burchschnitts- 
Jcuroe  ist  demnctch  ein  sphärischer  Kegelschnitt,  welcher  im  FaUe  einer  zwei- 
maligen Berührung  der  Flächen  (auf  der  x- Achse)  in  zwei  Kreise  zerfaüt 
Zur  Erbringung  eines  elementaren  Beweises  des  Erkannten  seien 
F(F'F"F'")  und  F^  die  Mittelpunkte  der  Flächen  im  Abstände  2e, 
sei  Je  der  Halbmesser  ihrer  Meridiane  mit  den  Mittelpunkten  K  und  K^, 
a  der  Halbmesser  FK  =  F^K^  der  Kreise,  welche  von  K  und  K^  bei 
der  Erzeugung  der  Flächen  beschrieben  werden.  —  Eine  zur  Kon- 
struktion von  Kurvenpunkten  in  der  Höhe  z  gelegte  Ebene  schneidet 
jede  Fläche  in  zwei  Kreisen  von  den  Halbmessern  a  +  p  und  a-i> 
(p*  =  i*  —  jer*).  Die  Schnittpunkte  gleichgrofser  Kreise  liegen  in  der 
Symmetrie-Ebene  senkrecht  zur  rr- Achse,  sie  scheiden  aus  der  Be- 
trachtung aus,  aber  für  die  anderen,  die  Punkte  P  unserer  Kurve  ist 

FF'  +  P'F[  =  (a  4-1))  +  (a  ^p)  =  2a 

d.  h.  ihr  Gfrundrifs  ist  eine  Ellipse,  welche  F'F[  zu  Brennpunkten  hat 
und  deren  grofse  Achse  gleich  dem  Durchmesser   des  vom  Meridian- 
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Mittelpunkte  beschriebenen  Kreises,  also  ganz  unabhängig  von  der 
Entfernung  der  Rotationsachsen  ist. 

Wir  denken  hierbei  nur  an  reelle  Schnittkurven,  setzen  also 
voraus,  dafs  e-^a  ist;  ist  e  >  a,  so  wird  die  Projektion  zwar  eine  reelle 
Hyperbel  mit  der  reellen  Achse  2a,  aber  die  Raumkurve  wird  ima- 
ginar. 

Zur  Ermittelung  des  Abstandes  OP  =^  q  gehen  wir  aus  von  der 
Länge  seiner  Horizontalprojektion  r  =  0'P\  oder  besser  seines  Qua- 
drates.    Es  ist  für  P\x,  y): 

(x^ey  +  y^^ia-py 

(x  +  ey  +  y'^{a+py 
d.  h. 

x^  +  y^  =  r^  =  a^  —  e^  +  p\ 
folglich 

Die  Kurve  liegt  also  auf  einer  Kugel  vom  Halbmesser 

p  =  ya«  -  e«  +  h\ 

und  ergiebt  sich  als  deren  Durchschnitt  mit  dem  zur  Grundrüsebene 
senkrechten  Gylinder 

Wird  nun  e  =  Ä,  so  wird  (>  =  a,  die  beiden  Flächen  berühren  sich 
doppelt  und  die  Kurve  zerfällt  in  zwei  Kreise  vom  Halbmesser  a, 
die  Wechselschnitte  des  Cylinders.    Der  Neigungswinkel  a  ihrer  Ebenen 

gegen  die  Horizontale  ist  gegeben  durch  cos  a  ==  ±  — 

Es  möge  noch  der  Flächenbüschel 

-,»  +  y»  +  ;er»-(a»-e»  +  fc»)-A(f;  +  -,47.-l)  =  0 

mit  seinen  vier  Kegeln  betrachtet  werden. 

Für  A  =  +  a^  ergiebt  sich  der  hyperbolische  Cylinder  senkrecht 
zur  Seitenebene  yz: 

y  —  gf  } 

für  A  =  a*  —  e*  der  elliptische  Cylinder  'senkrecht  zur  Aufrifsebene  xs 


-.  +  r.=  l, 


(ak  :  ey   '   k' 
endlich  für  A  =  a*  —  e*  +  Ä*  der  vierte  „Kegel"  mit  dem  Scheitel  0: 

„_?^! yl__  j. «« -  0 
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Wird  nun  wieder  e  =  t,  so  zerfallen  dieser  Kegel  und  der  hyper- 
bolische Cylinder  in  das  Ebenenpaar 

z  k  , 

—  =  - —  —  =  tff  a , 

welches  die  oben  gefundenen  Kreise  enthalt. 

Der  Kegel  wird  andererseits  zum  Botationskegel,  wenn  seine 
Gleichung  zwei  gleiche  Koeffizienten  aufweist.     Sei 

a^:{e^-h^^-{a}-e^)xh^    oder    e*(a»- e»  +  Ä«)  =  0. 

Das  Verschwinden  des  zweiten  Faktors  macht  den  Kegel  zur  Null- 
kugel x^  +  y^  -\-  z^  =  0,  die  Basiskunre  ist  imaginär.  Für  c  =  0  rücken 
die  Flächen  einander  unendlich  nahe^  der  Kegel  wird  zum  reellen  Bota- 
tionskegel 

welcher  die  Berührungskreise  der  beiden  Doppeltangential-Ebenen  jer  =  ±  A; 
enthält;  und  es  ist  auch  leicht  zu  übersehen^  dafs  im  Grenzfalle  die 
Schnittkurve  in  diese  beiden  Kreise  zerfallt^  ebenso,  dafs  in  keinem 
anderen  Falle  ein  reeller  Rotationskegel  durch  die  Kurve  hindurch- 
gehen kann. 


Über  die  Schnittpunkte 
einer  Ellipse  mit  einer  ihr  coazialen  Ellipse  oder  Hyperbel. 

Von  C.  RoDENBERG  in  Hannover. 

Behufs  Bestimmung  dieser  Punkte  fuhrt  man  durch  afBne  Ver- 
wandlung der  Figur  die  Ellipse  in  einen  dem  bleibenden  Kegelschnitt 
konzentrischen  Kreis  über,  schneidet  beide  Kurven  mit  einander  und 
kehrt  wieder  zur  ursprünglichen  Figur  zurück.  In  der  Weise  ist  die 
Aufgabe  ftir  zwei  Ellipsen  in  den  Lehrbüchern  der  ^^Darstellenden  Geo- 
metrie^' von  Wiener  Bd.  U.  S.  279,  Peschka  Bd.  HL  S.  621,  Rohn 
u.  Papperitz  Bd.  I,  erste  Auflage,  §  29  gelöst  worden.  Die  folgende 
Lösung  der  reduzierten  Aufgabe  führt  auf  die  Längen  der  Radien- 
vektoren aus  den  Brennpunkten,  welche  zu  den  Schnittpunkten 
gehören. 

In  der  vorstehenden  Note  ist  ftir  das  Quadrat  r*  der  Entfernung 
eines  Ellipsenpunktes  vom  Mittelpunkt  der  Ausdruck 

r^  =  a*  —  e*  +  p* 


200 


Über  die  Schnittpunkte  einer  Ellipse  etc.    Von  C.  Boddibbro. 


gefunden  worden^  worin  a  und  e  wie  üblich ^  die  halbe  Hauptachse 
und  Exzentrizität;  a+  p  und  a  —  p  die  Entfernungen  des  Punktes  von 
den  Brennpunkten  sind.  Ist  r  als  Halbmesser  des  vorliegenden  Kreises 
gegeben^  so  folgt 

Man  bilde  daher  (Fig.  1)  aus  der  halben  Nebenachse  OG  ^h  als 
Kathete,  und  CD  =  r  als  Hypotenuse  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  dann 
ist  dessen  zweite  Kathete  OD  —p  und  femer  DB==a—p,  DA  =  a'\-p. 


Flg.  1. 


Fig.  2. 


ED 


Die  Kreise  mit  diesen  Radien  um  die  Brennpunkte  F  und  F^  be- 
schrieben, schneiden  sich  in  den  gesuchten  Punkten;  aber  es  bedarf 
nur  der  Verzeichnung  der  beiden  Kreise  mit  einem  der  Badien,  da 
schon  der  gegebene  Kreis  um  0  die  Punkte  dann  ausschneidet. 

Liegt  (Fig.  2)  eine  Hyperbel  vor,  so  bleibt  der  Ausdruck  för  r* 
ganz  ungeändert,  da  nur  Quadrate  auftreten,  es  ist  aber  a^  —  ^  jetzt 
negativ.    Wir  schreiben  daher 

jp2  =  r*  +  (e*  -  a^)  =  r«  +  b\ 

wo  6  =  JB6r «  HC  die  imaginäre  Achse  der  Hyperbel  ist.  In  dem  zu 
bildenden  rechtwinkligen  Dreieck  OCH  sind  dann  0H=  r  und  HG=b 
Katheten,  OC  =  p==  OD  ist  Hypotenuse  geworden  und  die  Kreise 
mit  den  Halbmessern  BD  ^  p  —  a  und  AD  =  p  +  a  um  F  und  F^ 
beschrieben  (einer  von  ihnen  reicht  wieder  aus)  bestimmen  die  ge- 
suchten Punkte. 
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Hydrodynamisclie  üntersnclinngen 
tlber  die  Wirbelbewegungen  in  einer  Engelfläche. 

Von  E.  Zermelo  in  Göttingen. 

(Erste  Mitteilung.) 

Die  hier  vorliegende  Arbeit  versucht  es,  die  Strömung  einer  in- 
kompressibelen,  reibungslosen  (zweidimensionalen)  Flüssigkeit  in  einer 
Eugelfläche  ein^r  ebenso  systematischen  Theorie  zu  unterwerfen,  wie 
sie  für  ebene  Strömungen  bereits  existiert  und  namentlich  in  Poin- 
car^s  ,,Theorie  des  tourbillons^'  (1893)  ziemlich  voUstöndig  dargestellt 
ist.  Eine  solche  Untersuchung  ist  schon  an  und  für  sich  von  geome- 
trischem Interesse,  zumal  sich  auf  der  Eugel  vieles  im  Endlichen  ab- 
spielt, was  in  der  Ebene  oft  im  Unendlichen  wenigstens  für  die  An- 
schauung verloren  geht.  Sodann  ist  es  nicht  unmöglich,  dafs  es  auf 
diesem  Wege  auch  gelingen  könnte,  über  manche  Vorzüge  bei  der 
Fortpflanzung  der  atmosphärischen  Cyklonen,  sowie  der  Meeres- 
strömungen, soweit  sie  das  Erdganze  betreffen  und  soweit  die 
Vertikalkomponente  der  Strömung  gegen  die  Horizontalkomponenten 
vernachlässigt  werden  kann,  einigen  Aufschlufs  zu  erhalten.  Freilich 
ist  dieser  geophysikalische  Gesichtspunkt,  der  mir  die  erste  Anregung 
zu  dieser  Arbeit  gegeben  hat,  bei  der  weiteren  Durchführung  gegenüber 
den  rein  geometrisch  -  analytischen  Problemen  und  Methoden  mehr 
in  den  Hintergrund  getreten.  Dabei  ist  es  mein  Bestreben  gewesen, 
die  DareteUung  möglichst  einheitlich  und  unabhängig  von  fremd- 
artigen  Voraussetzungen  zu  gestalten.  Der  ganzen  Entwickelung  liegen 
ansschliefslich  die  hydrodynamischen  Hauptgleichungen  in  orthogonalen 
Flachenkoordinaten  zu  gründe,  die  gleich  im  Anfange  eingeführt  werden, 
und  alle  von  mir  gegebenen  litterarischen  Citate  dienen  lediglich  als 
Quellennachweis  oder  zur  Vergleichung. 

Unter  diesem  Gesichtspunkte  ist  die  von  Eirchhoff  zuerst  auf  das 
Problem  angewandte  stereographische  Abbildung  der  Eugel  auf  die  Ebene 
hier  nur  bei^.ufig  benutzt  worden,  obwohl  sich  mit  ihrer!  Hilfe  verschie- 
dene Eigenschaften  der  Ebene  auf  die  Eugel  übertragen  lassen,  die  bei  mir 
direkt  hergeleitet  werden  (cf.  Lamb  Hydrodynamics  p.  114,  p.  253). 
Diese  Methode  der  Abbildung  ist  hier  eben  keine  prinzipielle,  sondern 
nur  von  beschränkter  Anwendbarkeit;  sie  bezieht  sich  nur  auf  das  je- 
weilige momentane  Vektorfeld,  aber  nicht  auch  auf  die  Bewegung  der 
Wirbel,  auf  den  zeitlichen  Verlauf  der  Erscheinung.  So  ist  namentlich 
das  Problem  der  stationären  Strömung  (H  §  4)  durchaus  nicht  durch 


202      Hydrodyn.  Untersuchungen  üb.  d.  Wirbelbewegungen  in  einer  EogeMäche. 

Abbildung  zu  lösen  ^  und  vollends  das  ^^Gleichgewichtsproblem''  der 
Strudel  (E.  IQ  §§  6  u.  7)  hat  in  der  Ebene  überhaupt  kein  Analogon. 
—  Aus  demselben  Grunde  ist  auch  auf  die  elektromagnetische  Deutong 
hier  keine  Rücksicht  genommen.  Diese  Analogie  gilt  nur  in  Bezog 
auf  mögliche  Strömungszustände,  nicht  auf  ihre  zeitliche  Yerandenrng, 
die  vielmehr  der  Hydrodynamik  ganz  charakteristisch  ist 

Der  Kern  der  hier  verwendeten  Methode  ist  in  dem  Begriffe  de« 
y^einfachen  Strudels"  zu  suchen  (cf.  11  §  2):  d.  h.  eines  isolierten 
Strudelpunktes  bei  konstanter  (von  0  verschiedener)  Wirbeldichte 
(Gurl)  auf  der  ganzen  übrigen  Kugel,  während  die  früheren  Autoren 
meines  Wissens  immer  nur  Strudelpunkte  (unendlich  dünne  Wirbel)  in 
sonst  wirbelfreier  Flüssigkeit  betrachtet  hatten.  Auf  diesem  Begriffe 
ruhen  fast  alle  weiteren  Entwickelungen  und  verdanken  ihm  ihre 
zwanglose  Formulierung  bei  Vermeidung  störender  Nebenbedingungen. 

Das  im  letzten  Kapitel  behandelte  „Problem  der  drei  Strudel"  als 
eine  spezielle  Anwendung  der  vorausgehenden  allgemeinen  Theorie 
dürfte  namentlich  interessieren  durch  eine  gewisse  formale  Analogie 
mit  dem  Kreiselproblem  und  eine  geometrische  mit  dem  astronomischen 
„Dreikörperproblem"- 

Kapitel  I. 
Die  Flnssigkeitsbewegung  anf  einer  beliebigen  Fläche. 

§  1.  Die  Gnmdgleiohungen  in  Gaufssohen  Koordinaten. 

Sind  u  und  v  krummlinige  Koordinaten  auf  einer  gegebenen  Flache 
und  E,  F,  G  die  bekannten  6  aufs  sehen  Fundamentalgrölsen,  so  ist 
der  Ausdruck  für  das  Quadrat  des  Linienelementes 

ds^  =  Edu^  +  2Fdudv  +  Gdv^ 

und  daher  die  lebendige  Krafb  eines  Punktes  von  der  Masse  m,  welcher 
sich  auf  der  Fläche  bewegt: 

J=  %2  ^"^fEu"'  +  2Fuv'  +  Gv''), 

wenn  u',  v'  die  nach  der  Zeit  t  genommenen  Ableitungen  von  u,  v  be- 
deuten. Ist  femer  m  O  das  Potential  der  wirkenden  Kräfte,  so  nehmen 
die  Lagrangeschen  Bewegungsgleichungen  (zweiter  Art)  für  unseren 
Fall  die  Form  an 

dt^  '  ^       2  \du         ^       cu  '    du      /  cu 

d  /T^  '   X    n   r,      ni/dE    ,8   ,   ^dF    ,   ,   .   dG    ,o\  c^ 
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Wählt   man  orthogonale  Koordinaten  u,  v,   so   wird  ^  =  0   und  man 
kann  setzen: 

also 

**^   —    C/"'   '    F*  ' 
Dann  werden 

u  =  jj     nnd     t;  =  ^ 

die  wahren   Geschwindigkeitskomponenten  in  der  Richtung  der  Koor- 
dinaten u,  V,  also: 

und  unsere  Bewegungsgleichungen  werden: 


.  .  ^vx^,     ^  .«     Fau        au' 

d  /j?^\     tt«  a^    «» a F  _  __  a* 

dtW)  "^  ü  dv^  V  dv  '^       CO* 


Da  nun  aber 

d 
d 

d 
d 


Au)  =  üdt  -  üA^  ^  +  aT  ^V' 

i  (v\        1  dv        V  /dVrr-    t    ^  ^  t7-\ 


so  kann  man  den  Gleichungen  (1)  auch  die  Form  geben: 

du       -TTT  iT^* 

(2)  äe-^^--^ä^' 

^y  A.ÜW F— 

wenn 

Tj;.     Fat;--     ü-aF- 

1/  cv  V du 

gesetzt  wird. 

Diese  Differentialgleichungen  gelten  zunächst  nur  für  einen  einzigen 
materiellen  Punkt  m,  Sie  behalten  aber  ihre  Form^  wenn  man  zu 
einer  kontinuierlichen  Verteilung  von  Massenpunkten  auf  der  Fläche^ 
d.  h.  zu  einer  reibungslosen  zweidimensionalen  Flüssigkeit  übergeht. 
Nur  hat  dann  an  Stelle  von  m  die  variable  Flächendichte  k  zu  treten, 
und  das  auf  die  Flächeneinheit  bezogene  Potential  der  Massenkräfte 
%;<^  ist  noch  um  eine  Funktion  p=p(u^  v)  des  Ortes  auf  der  Fläche 
zu  yermehren,  welche  von  der  gegenseitigen  Beeinflussung  der  materiellen 
Punkte  herrührt  und  der  Druck  der  Flüssigkeit  genannt  wird;  pds  ist 
dann  immer  die  auf  das  Linienelement  ds  normal  wirkende  Kraft.    Be- 
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merkt  sei  nur  noch,  dafs  wir  gleichfalls  zu  den  aufgestellten  Ghrnnd- 
gleichungen  gelangen,  wenn  wir  die  Strömung  einer  dreidimensionaleii 
Flüssigkeit  längs  eines  Systems  von  Parallelflächen  betrachten  und 
dann  die  Entfernung  der  beiden  Grenzflächen,  also  die  Dicke  der  Flüs- 
sigkeitsschicht an  der  Grenze  null  werden  lassen.  —  Ist  nun  der  Druck, 
wie  im  Folgenden  vorausgesetzt  werden  soll,  eine  Funktion  d^  Dichte 
k  allein,  so  können  wir  setzen 


/' 


y  =  P     (die  „Druckfunktion'^, 
also 


und  die  Differentialgleichungen  (1),  (2)  gelten  auch  fär  unsere  Flüssigkeit 

wenn  wir  setzen: 

0  =  P+0„ 

wo  O^  die  wahre  Potentialfunktion  der  Massenkräfte,  bezogen  auf  die 
Masseneinheit,  bedeutet« 

Bisher  haben  wir  nur  die  zeitliche  Veränderung  der  Geschwindig- 
keitskomponenten ITT ,  -^  durch  die  Potentialverteilung  O  und  die  Gfe- 
schwindigkeiten  ü,  v  selbst  ausgedrückt.  Wir  können  aber  auch  die  6e* 
schwindigkeitsveränderung  x-  ,  ^  an  einer  bestimmten  Stelle  UyViet 

Fläche  einfUiren,  indem  wir  die  Beziehungen  benutzen 

(du      du  ,  -  T7^ü      -^cü 
dt  =  rt  +  «^r«  +  *'^ä-.  ,, ,,, 


\dv  dv     ,     -TT^V     ,     -TT-^t? 


und  erhalten  so  aus  (2) 


U 


et    *       \    ov  '      cvj    '  duWJ  cv\U/  dv 

Berücksichtigt  man  hier,  dafs 

du         du       ^  du^       '      ^       ^  cu' 

^dv^  ^dv~~  ^dv^^  ^^^-^^dv' 

und  setzt  weiter: 

(0  2,-!7F(^.(l)-^.(|)) 
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(fi  ist  die  Rotation  um  die  Flachennormale,  der  „Curl*'  oder  die  „Wirbel- 
dichte'^  cf.  §  2);  80  kommt  schliefslich: 


dt 


--2«p-F^(*  +  i2»). 


8at0:  Die  eeiäiche  Veränderung  des  GeschwindigJceUsvektors  an  einer 
SteUe  der  Fläche  setzt  sich  msammen  aus  ewei  Komponenten^  deren  eine 
gleich  dem  doppelten  "Produkt  oms  der  Wirbeldichte  q  und  der  Geschwin- 
digkeit ist  und  auf  der  Geschwindigkeitsricihtung  senkrecht  steht,  und  deren 
andere  an  Richtung  und  Gröfse  gleich  dem  GefaUe  der  Funktion  %  ist, 
die  sich  additiv  zusammensetzt  aus  dem  halben  Geschmndigkeitsqmdrate 
der  Druckfunktion  P  und  event.  der  Potentialfu/rJcHon  0^  der  wirkenden 
Massenhräfte. 

(Den  Spezialfall  fttr  die  Ebene  (ü"«  1,  F=  1)  vergl.  bei  Lamb, 
Hydrodynamics  p.  226.) 

g  2.  Der  MassenflufB  und  die  Iiikompreasibilit&t. 

Unter  dem  „Massenflufs^^  £s  durch  ein  gegebenes  Euryenstück  S 
verstehen  wir  bei  stationärer  Strömung  die  Gesamtmasse  der  Flüssigkeit^ 
welche  in  der  Zeiteinheit  das  Eurvenstück  in  einem  bestimmten  Sinne 
durchströmt.  Ist  die  Strömung  nicht  gerade  stationär^  so  haben  wir 
die  in  der  Zeit  x  durchströmende  Masse  durch  x  zu  dividieren  und  für 
T  =  0  zur  Grenze  überzugehen.     So  erhalten  wir  den  Ausdruck 

(«) 
(a)  Kn^fkqJSy 

wenn  das  Integral  über  das  Eurvenstück  S  mit  der  variablen  Bogen- 
länge s  erstreckt  wird  und  q^  die  Geschwindigkeitskomponente  in  der 
positiv  gerechneten  Normalen  n  der  Eurve  bezeichnet.  In  unseren  or- 
thogonalen Eoordinaten  u,  v  ist  aber 

,,  N  V  du      ü  dv 

^^^  *«  ""  Üd8  ""  VTa  ' 

und  damit  diese  Gleichung  auch  das  Vorzeichen  von  q^  immer  richtig 
bestimmt^  wollen  wir  im  Folgenden  immer  als  ^^positive^'  Eurvennormale 
diejenige  Richtung  (in  der  Tangentialebene  der  Flache)  bezeichnen, 
welche  zur  Fortschreitungsrichtung  ds  auf  der  Eurve  ebenso  liegt^  wie 
die  t7-Richtung  zur  M-Richtung^  also  nach  links,  wenn  wir^  von  einer 
bestimmten  Seite  auf  die  Fläche  blickend^  das  ut;-Eoordinatens7stem 
ebenso  zeichnen  wollen  wie  in  der  Ebene  gewöhnlich  das  xy-System. 


206     Hydrodyn.  Untersuchungen  üb.  d.  Wirbelbewegungen  in  einer  Eugelfläche. 
Es  wird  also  immer: 

(c)  K^  =y  k  (^dw  ~  ydvj , 

wobei    aber    auch    der  Sinn   angegeben  werden  moTS;  in  welchem  ß 
durchlaufen  werden  soll. 

Besonders  wichtig  ist  der  Fall^  wo  die  Kurve  (S  geschlossen  ist, 
ohne  sich  selbst  zu  durchschneiden,  und  ein  endliches  Flachenstack  C 
so  einschlieist,  dafs  die  positive  (linke)  Normale  immer  nach  innen 
weist;  wir  sagen  dann,  die  Begrenzung  von  C  werde  ,,im  positiven 
Sinne^^  durchlaufen.  Dann  ist  K  =  K^  der  Gesamtbetrag  der  in  der 
Zeiteinheit  in  das  Flächenstück  C  einströmenden  Masse,  also  auf  Grund 
des  Prinzips  der  Konstanz  der  Materie  gleich  der  gesamten  zeithchen 
Massenvermehrung  in  C,  d.  h.  gleich  dem  Flachenintegrale 


5?>  if) 

fdk^    _    rdkdudv 

J  dt^^'^J    dt  ü  F' 


wenn  mit  d6  das  Flächenelement  bezeichnet  wird. 

Nun  läfst  sich  aber  das  Linienintegral  K  auch  rein  formal  in  ein 
Flächenintegral  verwandeln: 

(1)  K-ß  (|.„  -  ?  ..)  -  -ßuä.  ( ,1(9)  +  ^A  («)  ] . 

Setzen  wir  diesen  Ausdrack  fOr  K  gleich  dem  eben  gefundenen  für 
die  MassenTermehrnng,  so  wird 

/ '^'''ip  {wir  +  TuCt)  +  w-vCü)]  =  0' 

und  zwar  für  ein  ganz  beliebiges  Flächenstück  C,  also  mufs  auch  der 
Integrandus  verschwinden^  und  wir  erhalten  die  sogen.  ^^Kontinoitats- 
bedingung": 

welche   als   dritte  Grundgleichung   zu  jedem  der  Gleichungspaare  (1), 

(2)  oder  (3)  in  §  1  hinzuzuziehen  ist. 

Für  eine  ^^homogene  und  inkompressibele^'  Flüssigkeit  ist  nun  i 
der  Definition  nach  in  Raum  und  Zeit  konstant  und  zwar,  wie  wir  an- 
nehmen wollen,  =  1,  und  wir  gewinnen  aus  (2)  die  „Inkompressibilitats- 
bedingung'^ 
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In  diesem  Falle  ist  für  jede  geschlossene  Kurve  (S  das  Integral 

ir.-/(*^«-ü-;)-o 

und  daher  für  jedes  offene  Emrenstück  @  »  JLjB  der  Massenflufs  K(s, 
ganz  unabhäi^^g  von  der  Gestalt  des  Yerbindxu^weges  zwischen  Ä 
und  B,  so  dafs  wir  einfach  Yon  dem  Massenflufs  K^^Kab  ;;Zwischen 
A  und  B^  oder  „von  Ä  nach  B^  reden  können. 

Wählen  wir  daher  einen  beliebigen  festen  Punkt  0  unserer  Fläche 
zum  Anfangspunkt,  so  hat  ftir  jeden  anderen  Flächenpunkt  P^eP(u,  v) 
unser  Integral 

(la)  Kop  =  /  i^V'^^y)^  *(^'  ^) 

(0) 

einen  ganz  bestimmten  nur  von  den  Koordinaten  Uy  v  von  P  abhängigen 
Wert,  den  wir  als  die  „Stromfimktionf'  V(w,  v)  im  Punkte  P  bezeichnen 
wollen.  Bei  einer  Veränderung  des  Anfangspunktes  0  ändert  sich  diese 
Funktion  offenbar  nur  um  eine  additive  Konstante.  Die  partiellen 
Ableitungen  der  Stromfnnktion  sind  dann  gegeben  durch: 


(4) 


und  daher: 


du "" 

V      dip 
U'    dv 

=  —  p,    oder 

u  =  - 

^  dv' 

•-+p|! 

du 
dt 

-  t/s  = 

-f"'g. 

dv 
dt 

-Vv- 

+  ^''ll- 

(4a) 


Die  ganze  Geschwindigkeitsverteilung  ist  also  vollständig  bestimmt 
durch  die  einzige  Funktion  V'(u,  v),  wodurch  alle  Untersuchungen 
über  inkompressible  Flüssigkeiten  in  der  Fläche  wesentlich  vereinfacht 
werden. 

Auf  den  Kurven  ^  =  const  ist  nach  der  Definition  (la)  von 
K=tl;(u,  v)  überall  q^  =  0,  d.  h.  die  Geschwindigkeit  tangential  ge- 
richtet; sie  werden  als  „Stromlinien^^  bezeichnet. 

Die  absolute  Eindeutigkeit  und  Stetigkeit  der  Stromfunktion  ^  ist 
die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dafs  die  Flüssigkeit 
auf  unserer  Fläche  inkompressibel  und  in  sich  abgeschlossen  ist.  Die 
,,Inkompressibilität8- Bedingung'^  (3)  dagegen  bezieht  sich  nur  auf  die 
regulären  Punkte  und  kann  an  Stellen,  wo  die  Geschwindigkeit  unstetig, 
z.  B.  unendlich  wird,  oder  eine  der  Gröfsen  ü,  V  verschwindet,   ihre 
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Bedeutung  verlieren.  Ist  dies  etwa  in  einem  einzelnen  Punkt  P^  der 
PaU,  wälirend  sonst  überaU  die  Bedingung  (3)  erftUlt  ist,  so  hätte 
zwar  der  Massenflufs  Kcy  wo  C  eine  beliebige,  P^  einschlielsende  ge- 
scUossene  Emre  sein  kann,  einen  bestimmten  von  der  Gestalt  von  C 
unabhängigen  Wert,  dieser  könnte  aber  von  Null  verschieden  sein  und 
würde  dann  die  Masseneinströmung  in  diesen  Punkt  P^  angeben;  es 
wäre  ein  „Quellpunkt'^  oder  ein  „Senkpunkt''  (oder  „Abflufspunkt"),  je 
nachdem  Kc  negativ  oder  positiv  wäre,  und  ein  Verzweigungspunkt 
der  Stromfunktion.  Doch  wollen  wir  im  Folgenden  solche  Fälle  aus- 
schliefsen  und  uns  auf  den  Fall  einer  absolut  eindeutigen  Stromfunktion 
beschränken. 

§  3.     Die  Zirkulation  und  das  Wirbelmoment. 
Das  Gesohwindigkeitspotential. 

Ebenso  wie  im  vorigen  Paragraphen  das  Integral  K = fkqnds  be- 
trachten wir  jetzt  das  Integral 

wo  Qt  die  Geschwindigkeitskomponente  in  der  Richtung  ds  bezeichnet, 
und  zwar  nehmen  wir  sogleich  den  Fall,  wo  (S^  eine  geschlossene,  sich 
selbst  nicht  schneidende  Kurve  ist  und  in  positivem  Sinne  durchlaufen 
wird.  Dann  wird  das  Integral  die  „Zirkulation  in  der  Kurve  S^  ge- 
nannt.    Es  ist  aber   ■ 

,  V  ü  du    .    V  dv 

W  ^' "  üdi '^  Vdi  > 

also  wird: 

(«)  (C)  _  _  (^  ^         _  _  <^ 

(1)    2JS.  ^ßds  ^J'ddu  +  pv)  =//(^(f)  -Ui)]'-^'  "h"'^ 

wenn  C  das  von  (£  erageschlossene  Flächenstück  mit  dem  Flächen- 
element dö  bezeichnet  und 

gesetzt  wird. 

(C) 

B^=fQd6  wird  auch  das  „Wirbelmoment  von  O'  und  q  die 
„Wirbeldichte^^  im  Punkt  u,  v  genannt,  die  letztere  ist  nichts  anderes 
als  die  Rotationskomponente  des  Flüssigkeitsteilchens  um  die  Flächen- 
normale als  Achse.  Der  Ausdruck  ist  bereits  im  ersten  Paragraphen 
((c)  p.  204)  zur  Vereinfachung  der  Gleichungen  (3)  eingeführt  worden. 
Aus  der  Definition  (a)  und  der  Relation  (1)  ergiebt  sich  ohne  weiteres 
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Satz  I.  Bas  Wirbelmoment  eines  Flächenstückes  ist  gleich  der 
Summe  der  Wirbelmomente  seiner  Teile. 

(Vorausgesetzt  ist  dabei^  dafs  in  den  Teilknrven  selbst  die  Ge- 
schwindigkeit keinen  Sprung  erleidet.  Solche  Diskontinuitatskurven 
müTste  man  durch  Festsetzung  entweder  ganz  zu  der  einen  oder  ganz 
zu  der  anderen  Seite  rechnen.) 

Satz  n.  Das  gesamte  Wirbelmoment  einer  geschlossenen  Fläche 
ist  nuU, 

Denn  hier  kann  man  die  Kurve  ^  auf  einen  einzigen  (nicht 
singularen)  Punkt  zusammenziehen. 

Es  kann  vorkommen^  dafs  innerhalb  eines  einfach  zusammen- 
hängenden Flächenstückes  F  die  Zirkulation  durch  jede  geschlossene 
Kurve,  also  das  Wirbelmoment  jedes  Flächenstückes  in  F  den  Wert 
Null  hat  und  demgemäfs  auch  die  Wirbeldichte  q  allenthalben  ver- 
schwindet. 

In  diesem  Falle  hat  das  Integral 

{P)  ({) 

(c)  2Rop  ^Jqsds  ==J  (^  +  ^)>  (p{u,  v) , 

(0)  (0) 

welches  längs  einer  beliebigen,  doch  ganz  innerhalb  F  verlaufenden 
Kurve  @  von  einem  festen  Anfangspunkt  0  nach  einem  beliebigen 
anderen  Flächenpunkte  P=^P(u,  v)  erstreckt  wird,  einen  ganz  be- 
stimmten von  der  Gestalt  des  Weges  6  unabhängigen  Wert  tp(uy  v), 
welcher  dem  Punkte  P(u,  v)  charakteristisch  ist  und  als  das  ,,Ge- 
schwindigkeitspotential^'  im  Punkte  P  bezeichnet  wird.  Dann  können 
die  Geschwindigkeitskomponenten  ü,  v,  ebenso  wie  im  Falle  der  Inkom- 
pressibilität  in  §  2  (4)  durch  die  Stromfanktion  if,  nunmehr  durch  die 
partiellen  Ableitungen  von  q>  ausgedrückt  werden: 

(2)  ü=u^,  v^r^- 

Ein  solches  Geschwindigkeitspotential  existiert  nach  (1)  in  jedem 
einfach  zusammenhängenden  Flächenstücke  F  als  eindeutige  Funktion 
des  Ortes,  wenn  innerhalb  F  die  Geschwindigkeit  nirgends  Sprünge 
erleidet  und  die  Wirbeldichte  q  allenthalben  verschwindet: 

(»)  Ä-Ä(l)-Ä(l)-o- 

Ist  aber  diese  Bedingung  (3)  nur  in  einem  mehrfach  zusammen- 
hängenden Flächenstücke  F  erfallt  oder  enthält  F  singulare  Punkte  oder 
Linien,  in  denen  q  seine  Bedeutung  verliert  und  deren  Ausschliefsung  F 

Zeituchrift  f.  Mathematik  n.  Fhyiik.  47.  Band.  1.  u.  8.  Heft.  14 
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jedenfalls  mehrfach  zusammenhängend  machen  würde^  so  existiert  zwar 
auch  ein  Geschwindigkeitspotential  (p{Uy  v);  dasselbe  braucht  dann 
aber  nicht  mehr  eindeutig  zu  sein,  sondern  ändert  sich  nach  gewissen 
Umläufen  (um  die  ausgeschlossenen  Teile)  um  additive  Perioden. 

Die  Kurven  (p  =  const.,  auf  denen  nach  (c)  überall  g« » 0  ist, 
stehen  in  jedem  ihrer  Punkte  auf  der  dort  herrschenden  Geschwindig- 
keitsrichtung  senkrecht,  schneiden  also  alle  Stromlinien  rechtwinklig 
und  werden  die  Niveaulinien  genannt. 

Ist  nun  die  Flüssigkeit  zugleich  inkompressibel  (§  2),  was  in 
den  späteren  Untersuchungen  immer  vorausgesetzt  werden  soU,  so 
kann  man  nach  (4)  p.  207  die  Stromfunktion  ^  einführen  und  erhalt 
so  für  die  Wirbeldichte  aus  (b): 

Diese  Formel  gestattet  die  Berechnung  der  Wirbeldichte  aus  der 
Stromfunktion  durch  zweimalige  Differentiation  und  umgekehrt  bei 
gegebenem  q  die  Berechnung  von  tj;  durch  Integration  einer  partielloi 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung. 

In  einem  ^^wirbeifreien^^  Flächenstücke  Fy  in  welchem  übenll 
Q  =  0  und  daher  ein  Geschwindigkeitspotential  q>  vorhanden  ist;  wird 
denmach  überall 

2)^«=0,     aber  zugleich  auch:    2)9  =  0, 

welch  letztere  Gleichung  man  erhalt,  wenn  man  in  der  Gleichung  (3) 
§  2  die  Ausdrücke  (2)  für  ü  und  v  einführt. 

Es  ist  nun  für  ein  beliebiges  Flächenstück  C  ohne  singulare 
Stellen  im  Innern: 

(c)  (O  (O    ^ 

(6)  ß,*ä, -JtDH' -fj *\MtU)  +  UvU)]^''' 

=-//(«» + -v')  w  +ß  (y^ + >) ' 

wenn  das  Linienintegral  rechts  über  die  Begrenzung  (S  von  C  im  posiiaTen 
Sinne  erstreckt  wird.  Hier  kann  man  aber  auch  die  totale  Geschwindig- 
keit q  und  ihre  Komponente  9«  einführen  und  erhält: 

(O  (C)  («) 

(5')  j2Qifd6  =  -fq^d0+fi;qjs. 


\ 
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Das  Linieniiitegral  über  S  verschwindet  aber^  wenn  C  über  eine  voll- 
standige  geschlossene  Fläche  (ohne  Singularitäten)  ausgedehnt  wird. 
Ist  es  dagegen  nur  ein  Flächenstück,  ein  begrenzter  Flüssigkeits- 
bereich, der  von  einem  festen  Rande,  bestehend  aus  einer  oder 
mehreren  Stromlinien  ^  =  Vz  =  const.,  begrenzt  wird,  so  zerfallt  das 
Randintegral  in  eine  Anzahl  von  Ausdrücken 

ftzisds  =  txfisds  ==  2  tiBx 

und  verschwindet  wieder  für  jeden  Bereich  C  mit  eindeutigem  Ge- 
schwindigkeitspotential, in  welchem  ja  jede  Zirkulation  den  Wert  Null 
hat,  also  namentlich  für  jedes  einfach  zusammenhängende  wirbelfreie 
Flachenstück  (q  »  0).  Dann  verschwindet  aber  gleichzeitig  auch  die 
linke  Seite  von  (5),  und  es  bleibt: 

(C)  io 

fq^d6  =  /(ü*  +  t5»)  rftf  ==  0 . 

Es  muijs  also  überall  g^  »=  0  und  ^  =  const.  sein  im  ganzen  Innern 
von  (7,  d.  h.  die  Flüssigkeit  mufs  hier  überall  in  Ruhe  sein.  Wir  ge- 
winnen also  den  Satz: 

Satz  in.  In  einer  vollständig  geschlossenen  Fläche  sowie  in  einetn 
einfach  zusammenhängenden  Flächenstücke  von  fester  Berandung  (g„  =  0) 
giebt  es  keine  wirbelfreie  Bewegwng  einer  inkompressibdn  Flüssigkeit, 
falls  im  ganzen  Innern  Unstetigkeiten  der  Geschwindigkeit  ausgeschlossen 
sind.  In  einem  solchen  Bereiche^  ist  daher  die  gesamte  momentane  Ge- 
schwindigkeitsverteihing,  der  „Strömimgsziistand^'  dwrch  die  vorhandenen 
JVirhd,  d,  h.  durch  die  Funktion  (>  =  9  (w,  v)  eindeutig  bestimmt 

Wären  nämlich  ^  =  ^^  und  ^  =  ^^  zwei  Lösungen  der  Differential- 
gleichung (4)  D^  =  2(),  welche  auf  der  vorgeschriebenen  Randkurve, 
die  in  dem  betrachteten  Falle  höchstens  aus  einer  einzigen  Stromlinie 
bestehen  kann,  konstante  Werte  ^^  und  ^^  annehmen,  so  müfste  für 
ihre  Differenz  %  =  il^i  —  il^2  im  Innern  überall  D^q  =  D^i  —  Dif;^  =  0 
sein  und  auf  dem  Rande  %  =  Pi  —  p^^  const.,  was  nach  dem  oben 
BeTviesenen  nur  möglich  wäre  bei  if^Q  =  const.,  also  Vi  *=  ^2  +  const 
Bei  der  Herleitung  der  Beziehung  (1) 

B  =  j/q^ds  =jQd6 

hatten  wir  vorausgesetzt,  dafs  das  Flächenstück  C,  über  das  wir  inte^ 
grierten,  von  Singxdaritäten  firei  sei,  die  sich  auf  die  Geschwindigkeits- 
komponenten imd  ihre  ersten  Ableitungen  beziehen,  dafs  vielmehr 
überall  im  Innern  ein  bestimmter  Wert  2p  =  Dil;  existiere.    Wir  wollen 

14* 
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Fig.  1. 


nun  die  Natur  der  möglichen  Singularitäten  untersuchen,   indem  wir 
den  Fall  ausschliefsen^  dafs  q  in  einem  ganzen  endlichen  Flächenstfick 

seine  Bedeutung  verliere.  Es  sei  nun  fi  ein  singa- 
läres  Eurvenstück,  das  sich  event.  auch  auf  einen 
einzebien  Punkt  reduzieren  kann^  und  C  mit  der 
Randkurye  (S  ein  Flächenstück,  welches  2  und 
sonst  keine  weitere  Singularität  in  seinem  Innern 
enthält.  Umgeben  wir  nun  fi  durch  eine  inner- 
halb C  beliebig  verlaufende  geschlossene  Kurve  c 
mit  positivem  Bichtungssinn  in  Bezi^  auf  S  als 
Inneres,  so  können  wir  auf  das  zwischen  (S  und  c 
liegende  Gebiet  C  unseren  Satz  (I)  anwenden  und 
erhalten: 

(C)  («)  (c) 

2  JJ'  -/2>rf<J  ^fq,ds  -Jqßs. 

Dies  gilt  immer,  wie  eng  auch  die  Kurve  c  die  Singularität  fi  umgebe, 
so  dals,  wenn  wir  in  der  Verengung  zur  Grenze  übergehen,  auch 

(CO  («)  (c) 

lim  2jR'  ^  \imf2Qd6  ^Jqßs  —  hmfq^ds 


oder 


(ff)  (C)  (0 

2iJff  =fq,ds  =  ]imf2Qd6  +  limfq^ds  =  2jR  +  SR^. 


Unser  Satz  (I)  bleibt  also  richtig,  wenn  wir  nur  auf  der  rechten  Seite 
zu  dem  Grenzwerte  des  Flächenintegrales  j2Qd6  bei  ausgeschlossener 
Singulariiät  S  noch  den  Grenzwert  211^  der  Zirkulation  um  S  selbst 
hinzufügen,  d.  h.  wenn  wir  der  Kurve  S  selbst  das  endliche  Wirbel- 
moment 22^  beilegen.  Verfahren  wir  so  bei  allen  etwa  auffcretendai 
Singularitäten,  so  behalten  alle  früheren  Sätze,  z.  B.  I  und  II, 
S.  209,  m,  S.  211  ihre  Giltigkeit.    Dabei  können  wir  noch  alle  die  Sin- 

(0 
guiantäten  vollständig  ignorieren,  für  welche  2Rq=^  Mmjq^ds  den  Wert 

0  hat.  Dies  ist  aber  immer  der  Fall,  wenn  die  Geschwindigkeits- 
komponenten auch  bei  £  stetig  bleiben,  die  Singularität  sich  also  nur 

auf  ihre  Ableitungen  ^,  ^  etc.  bezieht.     Denn  dann  werden  bei  der 

Zusammenziehung  der  Kurve  c  auf  S  selbst  die  einander  gegenüber- 
liegenden Elemente  ds,  ds'  gleiche  und  entgegengesetze  Beiträge  q^ds 
und  q'gds'  =  —  q,ds'  =  —  q,ds  liefern  und  einander  aufheben.  Anders 
dagegen,  wenn  längs  der  Kurve  S  die  Geschwindigkeit  unstetig  ist,  so 
dafs  die  Tangentialkomponenten  derselben  rechts  und  links  von  S  nach 
zwei    verschiedenen   Werten    q^^   und   gg   konvei^ieren,    wahrend  ihre 
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Normalkomponenteii  jedenfalls  stetig  bleiben  müssen,  solange  unserer 
Voraussetzung  (§  2  fin.)  zufolge  auch  in  S  keine  Quell-  oder  Senkpunkte 
vorhanden  sind.     In  diesem  Falle  wird  einfach 

(ß) 
2jBß  =J(gfl  -  q2)ds, 

d.  h.  gleich  dem  Integrale  des  Geschwindigkeitssprunges  über  die  Dis- 
kontinuitätskurve, falls  der  Sprung  nach  der  Richtung  derjenigen 
Normalen  von  2  gerechnet  wird,  welche  zur  Fortschreitungsrichtung 
ds  ebenso  liegt,  wie  die  v- Richtung  zur  u- Richtung.  Den  erhaltenen 
Wert  bezeichnen  wir  als  das  „Wirbelmoment  der  Diskontinuitäts- 
kurve 2" 

Ist  aber  die  Singularität  2  nur  ein  einzelner  Punkt,  so  ver- 
schwindet Bq  immer,  vermöge  der  unbegrenzten  Verkürzung  der  Um- 
lanfskurve  c,  so  lange  die  Geschwindigkeit  in  der  Umgebung  von  2 
eine  endliche  obere  Grenze  besitzt.  Soll  also  Rq  einen  endlichen  Wert 
annehmen,  der  von  0  verschieden  ist,  so  mufs  die  Geschwindigkeit  bei 
2  unendlich  grols  werden,  so  aber,  dafs  die  Normalkomponente  q„ 
in  einem  2  umgebenden  kleinen  Kreise  c  zugleich  mit  seinem  Radius 
verschwindet,  weil  2  eben  kein  Quellpunkt  sein  soll.  Mit  anderen 
Worten:  die  Flüssigkeit  mufs  mit  unendlicher  Geschwindigkeit  um 
den  singulären  Punkt  herumströmen,  und  die  benachbarten  Strom- 
linien werden  kleine  ihn  umgebende  Ovale  sein,  die,  je  näher  an  2, 
desto  gröfsere  Geschwindigkeiten  besitzen.  Solch  einen  Punkt  be- 
zeichnen wir  als  einen  „Struddpunkt^^  und  den  endlichen  Grenzwert 
Mji»  der  halben  Zirkulation  über  einen  umgebenden  kleinen  Kreis  c  als 
das  „Strudelmoment"  dieses  Strudelpunktes. 

Von  den  etwa  auftretenden  Singularitäten  sind  also  besonders  zu 
berücksichtigen  nur  die  „Strudelpunkte"  und  die  „Diskontinuitätslinien", 
welch  letztere  auch  „Strudellinien"  genannt  werden  mögen,  da  sie  sich 
durch  aneinander  gereihte  Strudelpunkte  ersetzen  lassen. 

§  4.  Daa  Helmholtssohe  Theorem  und  die  Bewegung  der  Wirbel. 

Bisher  hatten  wir  uns  nur  mit  der  momentanen  Verteilung  der 
Geschwindigkeit  auf  unserer  Fläche,  mit  der  Lage  der  Stromlinien 
u.  8.  w.  in  einem  einzigen  Augenblicke  beschäftigt.  Nun  entsteht  aber 
die  Frage:  Wie  ändert  sich  dieser  Geschwindigkeitszustand,  wie  de- 
formieren sich  die  Stromlinien?  oder  mit  anderen  Worten:  Welches 
ist  der  vollständige  zeitliche  Verlauf  der  Flüssigkeitsbewegung?  Diese 
Frage  beantwortet  unter  den  hier  gemachten  Voraussetzungen  das  für 
unsere  zweidimensionale  Flüssigkeit  auf  der  Fläche  ebenso  wie  für  die 
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niamliche  geltende  ^^Helmlioltzsclie  Theorem",  das  wir  hier  so  formu- 
lieren wollen: 

Satz  I:  Wenn  eine  zweidimensionale  Flüssigkeit  auf  einer  beliebigeH 
festen  Fläche  reibungslos  unter  dem  [Einflüsse  von  Massenkräften  stdä^ 
weiche  ein  Potential  besitzen,  und  der  Druck  eine  Funktion  der  Flächenr 
dichte  allein  ist,  so  ist  die  Zirkulation  in  einer  atis  bestimmten  materidUn 
Punkten  bestehenden  geschlossenen  Kurve  ®  oder  das  Wirbdmoment  eines 
materiellen  Flüssigkeitsbereiches  C  bei  aUen  Bewegungen  in  der  Zdi 
konstant. 

Schreiben  wir  nämlich  nach  (1)  §  3: 

2Ik  -f(pu  +  pv), 

wo  das  Zeichen  d  den  Übergang  von  einem  materiellen  Flüssigkeits- 
punkte  zum  anderen,  also  eine  von  der  Zeit  t  unabhängige  Yeränderong 

ausdrücken  soll  imd  daher  gegen  das  Symbol  ^-  vertauschbar  ist,  so 
wird: 


***«-= d*i = d(«  ü) = ^*« + ^^"  ^ 


dv 


dt  dt  ^       ■'  du  dv 

-dV  -  *^  =  <J(f  F)  -  -ä;r*«  +  -rr-*''' 

und  somit 


'J  \Tt\ü)  +  üü  +  vT^r'' 


(«) 

+ 


oder  auf  Grund  der  Bewegungsgleichuiigen  (1)  §  1 : 

wenn  das  Integral  über  eine  geschlossene  Kurve  S  ausgedehnt  wird. 
Es  folgt  also  in  der  That,  wie  behauptet  war: 

(«)  (c) 

(1)  jR  =  yjg,  ds  ^fgdö  =  const 
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Aus  unserem  Satze  ergeben  sich  unmittelbar  die  Folgerungen: 

Satz  11:  Ist  ein  Teil  der  Flüssigkeit  zu  irgend  einer  Zeit  wirhdfrei 
(ff  =^0),  so  ist  er  es  auch  0U  aUen  Zeiten, 

Satz  ni:  Ist  die  Flüssigheit  inkompressibely  so  ist  die  Wirbel- 
dichte  Q  in  jedem  materiellen  Punkte  konstarU,  d.  h.  an  jeder  Stelle 
der  Fläche  j  welche  ein  bestimmter  materieller  Punkt  m  einmal  erreUMy 
hat  die  Wirbddichte  q  in  diesem  Augenblicke  immer  denselben  Wert  q^, 
welcher  dem  Punkte  m  charakteristisch  ist. 

Denn  nach  Satz  I  ist  gdö  ^  const  und  der  Inkompressibilii&t 
wegen  zugleich  auch  d6  «  const. 

Das  Helmholtzsche  Theorem  hätten  wir  auch  aus  der  Gleichimg 
(3)  von  §  1  ableiten  können  in  folgender  Weise:  Es  ist 


(a) 


da  U  und  V  von  t  unabhängig  sind.  Wenn  man  hier  die  zweite 
Gleichung  nach  u^  die  erste  nach  v  differentiiert  und  subtrahiert^  so 
folgt: 

dudAv)     bvdAü)        ""duKv)    ^co\ur 

Hier  ist  aber  die  linke  Seite  nach  der  Definition (c)  S.  204  =  ^(rrp'); 
so  dafs  wir  die  Gleichung  gewinnen: 

(2)  r,(w)  +  Ä(V°)  +  Ä(¥)-»- 

Diese  unterscheidet  sich  von  der  Gleichung  (2)  in  §  2  nur  dar 
durch,  dafs  hier  q  an  Stelle  von  k  tritt  und  wie  jene,  die  ^^ontinuitäts- 
gleichung^',  die  Konstanz  der  Masse  kd6  eines  materiellen  Teilchens 
ausdrückt,  ebenso  diese  die  Konstanz  seines  Wirbelmomentes  Qd6, 

Im  Falle  der  Inkompressibilität  ist  nun  nach  (3)  §  2 

f.(l)  +  Ä(7)-»- 

so  dafs  (2)  sich  schreiben  läfst: 

_  _  Pia  _  n^' 

du  ov 

oder 

d^  __  ^   ,   do^du  ,   do^dv^ /\ 

dt'^Jt'^  düdi  ■•■  di'di  ~     ' 
d.  h.  Q  ^  const. 
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Hier  kann  man  aber  auch  u  und  v  durch  die  Stromfonktion  ip  aus- 
drücken [(4)  §  2]  und  erhält: 

W  ^t       ^^\dudv      dvdu) 

oder,  wenn  man  für  2q  nach  (4)  %'ß  seinen  Wert  D^  einsetzt: 

^  ^  dt  \dv    du        du   dv  )* 

eine  (nicht  homogene)  partielle  Differentialgleichung  dritter  Ordnung 
für  il;  =  ilf(UyVyt)y  welche  den  ganzen  zeitlichen  Verlauf  der  Flüssig- 
keitsbewegung bestimmt. 

Ist  nämlich  irgend  eine  Lösung  tf;  =  if  (u^v^t)  dieser  Differential- 
gleichung gefunden,  welche  den  gegebenen  Ghrenz-  und  Stetigkeits- 
bedingungen genügt,  so  können  die  beiden  Gleichungen  (a)  nur  nocli 
zur  Bestimmung  des  Druckes  dienen.    Sie  lassen  sich  nämlich  schreiben: 

oder,  wenn  man  die  Variationen  du,  8v  einfahrt: 

(6)-  K<» + iv) -  (24-: + ?a^)'" + (2»i-: -  ?f:ii)"- 

Hier  ist  auf  Ghimd  von  (4)  die  rechte  Seite  ein  vollständiges  Diffe- 
rential (denn  es  wurde  ja  (4)  gerade  durch  Elimination  von  0  aus  den 
Gleichimgen  (a)  oder  (5)  abgeleitet).  Wir  können  also  die  Funktion 
0  +  J-  g*    durch    Integration    finden    und    brauchen    dann    nur  noch 

2  3*  =  J- f^^  (g^)  +8'^^(g  )  abzuziehen,  um  0,  und  dann  noch  das 
Potential    O^    der    Massenkräffce   (cf.  p.  204),   um   die   Druckfunktion 

P  =  /  -jT  =  i^;  d.  h.  den  Druck  selbst  als  Funktion  von  m,  v  und  i 
zu  finden. 

Besonders  wichtig  ist  der  Fall,  wo  -^  =  0,  d.  h.  wo  die  Strömung 

stationär  ist.     Dann  mufs  auch  07  =  0  sein,  abo  nach  (4) 

(4a)  |f|^_|»|$  =  0 

^     '^  du  dv      dv  du 

oder  integriert: 

(4b)  2Q^Dt-my 

eine  Relation,  die  sich  auch  geometrisch  so  ausdrücken  läfst: 
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Satz  I Y.  Bei  der  stationären  Strömtmg  einer  inkompressiblen  Flüssig- 
keit in  einer  beliebigen  Fläche  mufs  auf  jeder  Stromlinie  (^  «  conat.)  die 
Wirbeldichte  q  consta/nt  sein. 

Dies  leuchtet  auch  unmittelbar  eio^  weil  sich  im  stationären  Falle 
die  materiellen  Punkte  mit  unverändertem  q  (Satz  III)  auf  den  festen 
Stromlinien  bewegen  und  dabei  doch  q  an  jeder  Stelle  ungeändert 
bleiben  soU.^) 

In  diesem  Falle  ist  die  Bestimmung  des  Druckes  sehr  einfacL 
Denn  hier  wird  (5) 

du      '^'^^du>        dv      "^^dv' 

also: 

und  auf  den  Stromlinien  rl)  »  const;  q  =■  const  ist  gleichzeitig  auch 

*  =  const , 

und  falls  keine  Massenkräfte  wirken^  der  Druck  konstant: 

p  =  const . 

§  5.  Die  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft. 

Aus  der  Form  (2)  unserer  hydrodynamischen  Grundgleichungen 
in  §  1  folgt  unmittelbar: 

-du     .    -dv  rr-d^         tr~d^ 

dt          dt  du  cv 
d^du      d^  dv 

oder  im  Falle  der  Inkompressibilität^  wenn  man  nach  %  2  ü  und  v  durch 

^  ausdrückt: 

/iN  -du  ,  -dv       TTirß'^^^      d'ipd^\ 

>  '^  dt    ^      dt  \dv  du       du  dv/ ' 

also,  wenn  man  über  eiu  Flächenstück  C  integriert: 

iC)  iC) 

Da   im   betrachteten   Falle   auch    das  Flächenelement    d6  in   der  Zeit 
konstant  ist,    so    ist  die  linke  Seite   nichts   anderes   als    der  zeitliche 

1)  Für  den  Spezialfall  der  Ebene,  wo  JDij):==  d'^  ist,  findet  sich  die  Bedingung 
^fj)  SS  f(^)  der  Stationarität  bereits  bei  Lagrange  (Oeuvres  t.  4  p.  720)  vergl. 
auch  Stokes  (Math.  Phys.  Papers  v.  I  p.  264),  Lamb,  Hydrod.  p.  263). 
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Differentialquotient    der   gesamten    im   Bereich    C    enthaltenen    leben- 
digen Kraft 

Die  rechte  Seite  aber  läfst  sich   in   ein  Randintegral   yerwandeln,  im 
positiven  Sinne  erstreckt  über  die  Begrenzung  S  von  C: 

(0)  ((5) 

J  \dv  d%^       du  dv/      J       \ov>  dv      ) 

(«)  («) 

wenn  ds  wieder    das  Bogenelement  von  6  und  q^  die  Normalkompo- 
nente der  Geschwindigkeit  bedeutet.    Wir  haben  also: 


(2) 


Dieses  ist  der  Ausdruck  des  Gesetzes  von  der  Erhaltung  der 
Energie^  angewendet  auf  eine  inkompressible  zweidimensionaleFlüssigkeit. 

Nehmen  wir  nun  an^  dafs  die  Begrenzung  S  unseres  Bereiches  C 
durch  eine  Anzahl  von  Stromlinien  ^  »=  const  gebildet  werden  oder 
dafs  sie  in  einen  (nicht  singulären)  Punkt  zusammenschrumpft,  wahrend 
C  eine  geschlossene  Flache  vollständig  erftillt,  so  verschwindet  die 
rechte  Seite,  und  es  wird: 

(3)  Tc-^ff(ü^  +  t;*)  d6  =  const . 

Also: 

Satz  I.  Die  gesamte  lebendige  Kraft  eifier  inJcompressiblen  reRnrngs- 
losen  Flüssigkeit  in  einer  vollständig  gesclüossenet%  Fläche  oder  in  einem 
tlächenstücke  von  fester  aus  Stromlinien  gdnldeten  Umrandung  ist  in 
der  Zeit  konstant^  vorausgesetzt,  dafs  die  Flüssigkeit  keine  QueUpunkte  be- 
sitzt und  dafs  die  äufseren  Kräfte  ein  Potential  haben. 

Für  den  Fall  der  geschlossenen  Fläche  können  wir  aber  der  ge- 
samten lebendigen  Kraft  T  noch  eine  andere  Form  geben  durch  Ein- 
führung der  Stromfunktion  ^  und  der  Wirbeldichte  q.  Es  ist  nämlich 
nach  (4)  S.  207: 

ü*  -\-  V* ü  dip   ,    V  dflf 
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und  daher,  wenn  man  über  das  Fföchenstück  C  integriert  und  rechts 
das  entsprechende  Bandintegral  über  @  einführt: 

oder: 

/(C)  («)  (C) 

AlsO;  wenn  C  die  ganze  geschlossene  Fläche  F  darstellt: 

/)  in 

^q^dö  =  -  /  tQdö  -  const.i) 

Wir  haben  somit  den  Satz  gewonnen: 

Satz  II.  Bei  der  Strömung  einer  inkompresstblen  Flüssigkeit  in 
einer  geschlossenen  Fläche  ist  die  Summe  älier  Wirbelelemente  Qdö, 
jedes  rmütipliziert  mit  dem  jeweiligen  Werte  der  StromfunJction  ^  gleich 
der  negoMven  ld>endigen  Kraft  der  ganzen  Strömung  und  daher  unter 
den  VaroMSseteungen  des  Satzes  I  in  der  Zeit  ionsta^t: 


P=   /  ^pdtf--  T- 


const . 


Kapitel  II. 

Anwendung  der  aügemeinen  Theorie  auf  die  Kugel. 

§  1.  Die  GmndfoTmeln  in  stereographisohen  und  Polarkoordinaten. 

Ist  die  betrachtete  Fläche  eine  Kugel,  so  empfehlen  sich  zur 
Behandlung  der  hydrodynamischen  Probleme  insbesondere  die  folgenden 
beiden  Systeme  orthogonaler  Koordinaten  u,  v, 

1)  Polarkoordinaten  -9*,  c^,  wo  -9*  den  Winkelabstand  eines  Punktes 
P  Yon  einem  festen  Anfangspunkt  0  und  co  den  Neigungswinkel  des 
Meridianes  OPO'  gegen  einen  festen  Anfangsmeridian  cd  »=  0  bedeutet. 
Wir  rechnen  (o  nach  der  Richtung  als  zunehmend,  welche  einer  posi- 
tiyen  Drehung  um  den  Durchmesser  0' CO  entspricht  (nach  links,  wenn 
der  Beobachter  sich  in  die  Richtung  CO  stellt). 

2)  Stereographische  Koordinaten  x,  y,  d.  h.  die  rechtwinkligen  Koor- 
dinaten des  Punktes  p,  den  wir  aus  P  durch  stereographische  Projektion 
von   einem   festen   Kugelpunkte    0'   (entgegengesetzt    0)  aus   auf  die 


1)  Vergl.  Poincar^,  Th^or.  d.  Tourbillons,  §  73.  p.  80/81 
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Aquatorebene   des   Durchmessers  00'  gewinnen.     Auch  hier  soll  der 
Übergang  von   der  x-  zur  y-Achse   einer   positiven  Drehung   um   die 

Achse  O'O  entsprechen.  Dieses  Koordinaten- 
system ist  besonders  deswegen  f&r  viele 
Zwecke  wichtig^  weil  die  stereographische 
Abbildung  der  Eugel  auf  die  Ebene  bekannt- 
lich eine  konforme  oder  winkeltreue  ist 

Wählen  wir  das  Projektionszentrum  0' 
dem  Punkte  0  des  Polarkoordinatensystems 
gerade  entgegengesetzt^  und  legen  die  x- 
Achse  in  den  An£euigsmeridian  g>  =  0,  so 
bestehen  zwischen  ^^  m\  Xy  yj  wenn  wir 
den  Kugelradius  ==  1  annehmen,  die  Be- 
ziehungen: 


(1) 

Also: 


ya;«  +  y«  =  tg-,    aj^tg-cosü,    y  =  tg-sin<ö. 


dx"  +  dy^ ^  +  tg^  -  d©«  = ^ ^ 

4  cos*  -  4  coß*  - 


Es  wird  daher,  wenn  ds  wie  früher  die  Lange  des  Linienelementes 
auf  der  Kugel  bezeichnet: 


(2) 


ds^  «  d^«  +  sin«  %dm^  = 


so  dafs,  wenn  wir  für  die  Gröfsen  Z7,  F  in  Kap.  I  bezw.  Ö,Ä;  XjY  setzen 
und   die   Geschwindigkeitskomponenten   durch  ^y  ^\  x,  y  bezeichnen: 


©=1,    ß--^ 
'  sm  -O" 

Wirf«-       -       dm 
di^^'     — 


€0 


dt       sin  '9'  * 


X-r=i(l  +  a;»  +  y»). 


dt 


Aus  den  Grundformeln  (1),  (2)  und   (8)  in  Kap.  I,  §  1  erhalten 
wir  dann  die  folgenden: 


(4a) 


(4b) 


dd-  ,  -.-5  d^ 

dt  Bind' dat 


dt 
d 


(l  -f  x*  +  yV  +  1  -f  a;»  +  y«(^^  +  2/*) 
dt  \l  +  x'  +  yV  ^  1 


y rs»  +  «^ i-  — 
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(4b)' 


'  *-yö'«-*y)  —  r(i+**+»*)ä^ 


dt 


^    I   ■s.f..-=. 


l^  +  5(y5-a;y)-- Kl +  «'  +  »') 


0'^) 


^*   .2p5-A(0  +  ij.) 


dx 


dt 


dd' 


'''— 2,^-Ü(*  +  h") 


a< 


^^  =  2py-i(l+a^  +  »')^(«  +  ^««) 
II 2pi- J-  (1  +  a:»+y»)  A  (« + 1««) 


dy 


(6b) 


2,-Ki  +  ^  +  y*)t4(r+#+i;i) 


iC 


ay  \1  +  05*  +  y 


.)) 


»«-a,!i  +  Kl+«-  +  »^^*-||). 


Femer  werden  die  Komponenten  der  Geschwindigkeit  q  =  r-d-*  +  <»* 


(7) 


l/a;*  +  y*  in  der  Richtung  der  Tangente  nnd  Normale: 

dx   .   -dyy 


—  d9       TT    .     ^  doo 

CO  j -9"  Sin  -ö-  j- 

d«  a« 


d« 


d8 


2«  = 


l+Ä«  +  y«V^d«       ^d«; 


1  +  a; 


2 /-»*  I  -^y\ 


Für  eine  inkompressible  Flüssigkeit  kann  man  noch  die  Strom- 
p 

fonktion  ^  =»=   1  9n^^  einführen  und  erhält  so  nach  (4)  §  2  von  Kap.  I: 


(8) 


2 


l  +  x*  +  y*  dt 
2  dy 


^^ l(l+:.«  +  y^)^^ 


dt  8in'9'a<o^ 

1   a 


dy 


(^»)  a'*^"~7a;,\      ;'a.^  nacb(4)S.210. 

öv'  dv       siii'^a«' 

(9b)2p  =  i)V  -  i(l  +  a;»  +  »»)'  (0  +  0)  =  i(l  +  a;»  +  »T^*- 

8« 


Ji> 


(!  +  «'  +  y«)« 


8  S.  Der  einfache  Strudel  und  dos  aph&riaohe  PotentiaL 

Die  Gleicbong  (9  a)  in  §  1  suchen  wir  zunächst  zu  befriedigen 
unt»  der  Bedingung,  dafs  i>  und  q  Funktionen  von  &  allein  sind,  also 
nach  (8) 

«;  =  0,     5-||  =  ^'(*), 
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und  die  ganze  Strömung  symmetrisch  um  die  Achse  CO  in  den  Parallel- 
kreisen erfolgt.  Eine  solche  Geschwindigkeitsverteilung  wollen  wir  im 
Folgenden  immer  als  eine  ^^onale''  oder  ^^axialsymmetrische^  bezeichnen. 
Die  genannte  Gleichung  nimmt  dann  die  Form  an: 

(1)  A(«i„^^J)  =  2psin* 

und  ihr  wird  ftir  den  besonderen  Fall  q  =  const  genügt  durch  den 
Ansatz: 

(2)  t 4plgsin|,    «  =  ä| 2(>cot| 

d^  =  0. 

Diese  spezielle  Lösung  besitzt  im  Anfangspunkte  0(^  =  0)  einen 
singularen  Punkt,  in  welchem  ^  und  ä  unendlich  werden.  Bilden  wir 
nun  die  Zirkulation  (I  §  3)  im  Parallelkreise  d-i 

2R^=  fcjBind'dto  =  2;rQ;!^sin'9'  =  —  4n:Q(l  +  cos^), 

0 

so  nimmt  diese  &t  d-  =  0  den  Wert  an 

also  ist 

1^  =  —  4:7tQ  =  m 

das  Moment  des  Strudelpunktes  0  (cf.  Eap.  I,  §  2  S.  213),  so  dafs  in 
der  That  gemäfs  Satz  IL  S.  209  die  Summe  aller  Wirbelmomente  auf 
der  ganzen  Engel  =  4:7t q  —  Rq^O  ist. 

8at0  L  Jede  zonale  Strömung  in  der  Kugd,  bei  welcher,  abgesehen 
von  einem   einjrigen  Stradelpunkte  m  in   0   die  Wirbeldichte   CMf  der 

ga/men  Kugel  konstcmt  =  —  t~    ^^y  ^^  ^  ^^  ,,einfacher  Strudel** 

vom  Momente  m  bezeichnet  werden  und  wird  ,dargesteUt  durch  die  Strom- 
funktion 

^  =  -logsm-, 

wenn  d'  den  BogenabsUmd  vom  Strudelpunkte  0,  dem  „Zentrum"  des 
Strudels,  bedeutet. 

Hier  strömt  die  Flüssigkeit  gleichförmig  auf  den  Parallelkreisen 
und  um  so  schneller,  je  näher  sie  dem  Strudelpunkt  0  sind,  um  diesen 
selbst  mit  unendlicher  Geschwindigkeit,  während  sie  in  dem  Gegen- 
pole 0'  ganz  in  Ruhe  bleibt. 

Einen  solchen  ,,Strudel^'  können  wir  uns  in  einer  physikalischen 
Flüssigkeit,  welche  keine  wirkliche  ünstetigkeit  zuläfst,  angenähert  rea- 
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lisiert  denken  durch  geeignete  Zusammensetzui]^  der  betrachteten 
Lösung  mit  irgend  einer  anderen  Losung  von  (1),  z.  B. 

^  =  ^1  =  —  acoB^,     ä  =»  asmd-,  q  =  acos^  =  —  ^j, 

welche  einer  starren  Rotation  der' ganzen  Flüssigkeit  um  die  Achse  O'O 
mit  der  Winkelgeschwindigkeit  a  entspricht.  Wir  könnten  dann  auf 
einem  beliebigen  Parallelkreise  d"  =^  ^q  beide  Strömungen  ^^  und  ^^ 
stetig  zusammenfügen,  indem  wir  die  entsprechenden  Geschwindigkeiten 
trleich  setzten:  ^ 

ako: 

m       1 


a 


4«   .  .^ 
2 


am*-? 


Dann  wäre  die  zusammengesetzte  Strömung  gegeben  durch: 

und  würde  mit  der  des  einfachen  Strudels  umsomehr  übereinstimmen, 
je  kleiner  ^q  gewählt  würde,  und  doch  würde  die  Geschwindigkeit 
überall  stetig  bleiben,  solange  noch  d'Q  von  0  verschieden  ist. 

Nun  war  aber  der  Anfangspunkt  0  ursprünglich  ein  beliebiger 
Punkt  auf  der  Kugel,  der  keine  ausgezeichnete  Eigenschaft  besitzt. 
Wir  können  daher  auch  jeden  beliebigen  anderen  Punkt  Pq  zum  Mittel- 
punkte eines  „Strudels^^  machen,  wenn  wir  setzen: 

^  =  -lg8mf--lg,% 

WO  unter  8q  der  sphärische  und  unter  r^  der  Sehnenabstand  eines 
beliebigen  Eugelpunktes  P  von  Pq  verstanden  werden  soU.  Dabei 
können  wir  immer  noch  ein  beliebiges  Polar-  oder  stereographisches 
Koordinatensystem  zu  gründe  legen,  wenn  wir  nur  Öq  oder  r^  richtig 
durch  die  Koordinaten  d;  co  oder  x,  y  von  P  ausdrücken.  Beachten 
wir  nun  weiter,  dafs  unsere  Grundgleichung  D^  «  2(»  in  den  Yariabeln 
Qj  if  und  ihren  Ableitungen  linear  und  homogen  ist,  dafs  wir  also  aus 
zwei  Lösungen  i^^,  q^  und  if^f  Q%  immer  neue  Lösungen  c^^i  +  ^^s? 
C]  Qi  +  c^Q%  linear  zusammensetzen  können,  so  gelangen  wir  zu  dem  Satze: 
Satz  n.  Bezeichnen  wir  mit  8^,  d,,  ,  ,8^  die  sphärischen  und  mit 
r^y  rj,  . .  r^  die  Sehnenäbstände  des  variablen  Punktes  P  van  n  festen 
Kugelpunkten  P^,  P,,  . .  P^  sa  steUt  die  Funktion: 
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welche  das  „sphärische  PotenäaV^  der  n  Masseti  f»i,  m^,  . .  fn^  genannt 
werde,  die  Stromfunktion  einer  bestimmten  Strömung  in  der  Kugel  dar^ 
in  weicher  die  Punkte  P^,  P^, . .  P^  Strudelpunkte  mit  den  Wirbelmomenten 
m^,  m^j  . .  m^  sind  und  welche  in  jedem  omderen  Kugdpunkte  P  eine 
konstante  Wirbeldichte 

ARN  II  1»!  Wl-  ^'^Ji  1       ^  -Äf 

(5)    ^►  =  9,  +  p,  +  ..p,  =  -ji--_t __  =  __2:m--^^ 

besitzt.     Jede  solche  Strömung  bezeichnen  wir  als  ein  „Struddsystem". 

Die  konstante  Wirbeldichte  q  nimmt  den  Wert  0  an^  wenn  die 
Summe  M  =  Um  aller  Strudelmomente  verschwindet. 

Besteht  beispielsweise  das  System  nnr  aus  zwei  gleichen  und  ent- 
gegengesetzten Strudeln  ±  m,  so  wird  seine  Stromfnnktion: 

Bin-^ 

(5a)  ^  =  Jlg_^=.^lgA 

sin-^ 
und  die  Stromlinien  werden  gegeben  durch: 

--  =  const, 

d.  h.  es  sind  die  Eugelkreise^  deren  Ebenen  durch  die  Schnittlinie  der 
in  P^  und  P^  berührenden  Tangentialebenen  gehen.  ^) 

Liegen  die  beiden  Strudel  insbesondere  in  zwei  entg^engesetzten 
Punkten  0,  0'  (-9"  =  0,  ^  =  ;r),  so  wird  die  Stromfunktion: 

(5b)  *  =  ;igtg| 

und  die  Geschwindigkeit: 

m    1 


^  =  0,      ©  = 


n  sia^ 


Die  Strömung  erfolgt  in  den  Parallelkreisen  mit  einer  Geschwindigkeit 
umgekehrt  proportional  ihren  Radien. 

Das  sphärische  Potential^  das  wir  oben  für  eine  endliche  Anzahl 
von  Massenpunkten  definiert  hatten,  wollen  wir  jetzt  auf  den  FaU 
einer  kontinuierlichen  Massenverteilung  auf  der  Eugelfläche  ausdehnen. 
Es  sei  nämlich  k  =^  k^d;  (d)  eine  wenigstens  stückweise  stetige  Funktion 
des  Ortes  auf  der  Kugel,  und  es  werde  gesetzt: 

(6)  M^fkdö, 

wo   die   Integration   über   die  ganze  Kugel  erstreckt  wird.     Nun  zei^ 
legen  wir  die  Kugelfläche  in  eine  Anzahl  von  Teilbereichen  6^,  6^,  6^  ... 

1)  Vergl.  Lamb,  Hydrodynamics ,  p.  115  und  p.  263. 
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und  bezeichnen  mit  \f  k^,  A;,  ...  die  entsprechenden  arithmetischen 
Mittelwerte  der  Funktion  Je,  so  dals 

(7)  \6i^fkd6,  k^6^==Jkd6 .,, 

Ferner  nehmen  wir  in  jedem  der  Bereiche  6^,  tfj, . . .  einen  festen  Punkt 
Pj,  Pj,  . . .  an  und  bezeichnen  mit  r^,  r^,  ...  die  von  diesen  Punkten 
aus  gerechneten  Sehnenabstande  eines  variablen  Punktes  P.  Jetzt  be- 
trachten wir  das  Strudelsystem  (Satz  II^  S.  223)  mit  der  Stromfunktion 

(8)  ^'  =  ^'ilg5  +  ^lg^  +  ..., 

fiir  welches  die  konstante  Wirbeldichte,  abgesehen  von  den  Strudel- 
punkten P^  Pj,  ..,  den  Wert  hat: 

und  bilden  die  halbe  Zirkulation 

(@)  (@) 


Ba^\,jq.d8  =  \j%ds 


über  die  Begrenzung  @  eines  Aggregates  6  solcher  Teilgebiete  6^j  6^, . . 
Diese  wird  dann  gleich  der  Summe  der  im  Innern  von  6  enthaltenen 
Wirbelmomente,  also 

=-fkd6  +  fkdö  -\ h  9'<y 

(a)  (a)  (o) 

=  jkdö  +  q'6  =  Hk  +  Q)d6  ^C{k  -  ^)  dö. 

Lassen  wir  jetzt  die  Dimensionen  aller  Teilgebiete  6^,  6^  . .  unbegrenzt 
abnehmen,  während  ihre  Anzahl  unbegrenzt  wächst,  so  werden  wir 
schlieüslich  jedes  Flächenstück  C  als  ein  solches  Aggregat  6  auffassen 
können  und  erhalten  so:  ^ 

(10)  Iic^j{k-f-)d6, 

d.  h.  die  Wirbeldichte  der  betrachteten  Strömung  hat  an  der  Grenze 
den  Wert: 

(11)  ^»  =  4(^,0,)-^- 

Gleichzeitig  geht  aber  in  (8)  die  endliche  Summe  in  ein  bestimmtes 
Integral  über:  ^j^  ^^^ 

(12)  ^  =  lim ^'  =  -  /  Ä lg  2 d<y  =  -  I  klgsia-dö^ 

Zeitschrift  f.  SCuthematik  n.  Physik.  47.  Band.  1902.  1.  u.  2.  Heft.  15 
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wo  die  Integration  sieb  auf  die  ganze  Engelfläche  K  bezieht  und  die 
Buchstaben  r  und  S  den  Sehnen-  und  den  Bogenabstand  eines  variablen 
Punktes  P  von  dem  betreffenden  Elemente  d6  ausdrücken  sollen. 

So  erhalten  wir: 

Satz  DDL    Bas  sphärische  Potential 

^  =  -  /  tlgsin^rftf 

einer  kontinuierlichen  Massenverteütmg  auf  der  Kugdfläche  mit  der  varuk- 
hlen  Dichte  k  =  k^d;  ooi)  und  der  Gesamimasse  M  stelU,  als  Stromfunktim 
betrachtet,  eine  Flüssigkeitsströmung  dar,  deren  Wirbddichte  q  an  jeder 
SteUe  den  Wert  hat 
(11)  p  =  i(^,c)-^. 

Ist  daher  M  ==  Jkdö  =  0,  so  wird  p  =  i  und  somit: 

(13)  t  =  ^JQ  lg  I  dtf  =  ^Jq  lg  sin  I  dtf , 

"v^hrend  gleichzeitig  nach  (4)  S.  210 

(14)  Dt  =  2q 

sein  inuTs.  Die  Gleichung  (13)  stellt  also  bei  yorgeschriebenem 
Q  =  Q{d'y  (o)  eine  Auflösung  der  Differentialgleichung  (14)  dar  und 
zwar  (nach  Satz  UI,  S.  211)  bis  auf  eine  additive  Konstante  die  einzig 
mögliche^  falls  q  überall  endlich  bleibt.  Sind  dagegen  aufser  der  kon- 
tinuierlichen Wirbelverteilung  q  noch  Strudelpunkte  m^,  m^  .  .  oder 
Strudellinien  mit  den  Langendichten  y^,  y^  . .  vorhanden,  so  hat  man 
noch  die  entsprechenden  sphärischen  Potentiale  hinzuzuftlgen: 

^lg8in^+5lgsinj  +  ..- 


+ 


/  yi\gBm^dSi  + 


und  erhalt  so  auf  jeden  Fall  die  Stromfunktion  eindeutig  (bis  auf  eine 
additive  Eonstante),  wenn  nur,  dem  Satze  11  §  3  entsprechend,  die 
Summe  aUer  Wirbelmomente  verschwindet  Wir  haben  also  den 
weiteren  Satz: 

Satz  III.  Ist  von  einer  Strömung  einer  inkonvpressiblen  Flüssigkeit 
auf  der  unbegreneten  Kugdfläche  die  gesamte  Wirbdverteüung  gegdfen^ 
so  ist  die  zugdärige  SiromfunJcHon  (bis  auf  eine  additive  KonstanUe) 
gleich  dem  sphärischen  Potential  der  entsprecJienden  Massenverteümg- 

Das   hier   betrachtete   sphärische   Potential   verhält   sich   auf  der 
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Kugel  ganz  analog  dem  gewöhnlichen  Newtonschen  Potential  im 
Räume  oder  dem  logarithmischen  in  der  Ebene.  Namentlich  gilt  auch 
hier  das  Theorem: 

Satz  IV.  Das  sphärische  Potentiell  einer  zonalen,  d.  h.  aus  homogenen 
konzentrischen  Bingen  bestehenden  Massenverteilung  auf  einer  Kalotte  C 
bleibt  für  oMe  äufseren  Punkte  (in  der  restierenden  Kalotte  C)  bis  auf 
eine  additive  Konsta/nte  ungeändert,  wenn  man  alle  wirkenden  Massen  M 
in  ihrem  (inneren)  Mittelpunkte  0  vereinigt. 

Es  sei  nämlich  q  ^  Q  {^)  (%'  <  a)  die  Dichte  der  ursprünglichen 
Massenyerteilung  und  if)  ==  il;  (d)   ihr  sphärisches  Potential,  und  es  sei 

femer  ^i  =  —  lg  sin  -  ==  ^^  (^)  das  Potential  der  in  0  befindlichen  Masse  M. 

Dann  wird  ^o  "^  ^  ~"  ^i  ^^^  sphärische  Potential  der  Massenverteilung 
mit  der  vorgeschriebenen  Dichte  q  m  G  und  dem  hinzukommenden 
Massenpunkte  —  Jf  in  0.  Hier  ist  natürlich  die  Summe  aller  Massen 
=  0,  und  wir  können  sie  deshalb  auch  als  die  Wirbel  einer  Flüssig- 
keitsströmung auffassen,  welche  in  0  den  Strudelpunkt  —  M^  innerhalb 
C  die  variable  Wirbeldichte  q  und  in  C"  gar  keine  Wirbel  mehr 
besitzt.    Diese  Strömung  ist  ebenfalls  zonal  und  hat  die  Stromfunktion 

^o^^"^!?  ^^"^d  ^*  8^®  ^  ^^'^  einfach  zusammenhängenden  und 
von  einer  Stromlinie  begrenzten  Bereiche  C  wirbelfrei  ist,  so  mufs 
nach  Satz  III,  S.  211  die  Stromfunktion  in  diesem  Bereiche  konstant 
sein,  d.  h.: 

^^  as=  ^  __  ^^  =  const.,     ^  =  ^1  +  const.  (-ö*  >  a) 

q.  e.  d. 

Den  Wert  der  Eonstanten  bestimmt  man,  indem  man  das  Potential  ^ 
in  0',  dem  Mittelpunkte  von  C,  wo  V'i  verschwindet,  direkt  berechnet: 


a 

to' =^  —  /  (>dtf  Igcos- ==  2  1  (»sini^d^lgcos 


2 


Ist  z.  B.  (>  =  const.,  d.  h.  ist  unsere  Kalotte  C  homogen  mit  Masse 
belegt,  so  wird 

M  =  27t Q  (1  —  cos  a)  ==  4ä(>  sin*  - 

und 

a 

tpo'  =  2(>  /  lg  COS  -g  sin  ^dd'  =  2q  [cos*  ^  Tl  —  lg  cos*  ¥)  ~  ^  1  ^ 

0 

also  ist  das  Potential  im  Aufsem  ((7'): 

(15)        ^a  ==  4(>  sin*  I  lg  sin  -  -  2 p  (sin*  |  +  cos*  |  lg  cos*  |)  • 


15 


.-»♦ 
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Um  aber  das  Potential  im  Imiem  von  C{d'<,cc)  zu  berechneD,  denken 
wir  uns  ZTmächst  die  game  Kugel  homogen  mit  <,  belegt  und  dann  die 
Belegung  mit  der  Dichte  —  (>  in  der  Kalotte  C  hinzugefügt  Bei  der 
ersteren  Belegung  ist  natürlich  das  Potential  überall  konstant  ^  =»  ^o* 
also  nach  (15)  fura— ='9'  =  3r  ^  =  —  2(ff  und  bei  der  zweiten  ist  C 
wieder  die  äufsere  Kalotte,  also  das  Potential: 

^'  =  — 4(>cos*|lgco8-  +  2p(cos*|  +  sin*|lgsin*|),     (^<a) 
und  man  erhält  im  Ganzen  für  das  innere  Potential: 
(16)   ^,  =  ^  +  V''«  — 4(>cos*|^lgcos2^  — 2(>sin^|^^l  —  lg8in*|V 

Am  Rande  d'  ^  a  werden  beide  Ausdrücke  einander  gleich: 

ta  =  ifi=^  2(>  (sin*  I  lg  sin*  I  —  cos*|lgcos*|  —  8in*|)  • 

§  3.     Die  Erhaltung  des  Schwerpunktes. 

Nach  (9a)  S.  221  ist  für  die  Kugel: 

also: 

(.)  2,.ta»|-:-^{.i,»|ii-:)-f^(»n,(,^)'-^0-) 

=  ^(-  sin««-^©)  -  |^(sin^S*  -  sind^*) 

und  somit;  wenn  man  über  den  Bereich  C  nach  ^  und  a  integriert^) 
und  die  rechte  Seite  in  ein  Randintegral  über  (S  yerwandelt: 

(2)  l2Q^d6  =  /(|(ö«  -  ^*)sin'^dd  -  drösin^-^dco). 

Wird  hier  der  Bereich  C  über  die  ganze  Kugelfläche  K  ans- 
gedehnt;  in  welcher  sich  die  Geschwindigkeit  überall  stetig  ändern 
mögC;  so  v^erschwindet  die  rechte  Seite  und  es  wird: 

(2a)  /29|jd<.  =  0 

oder,  da  nach  (8)  S.  221  «^  =  —  sin -^  -^  =      ,^     ist  und  gleichzeitig 


1)  Cf.  Poincarä  a.  a.  0.  Nr.  66. 
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jQdff 


^    I  od6  COBd'  =  0 


oder 

Lq  =  Cgdö  coB  d'  =  const. 

Nun  ist  cos-ö*  gleich  der  Projektion  des  zum  Punkte  P(d',  (o)  ge- 
hörenden Radius  CP  auf  die  Koordinatenachse  CO,  die  aber  willkürlich 
ist,  und  den  Ausdruck  qcIö  hatten  wir  bereits  S.  219  als  „Wirbelelemenf' 
bezeichnet.     Somit  haben  wir: 

Satz  I:  Die  Summe  aller  Wirbelelemente  auf  der  Kugel,  jedes 
multipliziert  mit  der  Projektion  des  zugehörigen,  Kugelradius  auf  eine 
belidnge  feste  Achse  ist  in  der  Zeit  konstant. 

Sind  also  GX,  GY,  GZ  drei  auf  einander  senkrechte  Achsen  und 
g,  ly,  g  die  entsprechenden  Projektionen  von  OP,  so  wird: 


(4) 


Lx  ^Jigdö  =  const 

Lp  ^  JriQde  =  const 

(10 

i,  ^  Jlgda  =  const, 


und  diese  drei  Relationen  sind  von  einander  unabhängig,  während  jede 
weitere  analoge  Gleichung  durch  lineare  Kombination  aus  ihnen  hervor- 
gehen würde.  Die  GhröJjBen  L^,  Ly,  Lg  sind  die  Komponenten  eines 
VektorS;  dessen  Endpunkt  (vom  Kugelmittelpunkt  G  an  gerechnet)  ein 
fester  Punkt  S'  im  Räume  ist,  den  wir  als  den  „repräsentierenden 
Schwerpunkt^*  der  Wirbelelemente  bezeichnen.  Wollten  wir  nämlich 
den  wahren  Schwerpunkt  aller  Elemente  Qd6  bestimmen,  so  wären 
seine  Koordinaten  g^,  i^^,  ^  gegeben  durch: 

(iO 

wo  M  =^  Cgdöy  die  Summe  aller  Wirbelelemente,  nach  Satz  II,  S.  209 

bekanntlich  =  0  ist.  Der  wahre  Schwerpunkt  fällt  daher  ins  Unendliche, 
doch  in  eine  feste,  d.  h.  in  der  Zeit  unveränderliche  Richtung: 

und  dabei  würden  von  den  drei  unabhängigen  Relationen  (4)  immer 
nur  zwei  zur  Geltung  kommen^  während  die  Konstanz  z.  B.  der  Gröfse 
Li  +  LI  +  L]  verloren  ginge.  Um  diesem  Übelstande  zu  entgehen, 
ersetzen  wir  die  Massenverteilung  mit  der  Dichte  q  durch  eine  andere, 
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deren  Sumine  nicht  mehr  =  0^  sondern  »  1  ist^  indem  wir  die  Dichte 
f'  =  Q-\-  —  |annehmen^  also  eine  homogene  Massenbelegung  von  der 

Dichte  .-  und  der  Gesamtmasse  1  hinzufügen.  Der  Schwerpunkt  dieser 
Belegung  q'  hat  dann  die  Koordinaten: 

m  (K)  ip  (JT) 

So=  igp'dtf  =  llprftf +  ^  /|dtf  =  /g(>d<y  =  ix  =  const 
^^      Vo  ==  I  riQ'dö=-  f  VQ^^  +  j-  i'^de  =  j  rjQdö  =-  Ly  =  const. 

JiQ'dö  -=  I  iQd6+  ^  jtdts^  ItQdö  =Z,  =  const, 

fällt  also  zusammen  mit  dem  oben  definierten  ^preprasentierenden 
Schwerpunkt'^    Also: 

Satz  IL  Ist  Q  die  Wirbddichte  einer  kontinumiichen  Strömung 
einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  auf  einer  VoUkugel,  und  büdd  man  in 
jedem  Augenblick   den   Schwerpunkt  S'    einer  Massenbelegung  mit  der 

Dichte  (>  +  4~j  so  ist  dieser  (immer  im  Endlichen  liegende)  „repräsen- 
tierende Schwerpunkif'  S'  ein  fester  Punkt  im  Baume  bei  dUen  Ver- 
änderwngen  der  Geschivindigkeitsverteilung.  Der  wahre  Schwerpunkt  S 
aUer  Wirbelelemente  dagegen  fällt  in  den  u/nendlidi  femeti  Punkt  desselben 
Durchmessers  CS\ 

§  4.     Stationäre  Ström.tingen. 

Nach  Satz  IV  S.  217  ist  eine  (von  singulären  Stellen  freie) 
Strömung  auf  einer  Fläche  statimiär,  wenn  auf  jeder  Stromlinie  die 
Wirbeldichte  konstant  ist,  d.  h.  wenn 

p  =  |D^  =  /-(V^), 

eine  Funktion  der  Stromfunktion  allein  ist.  Diese  Bedingimg  schreibt 
sich  für  die  Kugel  a)  in  Polarkoordinaten  <&•,  cd,  b)  in  stereographischen 
Koordinaten  x,  y  (cf.  II  §  1)  in  der  Form: 

ja)    i>^.4;i  +  cot^||  +  ^^it  =  2A^) 

ya)     ^ V  -_  g^,  -t-  j^,  -  (1  +  X* "+  y«)' ■ 
Die  Bedingung  (1  a)  wird  sicher  befriedigt,  wenn  ö"^  =  0,   d.  h. 

wenn  ^  =  jp  (d)  eine  Fimktion  der  Poldistanz  allein  und  denmach  auf 
allen  ParaUelkreisen  konstant  ist    Daraus  folgt: 
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Satz  I.  AUe  ,f0(malenf'  Strömungen  (welche  symmetrisch  um  einen 
Darchmesser  cUs  Achse  in  den  PardUelkreisen  erfolgen)  sind  stationär. 

Bei  diesem  wie  bei  den  folgenden  Sätzen  wird  auch  ohne  aus- 
drückliche Erwähnung  vorausgesetzt^  dafs  die  Flüssigkeit  inkompressibel^ 
auf  der  Eugel  unbegrenzt  und  yon  Strudelpunkten  etc.  frei  sei. 

Abgesehen  von  dem  zonalen  Falle  klassifiziert  man  die  statio- 
nären Strömungen  mit  Vorteil  nach  der  Beschaffenheit  der  Funktion  f. 

Hier  ergiebt  sich  zunächst^  weil  nach  S.  209 

Jgde  =  ff(ilf)d6  ==  0 

ist,  dafs  die  Funktion  f  jedenfalls  kein  definites  Vorzeichen  haben  kann. 
So  kann  nicJU  auf  der  ganzen  Eugel 

Q  =  const;    if  =  c^*     oder    (f  =  c^^'f'^ 
sein. 

Der  einfachste  Fall,   der  hier  in  Betracht  kommt,   wäre  der,   wo 

/(^)  eine  lineare  Funktion  von  ^  oder,   was  die  Allgemeinheit  nicht 

beschränkt  sondern  nur  die  additive  Konstante  von  ^  beeinflufst,  wo 

die  Wirbeldichte  q  der  Stromfunktion  ^  proportional  =  ktl^  ist.     Wir 

erhalten  dann  für  ^  die  partielle  Differentialgleichung: 

(2a)  Dt  ~  g?,  +  cot*f-^  +  -4^!^.  =  2*^- 

oder 

(2  b)  -^»=äF.+  ^p°(l  +  ^.  +  yV»- 

Diese  Differentialgleichung  der  j^Linea/r-stationären  Strömwngenf^^  wie 
wir  uns  zur  Abkürzung  ausdrücken  wollen,  ist  identisch  mit  derjenigen, 
welche  z.  B.  die  elastischen  Schwingungen  der  Eugelfläche  bestimmt, 
und  spielt  auch  in  der  Potentialtheorie  eine  wichtige  Bolle.  Ihre 
Integration  erfolgt  durch  Kugdfunktionen  („Laplacesche  Funktionen'^, 
„Kugelflächenfunktionen",  „Spherical  harmonics"),  und  ihre  Theorie  ist 
vielfach  ausftihrlich  behandelt,  z.  B.  bei  Lamb  a.  a.  0.,  und  bei  Max- 
well, Treatise  on  Elect.  a.  Magn.  Wir  können  uns  hier  darauf  be- 
schranken, die  wichtigsten  Ergebnisse  dieser  Theorie,  soweit  wir  ihrer 
bedürfen,  kurz  anzugeben  und  auf  ihre  hydrodynamische  Bedeutung 
für  das  hier  vorliegende  Problem  hinzuweisen. 

Zunächst  ist  zu  beachten,  dafs  imsere  Differentialgleichung  linear 
und  homogen  ist,  dafs  sich  also  alle  ihre  Lösungen  linear  supeiv 
ponieren.     Also: 

Satz  n.  Durch  additive  XJhereinanderlagerung  (d.  h.  durch  Ad- 
dition der  entsprechenden  Stromfunktionen  oder  Geschwindigkeitsvektoren) 
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van  zwei  linear-stationären  Strömungen,  die  zu  demselben  Werte  kj  wir 
wollen  dafür  sagen:  zur  selben  ^lasse^^,  gehören,  erhalt  man  immer 
uneder  linear-stationäre  Strömungen  derselben  Blasse. 

Unter  den  Losnngen  ^  =  ^(^^  cd)  von  (2a)  interessieren  zunächst 
die  Funktionen  ^  =  ^{%)  von  %^  allein^  welche  zonalen  ^Strömungen 
entsprechen.  Sie  müssen  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung  ge- 
nügen: 

(3)  S  +  cot^3- 2*^  =  0- 

Diese  Differentialgleichung  besitzt  aber  nur  dann  ein  zwischen 
den  Grenzen  -Ö*  =  0  und  -ö*  =  ä  stetiges  partikuläres  Integral,  wenn 

(4)  -  2Ä  =  »(»  +  1) 

und  n  eine  positive  ganze  ZcM  ist^  welche  die  ^^Elasse^^  der  linear- 
stationären Strömung  angiebt.  Die  Gleichung  mufis  also  yon  der 
Form  sein 

(3')  j_^  +  cot*g  +  «(«  +  l)*  =  0, 

und  die  gesuchte  stetige  Lösung  ist  dann  die  „ni^  Eugelfonktion"^ 
(oder  ,;Legendresches  Polynom")  von  cos'd': 

(5)  ^  =  P«(cos^),    S  =  ^  =  -sindP;(cos»), 

wo  Pn  eine  ganze  Funktion  nten  Grades. 

n  =  0  liefert  die  triviale  Lösung  ^  =  const,  d.  h.  die  vöUige  Buhe 
der  Flüssigkeit^  n  =  —  Ä  =  1  di^egen  die  Lösung: 

^  =  —  (>==  —  a  cos  %,     ^  »  0^  sin  ^,. 

welche  einer  starren  Eotation  der  gesamten  Flüssigkeit  um  die 
Achse  00'  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  a  entspricht  Erst  die 
höheren  Kugelfunktionen  P^,  P^  ^ .  *  liefern  eigentliche  Strömungen  mit 
wirklicher  Deformation  der  Flüssigkeit. 

Da  P«(ä;)  zwischen  den  Grenzen  —  1  und  +  1  bekanntlich  nmal, 
Pi(a:)  n  —  Imal  verschwindet,  so  giebt  es  (unter  Ausschlufs  der  Pole 
0  und  0')  immer  n  Parallelkreise,  auf  welchen  die  Stromfunktion  und 
die  Wirbeldichte  q,  und,  von  ihnen  separiert,  n  —  1  Parallelkreise, 
auf  welchen  die  Geschwindigkeit  verschwindet.  Beide.  Kreissysteme  ver- 
teilen sich  symmetrisch  um  den  Äquator  \%^  =  ~\  (auf  welchem  selbst 

^  ==  0  und  ()  =  0  oder  ©  =  0  ist,  je  nachdem  n  ungerade  oder  gerade 
ist),  und  zerlegen  die  ganze  Kugelfläche  in  n-|-  1,  bezw.  n  Zonen,  auf 
welchen  (>,   bezw.  io  abwechselnd  positiv  und  negativ  ist     Auf  zwei 
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syaunetrischeti  ParBllelkreisen  oberlLolb  imd  unterhalb  des  Äquators 
eind  entweder  die  Werte  der  Wirbeldichte  gleich  und  die  der  Ge- 
schwindigkeit entgegei^esetzt  (wenn  n  gerade)  oder  die  der  Geschwin- 
digkeit gleich  and  die  der  Wirbeldichte  entgegengesetzt  (wenn  n  un- 
gerade). 

[Auf   den    beistehenden   Figuren   för   w  —  1,  2,  3,  4    (in   ortho- 
graphischer Projektion)  sind  die  ParaUelkreiee  p  =  0,  ^  =  0  a 


»■2    ^^L^^g^^^ 


??-  -    -  *r-^'. -„^^.^^^ 


und  die  Kreise  0  =  0  punktiert  gezeichnet,  die  Geschwindigkeitsrichtung 
durch  Pfeile  angedeutet  und  die  Gebiete  p  >  0  schraffiert]. 

Da  aber  der  Pol  0  auf  der  Engel  willkürlich  angenommen  werden 
kann  und  die  Lösungen  ^  von  (2)  für  jedes  2k  =  —  n(n  -^  1)  sich  ad- 
ditiv zusammensetzen  lassen,  so  erhält  man  neue  ntcA^achsial-Bynunetrische 
Strömungen,  wenn  man  mehrere  zu  verschiedenen  Polen  gehörende 
zonale  zu  einander  addiert: 
(6)  ^„  =  Ci  P„  (cos  tf ,)  +  c,  P„  (cos  Si)  +  ..., 
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WO  ^1,^8,...  die  spMrischen  Abstände  von  den  Polen  Pi,P,,.., 
bezeichnen. 

Nun  ist  aber  bekannt,  dafs  aucb  die  partielle  Differentialgleichung 
(2)  nwr  in  dem  Falle  (4)  2fe  =  —  w(w  +  1)  überhaupt  eine  eindeutige 
und  stetige  Lösung  auf  der  VoUkugel  besitzt,  und  dafs  die  allgemeinste 
Lösung  von  dieser  Beschaffenheit  eine  ganze  rationale  Funktion  nter 
Dimension  von  cos^,  cosw  und  sino  ist,  welche  sich  mittelst  2n  +  1 
willkürlicher  Konstanten  in  der  Form  darstellen  lafst: 

n 

(7)  ^  «  ^^  =  aQP^(coS'^)  +]^(ar cos (ra?)  +  6^sinXr©))sin'''^Plr^(coBd'), 

r  =  1 

WO  ttg,  »1,  «8,  ...  6i,  62;  •  •  •  Konstanten  sind  und  i^  (x)  die  rte  Ab- 
leitui^  von  P„(^)  bedeutet.  Eine  solche  Funktion  des  Ortes  auf  der 
Kugel  wird  eine  „La  place  sehe  Funktion^'  oder  eine  ;,Kugelfiachen- 
fiinktion^^  genannt. 

Wir  erkennen  somit: 

Satz  in.  JEs  giehi  keine  anderen  Jconiinuierlichen  linear-staüonäre» 
Strömungen  auf  der  VoUkugel  als  solctie  nter  Klasse.  (2fc  =  —  n{n+  1), 
n  =  1,  2,  3, . . .),  und  die  allgemeinste  nter  Klasse  läfst  sich  aus  2n  +  \ 
von  einander  unabhängigen  Grundströmungen  linear  isusammenseieen^ 
deren  Stromfunktionen  sämtlich  durch  die  ,,KugdfläcJienfunktionen^  nien 
Grrades  dargestellt  werden. 

Die  Strömungen  1.  Klasse 

^  =  ^j  =  «0  cos  ^  +  «1  sin  -ö"  cos  o  +  6^  sin  ^  sin  01 

(wo  i,y  riy  t,  rechtwinklige  Koordinaten  mit  dem  Kugelmittelpunkt  als 
Anfangspunkt  bedeuten)  sind  lediglich  starre  Rotationen  um  beliebige 
Durchmesser  und  lassen  sich  stets  aus  drei  verschiedenen  Rotationen 
linear  zusammensetzen. 

Für  höhere  Werte  von  n  zerfällt  die  ganze  Kugelfläche  in  eine 
Anzahl  von  Teilgebieten,  in  deren  Innerem  Stromfunktion  und  Wirbel- 
dichte abwechselnd  positiv  und  negativ  ist  und  an  den  durch  Strom- 
linien gebildeten  Grenzen  verschwindet.  Besonders  einfach  werden  diese 
Gebiete  für  eine  „Grundströmung'' 
(7a)  ^  =  ^„^ ^  =  sin''d2^'">  (cos^)  cos  (r  o)  (r=o,  1, - «) 

Denn   hier   verschwinden   (abgesehen  von   dem    oben  behandelten 
zonalen  Fall  r  =  0,  ^  =  P^  (cos  d))  ^  und  q  augenscheinlich 

1)    auf   allen   r  Meridianen   ßJ  =*  gr'  2r^  *  "  (^'*  ~~  ^)  2r '   ^    welche 
cos  (ro)  =  0  ist, 
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2)   auf  allen   n  —  r  ParalleltreiBen  fr-^a,,  Oi,-"  «»-r,   för   welche 
PJ;'  (cos  9)  =  0  ist 

Hier  zedttUt  also  die  Kagelfläche  in  eia  System  von  r(rt  —  r  +  1) 
rechtwinkligen  sphäxischen  Vierecken  (bezw.  Dreiecken  bei  0  und  0'), 
deren  Grenzen  von  Stromlinien  gebüdet  sind,  welcte  abwechselnd  im 
positiven  und  n^ativen  Sinne  umkreist  werden  (p^O)i  lu^d  in  deren 
Eckpunkten  die  Flüssigkeit  beständig  in  Kühe  bleibt  (^  =  0,  o  =  0). 
In  Merkatorscher  Projektion  erhält  man  demnach  eine  Bchachbrettartige 
Figur  wie  die  beistehende  Fig.  4. 

Für  andere,  zusammengesetzte  Kugelflächenfnnktionen  (6)  werden 
die  Teilbereiche  unregelmäfsiger,  aber  der  allgemeine  Charakter  des 
Voi^anges  bleibt  derselbe. 
Mittelst  der  LameschenFunk- 
tionen  würden  wir  z.  B.  Eintei- 
lungen durch  konfokale  epbä- 
rische  K^elschnitte  erhalten. 
Doch  soll  darauf  nicht  weiter 
eingegangen  werden. 

Hätten  wir  statt  der  VoD- 
kugel  nnr  ein  bestimmt  um- 
randetes Gebiet  C  betrachtet  und 
nach  den  dort  möglichen  statio- 
nären Strömungen  ge^gt,  so 

wären  wir  auf  die  Handwertprobleme  der  DifFerentia^eichung  (1) 
oder  (2)  gestofsen.  Denn  da  die  Berandung  immer  selbst  eine 
Stromlinie  sein  mufs,  so  hätt«n  wir  unsere  partielle  Differential- 
gleichung unter  der  Randbedingung  t  =  %~  const  zu  integrieren  ge- 
habt. Bezüglich  der  Differentialgleichung  (2)  in  der  Form  (2b) 
kann  dieses  Problem  als  gelöst  betrachtet  werden  durch  die  Unter- 
suchungen von  Schwarz  (Festschrift  „Über  ein  Problem  der  Variations- 
rechnung etc."  1885).  Die  Lösung  der  Randwertaufgabe  für  irgend 
ein  ^0  >  0  ist  immer  möglich  (für  beliebiges  k),  wenn  das  Gebiet  C 
nicht  z«  grofs  gewählt  wird.  Dagegen  existiert  für  jedes  Gebiet  C 
immer  ein  Wert  k  der^  dafs  an  dem  Rande  Überall  ^  =  ^^  =  0  wird. 
Unter  analogen  Bedii^ngen  ist  aber  nach  Picard  (LiouTille  Joum., 
Ser.  rV,  t  6,  p.  145ff.)  die  Randwertaufgabe  auch  lösbar  für  die  Diffgl. 
(1  b),  wenn  die  Funktion  f  eine  nicht  lineare  Funktion  ist;  es  giebt 
also  stationäre,  aber  ni'cAMinear-stationäre  Strömungen  wenigstens  in 
hinreichend  kleinen  umrandeten  Bereichen  der  Ei^elfläche.  Ob  aber 
auch  auf  der  Yollkugel   solche  allgemeineren  stationären  Strömmigen 
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moglicli  sind^  diese  Frage  ist  als  noch  ungelöst  zu  bezeichnen.  Jeden- 
falls bedürftie  es  zu  dieser  Untersuchung  wohl  eines  wesentlich  anderen 
Integrationsverfahrens  als  der  Schwarz-Picardschen  Approzimations- 
methode. 

Den  stationären  Strömungen  am  nächsten  stehen  die  y/otierend- 
stationären^',  d.  h.  solche  Strömungen,  bei  denen  das  ganze  Bild  der 
Stromlinien  oder  die  Stromfunktion  ^  als  Funktion  des  Ortes  auf  der 
Kugel  zwar  nicht  konstant  bleibt,  aber  doch  nur  eine  gleichförmige 
Rotation  um  eine  feste  Achse  erfahrt,  oder  m.  a.  W.,  die  Strömungen, 
welche,  auf  ein  gleichförmig  rotierendes  Koordinatensystem  bezogen, 
stationär  erscheinen. 

Ist  ^{d'y  cd)  die  wahre  Stromfunktion  und  nach  S.  232  ^i  «=  —  a  cos  d 
die  einer  Rotation,  so  wird 

tif  —  ^^  =  ^  -{-  a  cos  d" 

die  „scheinbare^^  oder  ,p:elatiye  Stromfunktion^  in  Bezug  auf  die  rotierende 
Kugel,  und  auf  den  „scheinbaren^  Stromlinien  ^  —  ^^  »  const  mufs  jetzt, 
wenn  die  „scheinbare  Strömung^'  stationär  sein  soll,  die  wahre  Wirbel- 
dichte Q  =  \Djlf  konstant  sein  (da  eben  diese  jedem  materiellen  Teil- 
chen charakteristisch  ist),  damit  die  Wirbelverteilung,  auf  die  rotierende 
Kugel  bezogen,  ungeändert  bleibt,  d.  h.  es  mufs  sein: 

(8)  Q  =  ^Dt  -  f(t  -  ti)  -f{^  +  tt  cos  ^). 

Auch  hier  betrachten  wir  ebenso  wie  bei  der  Diffgl.  (1)  Tor  allem 
den  Spezialfall 

/•(„)  =  Ä„ — ü^^^ti)«, 

also  die  Gleichung: 

(9)  B^  +  n{n  +  1)^  =  —  n{n  -|-  1)  a  cos  '^. 

Eine  partikuläre  Lösung  derselben  ist  die  neue  Rotation 

wie  man  sich  mit  Hilfe  von  D  cos  ^  ^  --2  cos  0*  durch  Ausrechnang 
leicht  überzeugt,  und  die  allgemeine  Lösung  von  (9)  erhält  man,  wenn 
man  zu  dieser  partikulären  V'q  die  allgemeine  Lösung  ^'  der  homogenen 
Diffgl.  (2)  hinzufügt,  also  nach  (7): 

(11)        V^  =  »,  +  »-^^^-^^(;  +  ^|^^acos^  +  aoP,(cos») 
+  ^{ctr  COS  rcD  -f  brsinrai)  siDTd'P^^  (cos  d). 
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So  haben  wir  den  Satz: 

Satz  IV.  Aus  jeder  linear-stoMonären  Strömung  24  =  —  n{n  +  1)  Ttann 
man  eine  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  a  rotierend -stationäre  ableiten 
durch  blofse  Hinssufügung  einer  BotaHon  von  der  Winkelgeschwindigkeit 

c  ==  / ^-rr>  —  I  s-v  «  w»>  dieselbe  Achse.     Oder  anders  ausgedrückt:  Eine 

(n  —  l)(n  +2)  ^ 

linearstationäre   Strömung   nter  Klasse   verhwnden   mit  einer  beliebigen 
Botation  c  rotiert  gleichförmig  um  dieselbe  Achse  mit  der  WinJcelgeschmn- 

Die  Theorie  der  rotierend-stationären  Strömungen  hat  ein  physi- 
kalisches Interesse^  insofern  sie  sich  anwenden  läfst  anf  stationäre  Luft- 
oder Wasserströmungen  auf  der  rotierenden  Erde. 


Zur  Schranbentlieorie  von  Sir  Robert  Ball. 

Von  F.  Klein  in  Göttingen. 

Sir  Robert  Ball  hat  seine  langjährigen  Untersuchungen  über 
Schraubentheorie  im  vorigen  Jahre  in  einem  stattlichen  Bande  zu- 
sammengefalst^),  der  nicht  yerfehlen  kann^  dieser  geometrischen  Weiter- 
'bildung  der  Mechanik  starrer  Körper  erneut  das  allgemeine  Interesse 
zuzuwenden.  Zwei  Vorzüge  sind  es  insbesondere^  die  dem  Balischen 
Werke  von  vornherein  einen  zahlreichen  Leserkreis  sichern  dürften, 
nämlich  die  Anschaulichkeit  und  der  elementare  CharaJcter  seiner  grund- 
legenden Entwickelungen.  Ich  wünsche  diese  Vorzüge  lebhaft  an- 
zuerkennen,  will  aber  andererseits  hervorheben ,  dafs  dieselben  von 
einem  gewissen  Verzicht  auf  die  Darlegung  der  im  weiteren  Verfolg 
der  Theorie  notwendig  in  Betracht  kommenden  tiefer  greifenden  Fragen 
begleitet  werden  (wie  dies  übrigens  der  VerfMser  selbst  an  verschie- 
denen Stellen  seines  Buches  deutlich  hervorhebt.^) 


1)  A  treatise  on  the  theory  of  screws,  Cambridge  1900. 

2)  Man  vergl.  z.  B.  die  amüsante  Anseinandersetzung,  die  der  Verf.  1887 
über  die  Ziele  seiner  Untersuchnngen  vor  der  British  Association  in  Manchester 
^b  nnd  die  nnn  aus  den  bez.  Reports  auf  pg.  496 — 609  des  vorliegenden  Buches 
wieder  abgedruckt  ist.  Eine  Kommission  ist  niedergesetzt,  um  die  Bewegungen 
eines  starren  Körpers  zu  untersuchen.  ,^et  is  suffice  for  us",  sagt  der  Präsident 
der  Kommission  gleich  zu  Anfang,  ,,to  experiment  upon  the  djnamics  of  this  body 
so  long  it  remains  in  or  near  the  position  it  now  occupies.  We  may  leave  to 
9ome  mare  ambitious  eommittee  the  task  of  following  the  body  in  all  conceivable 
gyrations  through  the  universe^^ 
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Jedenfalls  möchte  ich  im  Folgenden  einige  Ergänzungen  zum 
Bauschen  Werke  geben,  die  manchem  Leser  willkommen  sein  dürften. 
Diese  Ergänzungen  betreffen  erstlich  die  aUgenieine  Systematik  des  Ge- 
bietes im  Sinne  modemer  inyariantentheoretischer  (oder  gruppentheore- 
tischer) Prinzipien,  zweitens  aber  die  Verwendung  der  Schraubentheorie 
in  der  Lehre  von  den  endlichen  Bewegungen  starrer  Körper  (wo  ich 
übrigens  in  der  Hauptsache  nur  systematisch  zusammenstelle,  was  zer- 
streut in  der  Litteratur  Torliegt).  Ich  darf  vielleicht  hinzuf&gen,  daCs 
ich  die  betreffenden  Überlegungen  seit  Jahren  in  Vorlesungen  und 
gelegentlichen  Vorträgen  wiederholt  zur  Geltung  gebracht  habe;  speziell 
knüpfe  ich  mit  den  Darlegungen  der  nächstfolgenden  Paragraphen  an 
meine  eigenen  Beiträge  zur  Liniengeometrie  und  Schraubentheorie  aus 
den  Jahren  1869  und  1871^),  sowie  an  die  Auseinandersetzung  meines 
Erlanger  Programmes  von  1872^)  an.  Es  hat  seinen  guten  Sinn,  da& 
ich  mich  dabei  von  vornherein  der  Methoden  der  ancdytisclmi  Geometrie 
bediene;  in  der  That  meine  ich,  dadurch  die  in  Betracht  kommenden 
Beziehungen  kürzer  und  präziser  bezeichnen  zu  können,  als  dies  auf 
andere  Weise  möglich  wäre. 

§  1.    Von  der  rationellen  Klassifikation  geometrischer  und 

meclianischer  Oröfsen. 

Als  Hauptgruppe  räumlicher  Änderungen  bezeichnete  ich  in  meinem 
Erlanger  Programme  den  Inbegriff  der  Bewegungen  des  Baumes  und  seiner 
Ähnlichkeitstransformationen.  Es  möge  ein  rechtwinkliges  Koordinaten* 
System  zu  Grunde  gelegt  werden;  ich  deute  an,  wie  die  Operationen  der 
Hauptgruppe  auf  die  zugehörigen  Punktkoordinaten  wirken.  Wir  haben 
erstlich  für  Drehimgen  um  den  Anfangspunkt  Formeln  folgender  Bauart: 

iCi  =  a  x-\-h  y  +  c  ts, 

(1)  yi^a  x  +  V  y  +  c'  Zy 

[jg^  =  a  x+b  y  +  c  z, 

dabei  hat  man  zwischen  den  a,b,c,^  -  -  -  die  bekannten  Relationen  und 
insbesondere  ist  jede  dieser  Gröfsen  gleich  der  ihr  in  der  Determinante 

a  b  c 
d  V  c 
a"     6"     c" 

1)  Math.  Annalen,  Bd.  2  nnd  4.  Vgl.  insbesondere  die  ,,Notiz,  betreffend  des 
Zusammenhang  der  Liniengeometrie  mit  der  Mechanik  starrer  Körper^^  in  Bd.  4 
daselbst,  pg.  408—416. 

2)  „Vergleichende  Betrachtungen  über  neuere  geometrische  Forschungeu*^* 
(Erlangen  1872),  abgedruckt  in  Bd.  43  der  Math.  Annalen  und  anderwärt«. 
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zugehörigen    Unterdeterminante.      Wir    haben    ferner    für    Fa/raJlelr 
verschiebtmgen  des  Baumes  Formehi,  die  ich  so  bezeichne: 

(2)  Xi  =  x  +  A,    yi  =  y  +  By    z^  =  z  +  C, 

endlich  für  diejenigen  ÄhnlichJcei^tr(msf(nmaM(men,  die  den  Eoordinaten- 
anfangspnnkt  festlassen: 

(3)  x^  =  Xx,    yi  =  Xy,    ss^  =  Xz\ 
unter  ihnen  mögen  wir  die  Inversionen 

(4)  x^^-Xy    yi  =  -y,    z^^-z 

besonders  hervorheben.  Die  Formeln  für  beliebige  Transformationen 
der  Hauptgruppe  ergeben  sich  aus  (1),  (2),  (3)  durch  Kombination; 
wir  mögen  dementsprechend  die  (1),  (2),  (3)  als  erzeugende  Substitutionen 
der  Hauptgruppe  bezeichnen.  Es  handelt  sich  dabei  zunächst  um  Bcmm- 
transformaHonen  bei  festem  Koordinatensystem.  Es  steht  aber  nichts  im 
WegCy  die  Formeln  auch  so  zu  interpretieren^  dafs  sie  bei  festgehaltenem 
Räume  den  Übergang  je  zu  einem  neuen  rechtwinkligen  Koordinaten- 
systeme Yorstellen  (so  dafs  es  sich  bei  den  Operationen  der  Hauptgruppe 
überhaupt  um  die  allgemeinste  Transformation  der  rechtwinkligen 
Koordinaten  handelt).  Wir  werden  in  der  Folge  diese  Auffassung^ 
die  zumal  bei  den  Verallgemeinerungen  eine  Kleinigkeit  bequemer 
scheint,  bevorzugen.  Die  Formeln  (1)  und  (2)  ergeben  dann  zu- 
sammengenommen  die  allgemeinste  Abänderung  des  rechtwinkUgen 
Koordinatensystems  durch  Bewegung,  Formel  (4)  den  Übergang  zu 
einem  inversen  Koordinatensystem,  Formel  (3)  für  die  allein  nur  noch 
in  Betracht  kommenden  positiven  Werte  von  X  die  allgemeinste  Ab- 
änderung^ welche  aus  geänderter  Wahl  der  Längeneinheit  resultiert. 

Wir  legen  nunmehr  nicht  blofs  Punkte  sondern  beliebige  andere 
geometrische  Gebilde  hinsichtlich  imseres  Koordinatensystems  durch 
,^oordinaten"  fest,  wobei  wir  uns  diese  Gebilde  in  geeigneter  Weise 
durch  Punkte  definiert  denken,  so  dafs  ihre  ^^Koordinaten^'  Verbindungen 
verschiedener  Reihen  von  Punktkoordinaten  sind.  Den  Inbegriff  der 
solcherweise  zur  Festlegung  eines  geometrischen  Gebildes  dienenden  Koor- 
dincUen  mögen  wir  jeweils  als  „geometrische  Gröfse^^  bezeichnen.  Und 
nun  ruht  die  rationelle  Klassifikation  geometrischer  GröJ^en,  yon  der 
im  folgenden  ausgegangen  werden  soll,  einfach  darauf,  dafs  wir  zu- 
sehen, wie  sich  die  in  Betracht  kommenden  Koordinaten  bei  den 
Operationen  (1),  (2),  (3)  bez.  (4)  (und  also  überhaupt  bei  den  Operationen 
der  Hauptgruppe)  verhalten.  Wir  werden  alle  diejenigen  und  nur  die- 
jenigen geometrischen  Gröfsen  als  gleichartig  ansehen  y  deren  Koordinaten 
bei  den  Operationen  der  Hauptgruppe  die  gleichen  Änderungen  erleiden. 
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Erleiden  aber  die  Koordinaten  zweier  Gebilde  verschiedene  Änderungen; 
so  ergiebt  sich  die  geometrische  Beziehung  der  beiden  Arten  geo- 
metrischer Gröfsen  zu  einander  unmittelbar  und  in  erschöpfender 
Weise  durch  den  Vergleich  der  beiderlei  Änderungen.  — 

Ausfuhrungen  zu  diesem  Prinzip  enthält  u.  a.  der  neuerdings  er- 
schienene Artikel  von  Abraham  über  die  geometrischen  Grundbegriffe 
in  der  Mechanik  der  deformierbaren  Körper,  Bd.  lY  der  maÜhematischen 
Encyklopädie,  Art.  14.  In  der  Sache  hat  man  selbstverständlich  immer 
dem  Prinzip  entsprechend  verfahren.  Insbesondere  ist  die  in  der 
Mechanik  (und  Physik)  übliche  Unterscheidung  der  geometrischen 
Gröfsen  nach  ihrer  Dimension  nichts  anderes  als  eine  Inbetrachtnahme 
der  Substitutionen  (3)  im' Sinne  unseres  Prinzips  (wobei  man  sich  still- 
schweigend auf  positive  Werte  von  X  beschränkt).  In  dieser  Bemerkung 
liegt  zugleich;  wie  unser  Prinzip  auf  allgemeine,  mechanische  oder 
physikalische  Gröfsen  auszudehnen  ist.  Es  ist  weiterhin  bequem 
neben  der  Längeneinheit  und  Zeiteinheit  nicht^  wie  sonst  üblich,  eine 
Masseneinheit;  sondern  eine  Krafteinheit  eingeführt  zu  denken.  Man 
wird  daraufhin  den  Formeln  (3)  noch  diejenigen  zur  Seite  stellen,  die 
sich  auf  die  Ändenmg  der  Zeiteinheit,  bez.  die  Änderung  der  Kraflein- 
heit  beziehen: 

(5)  t,  =  Qt,  (6)  Pi  =  <yP; 

man  wird  dann  sagen,  dafs  die  Formeln  (1)— (6)  zusammen  die  Hauft- 
gruppe  der  Mechanik  (bez.  der  Physik)  definieren,  und  femer  die 
mechanischen  (bez.  physikalischen)  Gröfsen  nach  dem  Verhauen  ein- 
teilen, welches  ihre  Koordinaten  bei  den  Operationen  dieser  Hauptgruppe 
zeigen.  Übrigens  werden  wir  auf  diese  erweiterten  Festsetzungen  nur 
bei  Gelegenheit  zurückkommen;  für  die  laufenden  Ent Wickelungen 
genügt  uns  die  Inbetrachtnahme  der  räumlichen  Hauptgruppe. 

§  2.    Koordinaten  für  die  unendlich  kleine  Bewegung  eines  starren 
Körpers,  sowie  für  die  an  ihm  angreifenden  Kraftsysteme. 

Eine   unendlich   kleine   Bewegung  mag   durch   folgende   Foimeb 

vorgestellt  sein: 

Idx  =  {—  ry  +  qjs  +  u)  dt, 
dy  =^  {—  pis  +  rx  +  v)  dt, 
dz  =  (—  ga:  +  py  +  w)  dt 

Wir  bezeichnen  die  Ghröfsen 

(8)  p,  q,  r,  u,  V,  w 
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als  die  Koordinaten  der  instantanen  Geschwindigkeit,  dagegen  die  Grölsen 
(9)  pdt,  qdt,  rdty  udt,  vdt,  wdt 

als  die  Koordinaten  der  unendlich  kleinen  Bewegung  selbst. 

Kräfte  am  starren  Körper  stellen  wir  in  üblicher  Weise  durch 
Strecken  dar^  welche  auf  bestimmte  gerade  Linien  aufgetragen  und 
längs  dieser  geraden  Linien  verschiebbar  sind  Dabei  werden  wir  die 
Länge  dieser  Strecken  je  der  Grofse  der  Kräfte  gleich  setzen;  es  ist 
gleichgiltig,  ob  wir  uns  dabei  die  Kräfte  sämtlich  als  Stolskräfte  oder 
als  kontinuierlich  wirkende  Kräfte  denken.^)  Es  seien  x,  y,  z  bez. 
x\  y'y  z'  Anfangs-  und  Endpunkt  einer  „linienflüchtigen^^  Strecke. 
Bann  hat  man  in  üblicher  Weise  als  Koordinaten  derselben: 

x'—Xj    y'—y,    z—Zj    yz'—yz,    zx'  —  zx,    xy'—xy\ 

dieselben  sechs  Gröfsen  werden  als  Koordinaten  der  Kraft  gelten,  sofern 
man  die  Länge  l  der  Strecke  gleich  der  Zahl  P  gewählt  hat;  welche 
die  Grofse  der  Kraft  mifst.  Wollen  wir  die  Abhängigkeit  von  der 
Wahl  der  Krafteinheit  und  der  Längeneinheit  deutlicher  hervorkehren, 
so  wird  es  zweckmäfsiger  sein,  als  Koordinaten  der  Eraft  folgende 
sechs  Gröfsen  zu  bezeichnen: 

t(^'-^);  ~i{y'-y\  i(^-^)y  i{y^'-y'^\  f.(^^-^'^X  f(^y'~^»- 

Als  Kräftesystem  bezeichnen  wir  den  Libegriff  beliebig  vieler  auf 
den  starren  Körper  wirkender  Einzelkräfte,  und  wählen  als  Koordinaten 
desselben  die  Simimen  der  zusammengehörigen  Koordinaten  dieser  Einzel- 
kräfte. Solcherweise  erhalten  wir  als  Koordinaten  eines  Kräftesystems 
die  sechs  Gröfsen: 

(10)  '  •  ' 

I^=y,T^i^'*-y''''')>  M=yi^{z,sft-z',x,),  N=^yi^{xiy\-x\yi). 

Es  wird  nunmehr  darauf  ankommen,  zuzusehen,  wie  sich  die  Ko- 
ordinaten p,  g,  r,  w,  Vy  w  (8)  und  die  jetzt  eii^eführten  X,  F,  Z,  L, 
My  N  bei  den  Operationen  (1) — (6)  der  Hauptgruppe  verhalten.  Ich 
stelle  hier  die  Resultate  einfach  zusammen: 

1)  Brehung  um  den  Koordinatenanfangspunkt  (Formel  (1)), 


1)  Die  ünterflcbeidung  tritt  erst  ein,  wenn  wir  zur  Kinetik  schreiten,  wo  dann 
die  Verabredung  sein  wird,  dafs  die  Einheit  der  Stofskraft  an  irgend  einem  Massen- 
punkte  instantan  dieselbe  Geschwindigkeitsänderung  hervorbringt,  wie  die  Einheit 
der  kontinuierlichen  Kraft  während  der  Zeiteinheit. 

Zeitichrift  f.  Mathematik  a.  Physik.  47.  Band.  1908.  l.u.2.Heft.  16 
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Die  Koordinaten  p,  q,  r  und  die  u,  v,  Wj  andererseits  die  X^Yj  Z 
und  die  L^  M,  N  erleiden  je  för  sich  genau  dieselbe  Substitution  wie 
die  Punktkoordinaten  x,  y,  is.  (Dies  Resultat  ruht  wesentlich  auf  dem 
oben  hervorgehobenen  Umstände^  dafs  die  Substitutionskoeffizienten  a, 
h,c,...  ihren  bez.  ünterdeterminanten  gleich  sind.) 

2)  Verschiebung  (Formel  (2)). 

Die  p,  q,  r,  andererseits  die  X,  Y,  Z  bleiben  ungeändert.  Dagegen 
erleiden  die  u,  v,  w  die  folgende  Substitution: 

tii  =  M  —  (7g  +  jBr, 

(11)  v^=  V  —Ar+Cp, 

w^  =s  w  —  Bp  +  Aq 

und  genau  entsprechende  Formeln  eigeben  sich  f{ir  L^  M,  N: 

L^=  L  ^  CY+BZ, 

(110  M^  =  M-AZ+CX, 

\n,  =  n-bx  +  ay. 

3)  ÄhnlichkeUstrimsforination  (Formel  (3)^  bez.  (4)). 
Ist  X  positiv,  so  werden 

(12)  p^,  q^j  r^,  Uj,  Vj,  Wi  bez.  gleich  p,  g,  r,  Xu,  Xv,  Xtv 

und  genau  so 

(12')     Z„  Fl,  Zi,  Iri,  Jfj,  N^  bez.  gleich  X,  Y,  Z,  XL,  XM,  XN. 

Dagegen  tritt  bei  negativem  X  ein  Unterschied  ein,  der  sich  am 
einfachsten  darin  ausprägt,  dafs  bei  Inversion 

(13)  Pi,  «1,  r^y  Wi,  VjL,  Wi  gleich  p,  q,  r,  -  u,  -  v,  -  w, 
dag^en 

(13')    Xj,  Fl,  Zi,  ii,  JJfi,  JVi  gleich  ~  X,  -  F,  -  Z,  L,  M,  N 

werden.  (Dieser  Unterschied  kommt  dadurch  hervor,  daCs  die  in  den 
Formeln  (10)  auftretenden  Längen  l{  absolute  Beträge  sind^  welche  als 
solche  ihr  Vorzeichen  bei  Inversion  nicht  wechseln.) 

4)  Ändenmg  der  Zeiteinheit  (Formel  (5)). 

(14)  Pu  9u  ^t,  Wi,  Vi,  w^  sind  bez.  gleich  ^,  -^,  ~,  j,  -^,  y, 

die  Koordinaten  des  Eraftesystems  bleiben  ungeanderi 

5)  Änderung  der  Krafteinheit  (Formel  (6)). 

Die  p,  q,  r,  u,  r,  w  bleiben  ungeändert,  dagegen  werden 

(15)  Xj,  Fl,  Zj,  Li,  Jfi,  iVi  bez.  gleich  öX,  aY,  öZ,  öL,  öM,  öN. 
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Indem  wir  nns  der  Kürze  halber  auf  die  Hauptgruppe  räumlicher 
Änderungen  beschränken,  werden  wir  zusammenfassend  sagen  können: 

Bei  bhfser  Bewegung  des  Koordinatensystems,  ebenso  au^i  bei  Ahn- 
lichkeitstransformation  von  positivem  Ähnlichkeitsmodul,  transformieren 
sich  die  Kraffkoordinaten 

X,     T,    Z,    A    M,    N 

genau  toie  die  Geschmndigkeitskoordinaten 

p,      i,     r,     u,      V,      w. 

Dagegen  tritt  hei  Inversion  des  Koordinatensystems  ein  abweichendes 
Verhalten  ein;  während  die 

p,    q,    r,  u,    V,    w         in        p,        q,       r,  —  u,  —  v,  —  w 

übergehen,  verwandeln  sich  die 

X,  Y,  Z,  L,  M,  Nhez,  in  -X,-Y,  -  Z,     L,     M,     N. 

§  3.    Die  Analogie  der  unendlich  kleinen  Bewegungen  und  der 
XräftesyBteme  (beim  starren  Körper).    SchraubengröfBen  der  ersten  und 

zweiten  Art.    Ballsche  Schrauben. 

Durch  die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  ist  die  Analogie  von 
unendlich  kleinen  Bewegungen  und  EräfbesystemeU;  welche  die  ganze 
Mechanik  der  starren  Körper  und  insbesondere  die  Ballsche  Schrauben- 
theorie durchzieht^  auf  das  klarste  begründet  und  gleichzeitig  umgrenzt. 

Bemerken  wir  vorab,  dafs  das  Gröfsensystem 

pdt,     qdt,    rdt,     udt,     vdt,     wdt 

vermöge  der  Formeln  (7)  ohne  weiteres  eine  (unendlich  kleine)  Schra/Ur 
bung  des  Raumes  der  x,  y,  z  (von  bestimmter  Achse,  Ganghöhe  und 
Amplitude)  bedeutet;  das  (Gröfsensystem  der 

p,    q,    r,    u,    V,    w 

dementsprechend  eine  SchraübungsgeschwindigJceit.  Ich  will  in  diesem 
Sinne  den  Inbegriff  der  p,  q,  r,  u,  v,  w  fortan  als  eine  Schraubengröfse 
bezeichnen,  genauer,  wenn  es  darauf  ankommt,  als  eine  Schraubengröfse 
erster  Art. 

Nunmehr  wolle  man  den  Inbegriff  der  Koordinaten  eines  Kräfte- 
Systems,  also  die  in  (10)  definierten 

X,     Y,    Z,    L,    M,    N 

zum  Vergleich  heranziehen.  Wir  woUen  insbesondere  ein  Kräftesystem 
und  eine  Schraubengröfse  erster  Art  in  Zusammenhang  bringen,  indem 
wir  setzen: 

X=p,     Y=  q,    Z=r,    L  =  u,    M=v,    N=w, 

16* 
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und  uns  fragen,  wie  weit  diese  Zusammenordnung  eine  vom  Koordinaten- 
System  unabhängige  Bedeutung  hat  (also  gegenüber  den  Operationen  der 
Hauptgruppe  invariant  ist).  Zunächst  ei^eben  die  Fonneln  (14),  (15) 
des  vorigen  Paragraphen,  dafs  die  Zuordnung  von  der  Wahl  der  Zeit- 
einheit u/nd  der  Krafteinheit  abhängig  ist.  Femer  aber  ergeben  die 
Formeln  für  Drehung,  Parallelverschiebung  und  Ahnlichkeitstransfor- 
mation  mit  positivem  Ahnlichkeitsmodul,  dafs  die  Zuordnung  von  aUen 
in  diese  Worte  einbegriffenen  Ändenmgen  des  räumlichen  Koordinaten- 
systems unabhängig  ist.  Endlich  die  Formeln  (13),  (13^),  dafs  sidi  die 
Zuordnung  hei  Inversion  in  ihr  Gegenteil  verkehrt: 

Die  geometrische  Überlegung  bestötigt  das  so  formulierte  Resultat 
natürlich  Schritt  für  Schritt.  Ich  will,  um  dies  im  Detail  auszuführen, 
angeben,  dafs  die  Achse' der  Schraubengeschwindigkeit  p,  q,  r,  u,  i?,  w 
die  Linienkoordinaten  hat: 

(18)  p:q:r  :u  —  kp:v  —  kq:w  —  kr 
wo  der  ,yParameter^' 

/^o.N  7.       pu  +  qv  +  rw 

und  dafs  die  Drehgeschmndigkeit  um  diese  Achse  die  Komponenten 
p,  g,  r,  die  Trofislationsgeschtvindigkeit  längs  der  Achse  die  Komponenten 
kp,  kq,  kr  besitzt.  Genau  entsprechend  kann  man  bei  einem  Eräfte- 
system  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  eine  Zentralachse  finden,  deren  Linien- 
koordinaten durch 

(19)  X.YxZ:L-kX:M-kY:N-kZ 
gegeben  sind,  unter  k  die  Oröfse 

verstanden,  und  das  KnLffcesystem  läfst  sich  dann  auf  eine  Einjsdkraft 
mit  den  Komponenten  X,  F,  Z  entlang  dieser  Achse  und  ein  Pcult 
mit  den  Komponenten  kX,  kY,  kZ  in  einer  zur  Achse  senkrechten 
Ebene  reduzieren.  Die  Zusammenordnung  verlangt,  der  Drehgeschwin- 
digkeit um  die  Achse  die  längs  der  Achse  wirkende  Einzelkraft  und 
der  in  Richtung  der  Achse  liegenden  Translationsgeschwindigkeit  ein 
Paar  in  einer  zur  Achse  senkrechten  Ebene  gleich  zu  setzen.  Hieizn 
ist  selbstverständlich  eine  vorherige  Versündigung  über  die  Zeiteinheit 
und  die  Kraffceinheit  notwendig.  Erst  wenn  dies  geschehen,  kann 
man   sagen,   dafs   die  Intensität  eines  Kiiiftesystems  (gemessen  durch 

yX^  +  Y^  +  Z^)  gleich  der  durch  "j/p*  +  tf^  +  r^  gemessenen  Intensität 
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einer  Geschwindigkeit  sei.  Darüber  hinaus  aber  brauchen  wir  eine 
Verabredung,  welchen  Sinn  um  die  Achse  man  einem  entlang  der  Achse, 
weisenden  Sinne  euweisen  toiU;  —  ob  denjenigen  Sinn  um  die  Achse^  der 
beim  Entlangblicken  längs  der  Achse  in  der  vorgegebenen  Richtung 
durch  die  Bewegung  des  Uhrzeigers  gegeben  ist^  oder  den  entgegen- 
gesetzten. Erst  durch  diese  Verabredung  wird  die  Zusammenordnung 
Ton  Kräftesystem  und  Geschwindigkeit  eindeutig.  Jede  solche  Verabredung 
verwandelt  sich  aber  bei  Inversion  der  Figur  bekannÜich  in  ihr  Gegenteil, 
und  dies  ist,  was  durch  Formel  (17)  ausgedrückt  wird.  — 

Der  Inbegriff  der  (XYZLMN)  steht  also  zwar  dem  Inbegriff 
der  (p  qr  u  V  w),  d.  h.  der  Schraubengröfse  erster  Art  sehr  nahe,  ist 
aber  nicht  selbst  eine  Schraubengröfse  erster  Art.  Wir  werden  ihn 
als  Schraubengröfse  zweiter  Art  bezeichnen.  Die  Zusammenordnung 
der  beiderlei  Ghröfsenarten  aber  werden  wir  so  in  Worte  fassen,  dafs  wir 
sagen: 

Nachdem  Zeiteinheit  und  Krafteinheit  festgelegt  sind,  gehören  zu 
einer  Schraubengröfse  zweiter  Art  immer  noch  zwei  (entgegengesetzt  gleiche) 
Schraubengröfsen  erster  Art,  und  umgekehrt;  die  Zusammengehörigkeit 
toird  erst  eine  eindeutige,  wenn  man  im  angegebenen  Sinne  eine  Ver- 
abredung über  rechts  und  links  hinzufügt. 

Neben  die  so  besprochenen  Schraubengröfsen  erster  und  zweiter 
Art  treten  dann  drittens  als  engverwandte  geometrische  Gebilde  die 
Ballschen  Schraviben  selbst.  Die  Ballsche  Schraube  ist  der  Inbegriff  der 
um  eine  Axe  herumgelegten  Schraubenlinien  von  gegebenem  Windungssinn, 
die  eine  bestimmte  Ganghöhe  haben,  oder,  wie  Ball  sagt,  der  Inbegriff 
von  Zentralaxe  und  Parameter  (pitch).  Die  so  definierte  Ballsche  Schraube 
ist  mit  dem  Nullsystem,  das  jedem  Punkte  die  Normalebene  der  durch  ihn 
gehenden  Schraubenlinien  zuordnet,  oder  aurh  mit  dem  linearen  Linien- 
komplex, der  von  den  Normalen  sämtlicher  Schraubenlinien  gebildet 
wird,  eineindeutig  zusammengeordnet;  ob  ich  von  der  Ballschen 
Schraube,  dem  Nullsystem  oder  dem  linearen  Komplex  spreche,  ist 
für  den  hier  vertretenen  Standpunkt  dasselbe.  Jedes  dieser  Gebilde 
wird  durch  die  Verhaltnisse  X  :  Y :  Z:  L:  M:  N  der  Koordinaten 
einer  Schraubengröfse  zweiter  Art,  oder  auch  durch  die  Verhältnisse 
p  :q:r:u:v  :w  der  Koordinaten  oder  Schraubengröfse  erster  Art 
festgelegt.  In  der  That  verschwindet,  wenn  man  sich  auf  die  Be- 
trachtung dieser  „Verhältnisse"  beschränkt,  der  unterschied  der  beiden 
Arten  von  Schraubengröfsen.  Entsprechend  giebt  es  nur  eine  Art 
BaUscher  Schrauben.  Zu  jeder  BaUschen  Schraube  gehören  unendlich 
viele  Schraubengröfsen  erster  wie  zweiter  Art,  die  sich  unter  einander 
durch  Intensität  und  Sinn  unterscheiden. 
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Hiermit  dürfte  der  Zusammenliang  der  yerschiedenen  in  Betracht 
kommenden  Gebilde  bo  vollständig  dargelegt  sein,  als  man  wünschen 
mag.  Die  einzelne  ^^Schranbe''  ist  Trägerin  von  unendlich  vielen 
„Schraubengröfsen  erster  und  zweiter  Art^^  Indem  wir  die  letzteren 
sprachlich  unterscheiden,  dürfte  zugleich  dem  immer  wiederkehrenden 
Milsyerständnisse,  als  handele  es  sich  bei  der  Zusammenordnung  der 
zweierlei  Schraubengröfsen  um  einen  hmsalen  Zusammenhang,  nach 
Möglichkeit  vorgebeugt  sein.^) 

§  4.   Über  die  Invarianten  der  Schraubengröfsen  nnd  die  Begründnng 

der  Artnnterscheidnng  ans  dem  Arbeitsbegriff. 

Die  gegenseitige  Beziehung  der  beiden  Arten  von  Schrauben- 
gröfsen findet  einen  sehr  prägnanten  Ausdruck,  wenn  man  ihre  Invarianten 
betrachtet,  d.  h.  diejenigen  aus  ihren  Koordinaten  gebildeten  rationalen 
ganzen  Funktionen,  welche  gegenüber  den  Operationen  der  Hauptgmppe 
entweder  überhaupt  ungeändert  bleiben  oder  sich  nur  um  einen  Faktor 
ändern.  Ich  werde  mich  hier  der  Kürze  wegen  auf  diejenigen  Operationen 
der  Hauptgruppe  beschränken,  die  entweder  Bewegungen  vorstellen  oder 
aus  Bewegungen  durch  Hinzutreten  einer  Inversion  entstehen,  und  die 
ich  mit  Herrn  Study  als  TJmUgungen  bezeichnen  will. 

Als  Invarianten  der  einzelnen  Schraubengröfse  ergeben  sich  bekannt- 
lich erstens  die  Ausdrücke: 

(20)  y+g8+r2    bez.     X^+Y^  +  Z\ 

die  bei  Bewegungen  imd  ümlegungen  gleichmäfsig  ungeändert  bleiben, 
zweitens  aber  die  folgenden: 

(21)  pu  +  qv  +  rw    bez.     XL  +  YM  +  ZN-, 

dieselben  bleiben  bei  beliebigen  Bewegungen  ungeändert,  kehren  aber 
bei  Ümlegungen  (wie  aus  ihrem  Verhalten  bei  Inversion  hervorgeht) 
ihr  Zeichen   um.     Wir   werden   dementsprechend    die   (20)   als  gerade 


1)  Vergl.  die  Erörterungen  in  meiner  oben  genannten  Notiz,  Math.  Ati« 
Bd.  4  pg.  403  ff.  Die  Hartnäckigkeit  des  Mifsyerständnisses  hat  offenbar  eine 
psychologische  Wurzel.  Wir  sind  durch  unsere  tägliche  Beschäftigung  gewQhnt, 
wenn  wir  eine  Einzelkraft  auf  einen  Körper  wirken  lassen,  diese  auf  den  Schwer- 
punkt des  Körpers  zu  richten,  worauf  sie  natürlich  Translation  des  Körpers  er- 
zeugt. Von  hier  aus  hat  sich  zwischen  den  beiden  Dingen  (Einzelkraft  und 
Translation)  ein  Assoziation  gebildet,  die  sich  in  unseren  Überlegungen  unwill- 
kürlich immer  wieder  geltend  macht,  wenn  man  sie  nicht  durch  eine  immer 
wiederholte  Erklärung  und  eine  möglichst  unzweideutige  Sprechweise  ausdrücklich 
abschneidet. 
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Inyarianten   bezeichneiiy   die  (21)   als  schiefe,   oder  auch  die  (20)  als 
Skalare  der  ersten  Art,  die  (21)  als  Skalare  der  zweiten  Ärt^) 

Die  hiermit  eingeführte  Unterscheidung  übertragt  sich  selbstver- 
ständlich auf  diejenigen  ^^simultanen'^  Inyarianten  zweier  Schraubengröfsen 
derselben  Art,  die  sich  aus  den  (20),  bez.  (21)  durch  ,yPolarisieren" 
ergeben.    Ich  will  hier  nur  die  Polaren  der  Ausdrücke  (21)  betrachten: 

ipu'    +  qv'     +  rw'  +  p'u   +  q'v    +  r'w, 
^     ^  \XL'  +  YM'  +  ZN'  +  X'L  +  TM  +  Z'K 

Indem  dieselben  auch  ihrerseits  Skalare  zweiter  Art  sind,  folgt: 

Satz  I.    Die 

p,    q,    r,    w,    V,    w 
sind  zu  den 

u,    V,    w,    p,    q,    r,  — 

und  d>enso  natürlich  die 

X,     F,    Z,    L,    -M,    N 

zu  den 

i,    M,   N,   X,    r,    z —, 

bei  Bewegungen  direkt  kontragredienty  bei  ündegungen  kontragredient  mit 
Zeichenwechsd. 

Dem  entgegen  betrachte  man  nun  den  Ausdruck,  der  sich  nach 
Analogie  von  (22)  bilinear  aus  den  Koordinaten  zweier  Schraubengröfsen 
verschiedener  Art  zusammensetzt: 

(23)  Xu+Yv  +  Zw  +  Lp  +  Mq  +  Nr. 

Es  folgt  sofort,  dafs  derselbe  nicht  nur  bei  Bewegungen,  sondern 
(wegen  seines  Verhaltens  bei  Inversion)  auch  bei  Umlegungen  durchaus 
ungeandert  bleibt;  er  i^  ein  Skcdar  erster  Art,     Daher  kommt: 

Satz  II.    Die 

X,    r,    Z,    L,    M,    N 

sind  £u  den 

u,    V,    w,    p,    q,    r 

sowohl  bei  Bewegungen  wie  bei  Umlegungen  schlechtweg  kontragredient. 

Durch  diesen  Satz  dürfte  die  Zusammengehörigkeit  der  beiden 
Arten  von  Schraubengröfsen  in  einfachster  Weise  bezeichnet  sein. 
Verbinden  wir  ihn  mit  Satz  I,  so  fallen  wir  auf  die  Analogie  der 
zweierlei  Schraubengröfsen  zurück,  die  der  Gegenstand  des  vorigen 
Paragraphen  war.  Dieselbe  mag  hier  folgendermafsen  ausgesprochen 
werden: 


1)  Vergl.  den  schon  genannten  Artikel  von  Abraham  in  Bd.  4  der  math. 
Encyklopädie,  Art.  14  (Nr.  11  daselbst). 
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Satz  ni.    Die 

X,    r,    Z,    i,    M,    N 
sind  den 

p,    q,    r,    u,    V,    w 

hei  Bewegmigen  direkt  kogredient,  hei  Undegungen  kogredient  mit  Zeidien- 
wechsel. 

Die  in  Rede  stehende  Analogie  folgt  hier  also  aus  dem  umstände, 
dafs  vermöge  des  besonderen,  durch  Satz  I  festgelegten  Verhaltens  der 
Schranbenkoordinaten  p,  q,  r,  u^  Vy  w  die  zu  ihnen  kontragrediefUen 
Gröfsen  X,  Y^  Z,  L,  M,  N  zugleich  in  dem  durch  Satz  III  festgelegten 
Sürne  Ugredimt  eind.  Hiermit  dOrfle  der  algebraische  Grundgedanke 
dieser  Beziehung  so  klar  herausgearbeitet  sein,  als  überhaupt  möglich 
ist.  Wir  können  diesen  Oedanken  an  die  Spitze  der  Schraubentheorie 
rücken,  wenn  wir  uns  das  invariante  Verhalten  des  Ausdrucks  (23),  bez.  der 
Ausdrücke  (22),  direkt  aus  ihrer  geometrisch-mechanischen  Bedeutung 
klar  machen.  Dies  ist,  was  ich  in  meiner  wiederholt  genannten  Notiz 
in  Bd.  4  der  Math.  Annalen  im  Auge  hatte.  Im  gegenwartigen  Zu- 
sammenhange  läfst  sich  die  Sache  folgendermafsen  präzis  darstellen: 

1)  Man  interpretiere  die  X,  Y,  Z,  . . ,  als  die  Koordinaten  eines 
Systems  kontinuierlich  wirkender  Kräfte.  Dann  bedeutet  der  Aus- 
druck (23)  multipliziert  mit  dt,  also  das  Produkt: 

(24)  (Xu  +Yv+Zw+Lp  +  Mq  +  Nr)dt 

die  Arbeit,  welche  das  Kräftesystem  bei  Eintritt  der  unendlich  kleinen 
Bewegung  udt,  vdt,  wdt,  . . ,  leistet,  und  ist  eben  darum  ein  Skalar 
erster  Art. 

2)  Dagegen  haben  die  Ausdrücke  (22)  vermöge  ihrer  geometrischen 
Bedeutung  von  vorneherein  den  Charakter  von  Skalaren  gtoeiter  Art 
Es  genügt,  dies  hier  an  dem  Beispiele  zweier  Kraftesysteme  nachzu- 
weisen, die  sich  auf  Einzelkräfte  reduzieren  lassen.  Wir  setzen  dem- 
entsprechend 

^i=-^(^--0;    ^1=  ^dfi-yi), 

und  analog 

Hierdurch  verwandelt  sich  X^L^+Yj^M^+ZiN^+X^L^  +  Y^M^+Z^N^ 

P  P 
in  das  Produkt  von  -,-,—  in  die  Determinante: 


Xi 

Vi 

»x 

i 

< 

y'x 

-»; 

1 

a:, 

Vi 

«» 

1 

«2 

y'i 

1 

1 
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die  einen  sechsfachen  Tetraederinhalt  vorstellt  und  gewifs  ein  Skalar 
zweiter  Art  ist. 

3)  Aus  der  Nebeneinanderstellung,  von  1)  und  2)  ergiebt  sich  nun 
sofort  der  Satz  IQ;  der  das  zu  beweisende  Resultat  in  präziser  Form 
ausspricht. 

§  5.   Grappentheoretische  Charakterisierong  der  versoUedenen  Arten 

von  Schraubentheorie. 

Bisher  haben  wir  die  Substitutionen^  welche  die  Schraubenkoordi- 
naten p,  q,  r,  u,  Vy  w  (um  nur  von  diesen  zu  reden)  bei  den  Be- 
wegungen und  ümlegimgen  erfahren,  nur  erst  durch  das  Verhalten  der 
p,  q,  - '  *  bei  den  erzeugenden  Operationen  (1),  (2),  (4)  definiert.  Es 
ist  von  Interesse,  den  Inbegriff  dieser  Substitutionen  von  den  In- 
varianten 

P*  +  3^  +  ^    lind    pu  +  qv  +  rw 

aus  zu  charakterisieren.  In  dieser  Hinsicht  stelle  ich  folgenden  Satz  auf: 

Die  p,  q,  r  erleiden  alle  temären  linea/ren  Substitutionen  von  der 
Determinante  +  1,  welche  p^  +  q^  +  r^  ungeändert  lassen  ^  die  p,  q,  r, 
it,  Vj  w  zusammen  aber  alle  senären  linearen  Substitutionen  von  der  Determi- 
nante +  1,  welche  pu  +  qv  +  rw  beziehtmgsweise  in  +  (pu  +  qv  +  rw) 
überführen. 

Der  erste  Teil  dieses  Satzes  (der  sich  auf  die  temären  Substitutionen 
der  p,  q,  r  bezieht)  braucht  nach  den  Angaben,  die  wir  über  das  Ver- 
halten der  p,  q,  r  bei  den  erzeugenden  Operationen  machten,  nicht 
weiter  erläutert  zu  werden;  er  bringt  nur  die  bekannte  Beziehung  der 
Drehungen  um  den  Eoordinatenaiifangspunkt  0  zu  den  temären  ortho- 
gonalen Substitutionen  zum  Ausdruck.  Sei  nun  irgend  eine  temäre 
orthogonale  Substitution  der  p,  q,  r  von  der  Determinante  +  1  als 
Teil  einer  senären  Substitution  der  p,  q,  r,  m,  v,  w  von  der  Deter- 
minante +  1  vorgelegt,  welche  (pu  +  qv  +  rw)  bez.  in  +  (pu  +  qv-\-  rw) 
verwandelt.  Wir  kombinieren  sie  mit  einer  Drehung  um  0,  welche  die 
jD,  g,  r  zu  ihren  Anfangswerten  zurückführt  (und  übrigens  für  die 
u,  Vf  w  nach  den  Angaben  von  §  2  genau  dieselbe  temäre  Substitution 
von  der  Determinante  +  1  ergiebt,  wie  für  die  p,  q,  r  selbst,  so  dafs 
der  Wert  von  pu  +  qv  +  rw  und  der  Wert  der  senären  Substitutions- 
determinante dabei  ungeändert  bleibt).  Wir  ziehen  femer  nötigen- 
falls eine  Inversion  heran,  um  zu  erreichen,  dafs  pu  +  qv  +  rw  seinem 
ursprünglichen  Werte  direkt  gleich  wird;  dabei  erhält  die  senäre  Sub- 
stitutionsdeterminante von  selbst  den  Werth  -f  1.    Die  so  vereinfachte 


250  Zur  Schraubeniheorie  von  Sir  Robert  Ball. 

Substitution  hat  jetzt  (weil  pu  +  qv  +  rtv  in  sich  selbst  übergehen 
soll)  notwendig  die  Form 

Qi  =  Q>    Vi  =  V  —  Ar  +  Cp, 
r^^  r,     Wi=w—  Bp  +  Äq , 

wo  einzig  die  A,  B,  C  noch  willkürlieh  sind.  Eine  solche  Substitution 
stellt  aber  nach  (11),  §  2,  eine  Translation  dar.  Also  unsere  anfang- 
liche Substitution  ergiebt  eine  Translation,  wenn  wir  sie  mit  einer  ge- 
eigneten Rotation  und  eventuell  einer  Inversion  verbinden,  —  sie  stdU 
daher  von  Hause  aus  enttveder  eine  Beuer/ung  oder  eine  ündegung  dar, 
was  zu  beweisen  war. 

Soviel  über  die  Substitutionen  der  p,  q,  r,  m,  t\  tr.  Die  Sub- 
stitutionen der  X,  r,  Z,  L,  Jlf,  N  ergeben  sich  von  da  aus  sofort,  wenn 
wir  nur  festhalten,  dafs  sie  zu  den  u,  v,  w,  p,  q,  r  kontragredient  sind 

Mit  dieser  Festlegimg  der  beiderlei  Substitutionsgruppen  ist  nach 
den  Grundsätzen  meines  Erlanger  Programms  die  zugehörige  Schraxäfen' 
theorie  vollkommen  charakterisiert. 

Wir  schreiten  nach  dem  oben  Gesagten  zur  Bai  Ischen  Schrauben- 
theorie im  engem  Sinne,  indem  wir  nur  die  Verhältnisse  p:q:r:u:v:tc 
beziehungsweise  X:  Y:  Z :  L  :  M :  N  in  Betracht  ziehen  (wobei  der 
Unterschied  zwischen  den  Schraubengröfsen  der  beiden  Arten  wegfallt). 
Die  p  :q:r  :ti:v  :w  (um  nur  von  diesen  zu  sprechen)  erleiden  solche 
(und  alle  solche)  lineare  Substitutionen,  bei  denen  die  Gleickungen 
p^  +  q^-\-r^  =  0  und  pu-\-qV'\-rw  =  0  in  sich  übergehen,  der  Parameter 

— y^--,~— i"  aber  entweder  überhaupt  ungeändert  bleibt  oder  doch  nur 

sein  Zeichen  wechselt.  Wollen  wir  neben  Bewegungen  und  üml^^ungen 
auch  noch  Ahnlichkeitstransformationen  in  Betracht  ziehen,  so  wird  sich 

--g"^    ,  J^-  ,    um  einen  beliebigen  Faktor  ändern  können;  die  auf  den 

Parameter  bezügliche  Einschränkung  der  Substitution  kommt  dann  in 
Wegfall. 

Die  so  umgrenzte  Baiische  Schrat4bentheorie  ist  mit  derjetiigen  Linien- 
geometrie,  welche  das  Nullsystem  (oder,  was  dasselbe  ist,  den  linearen 
Linienkomplex)  als  Raumelentent  henutzty  na^h  dem  Klassifikationsprinsip 
des  §  1  im  Wesen  ide^itisch.  Aber  natürlich  ist,  wenn  wir  uns  so  aue- 
drücken, diejenige  Liniengeometrie  gemeint,  welche  die  Hauptgnippe 
räumlicher  Änderungen  zu  Grunde  legt;  ich  möchte  sie  die  konJareie 
Liniengeometrie  nennen.  Statt  dessen  ist  in  meinen  eigenen  alten  Arbeiten 
(wie  auch  in  der  Mehrzahl  der  seitdem  erschienenen  deutschen  und 
italienischen  Arbeiten)   die  Liniengeometrie   in  mehr  abstrakter  Form 
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behandelt  worden,  nämlicli  unter  Zugrundelegung  der  lögliedrigen 
Gruppe,  welche  einerseits  alle  projektiyen  ümformungeD  unseres  Raumes, 
andererseits  aber  die  dualistischen  Umformungen  enthält.  Für  diese 
abstrakte  Liniengeometrie  (wie  ich  sie  hier  des  Gegensatzes  halber  nennen 
möchte)  gilt  dann  der  Satz,  den  ich  in  Bd.  4  der  Math.  Annalen  pg.  356 
aufstellte,  dafs  bei  ihr  die  Gruppe  aller  derjenigen  linearen  Substitu- 
tionen der  p:  q:r  :u:v  :w  zu  Grunde  Hegt,  welche  die  Gleichung 
pu  +  qv  +  rw  =  0  ia  sich  überführen.  Die  Bezugnahme  auf  die  qtMr 
dratische  Form  p^  +  q^  +  r*  ist  einfach  weggefallen. 

Mit  der  so  gegebenen  Entgegenstellung  der  zugehörigen  Ghnppe 
dürfte  die  Beziehung  meiner  eigenen  alten  Arbeiten  imd  beispielsweise 
des  Werkes  von  Sturm  über  Liniengeometrie  ^)  zu  denjenigen  von 
Ball  mit  aller  Schärfe  gegeben  sein.  Auf  Einzelheiten  einzugehen  ist 
hier  nicht  der  Ort. 

§  6.    Lineare  Schraubensysteme. 

Nachdem  solcherweise  die  Grundlagen  der  Schraubentheorie  fest- 
gelegt sind,  mögen  wir  mit  Ball  dazu  übergehen,  die  linearen  Systeme 
von  Schrauben  zu  studieren,  d.  h.  die  Manigfaltigkeiten  solcher  Schrauben, 
deren  Koordinaten  sich  aus  den  Koordinaten  von  2,  3,  4,  5  Schrauben 
mit  Hilfe  einer  entsprechenden  Zahl  veränderlicher  Parameter  homogen 
linear  zusammensetzen  lassen.  Bei  der  bezüglichen  Diskussion  beschränkt 
sich  Ball  im  wesentlichen  auf  die  Besprechung  der  allgemeinen  Fälle 
oder  zieht  doch  nur  Beispiele  von  Spezialfällen  heran.  Es  scheint  aber 
erwünscht,  die  Diskussion  systematisch  durchzuführen.^) 

Ich  will  dies  hier  für  die  zweigliedrige  Schar  skizzieren,  beschränke 
mich  aber  dabei  der  Kürze  halber  darauf,  nur  die  Verhaltnisse  der 
6  Koordinaten  in  Betracht  zu  ziehen.     Sei  dementsprechend: 

(25)     Qp  =  AiJ?i  +  A,ft ,     gq  =  X^q^  +  l^q^ , qw  :=  l^w^  +  X^w^ , 

unter  q  einen  Proportionalitätsfaktor  verstanden.  Es  erleichtert  die 
Aasdrucksweise,  wenn  wir  die  so  definierten  p:q: ,  .\w  als  homogene 
Punktkoordinaten  in  einem  Räume  von  fünf  Dimensionen  bezeichnen. 
Die  Formeln  (25)  repräsentieren  dann  in  diesem  Räume  eine  gerade 
Linie,  und  es  wird  sich  darum  handeln,  die  sämtlichen  Geraden,  die  es 
in  unserem  fünfdimensionalen  Räume  giebt,  nach  ihrer  Beziehung  zu 

X)  Die  Gebilde  ersten  tind  zweiten  Grades  der  Liniengeometrie  in  synthetischer 
Behandlung,  3  Teile,  Leipzig  1892—1896. 

2)  In  ähnlichem  Sinne  äufsert  sich  Hr.  Study  auf  pg.  226—228  der  (bis  jetzt 
allein  erschienenen)  ersten  Lieferung  seiner  Geometrie  der  Dynamen  (Leipzig,  1901) 
-and  stellt  für  die  demnächst  erscheinende  zweite  Lieferung  weitergehende  Ent- 
Wickelungen  in  Aussicht. 
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den  beiden  quadratischen  Mannigfaltigkeiten  p*  +  q^  +  t^  =  0  und 
pu  +  qv  +  TW  =  0  zu  studieren,  resp.  zu  klassifizieren.  Dabei  wird 
sich  unsere  Aufmerksamkeit  in  erster  Linie  auf  die  SchniUpunkie  richten, 
welche  unsere  Gerade  mit  diesen  Mannigfaltigkeiten  gemein  hat.  Die 
Schnittpunkte  mit  jeder  der  beiden  Mannigfaltigkeiten  können  getrennt 
sein,  zusammenfallen  oder  unbestimmt  werden.  Aufserdem  können  die 
Schnittpunkte,  welche  die  gerade  Linie  mit  der  einen  Mannigfaltigkeit 
gemein  hat,  mit  denen,  die  sie  mit  der  anderen  Mannigfaltigkeit  gemein 
hat,  teilweise  oder  ganz  koinzidieren.  Des  Weiteren  möge  man  Beali- 
tatsunterschiede  heranziehen.  Hiemach  ergiebt  sich  eine  von  vornherein 
übersehbare  Beihe  von  Fallunterscheidungen,  die  nicht  nur  mit  leichter  Mühe 
aufgezählt  sondern  d>ensowohl  nach  ihrer  schraubetväieoretischen  Bedeutung 
diskutiert  werden  können.  Jeder  Geometer,  der  mit  algebraischen  Betrach- 
tungen in  mehrdimensionalen  Bäumen  einigermaisen  vertraut  ist,  wird 
dies  ohne  weiteres  ausfuhren;  es  scheint  unnötig,  hierbei  noch  länger 
zu  verweilen. 

Immerhin  wird  es  gut  sein,  emen  unterschied  hervorzuheben,  den 
der  geschilderte  Ansatz  den  Ball  sehen  Entwickelungen  gegenüber  zeigt 
Ball  berücksichtigt  prinzipiell  nur  die  reellen  Vorkommnisse,  hier  da- 
gegen wird  reell  und  imaginär  zunächst  als  gleichwertig  betrachtet  und 
die  Frage  nach  den  B.ealitätsverhältnissen  erst  zum  Schlüsse  eingeführt 
Um  an  einem  Beispiel  den  Vorteil  zu  zeigen,  den  das  letztere  Verfahren 
haben  kann,  betrachten  wir  die  Regelfiäche,  welche  von  den  Achsen 
der  Schrauben  (25)  gebildet  wird,  das  sogenannte  Cylindroid.  Nadi 
Ball  ist  dasselbe  im  allgemeinen  von  der  dritten  Ordnung;  wenn  aber 
die  komponierenden  Schrauben  p^,  q^,  r^  . . .  und  p^y  q^,  r^  .  , .  sich 
auf  zwei  Rotationen  reduzieren,  deren  Achsen  sich  schneiden,  so  artet 
es  in  dasjenige  ebene  Strahlbüschel  aus,  dem  die  Achsen  angehören. 
Statt  der  Fläche  von  der  dritten  Ordnung  haben  wir  dann  also  eine 
von  der  ersten.  Wie  kommt  diese  Ausartung  zustande?  Wenn  wir 
das  Imaginäre  mitnehmen,  finden  wir  zunächst,  dafs  es  Rotationen  mit 
unbestimmter  Achse   giebt   (es  sind  diejenigen  Schraubenbewegongen, 

bei  denen  der  durch  Formel  (19')  gegebene  Parameter  den  Wert  -  er- 
hält). Dieselben  lassen  nämlich  alle  Minimallinien  fest,  welche  durch 
einen  festen  Punkt  des  Kugelkreises  in  einer  festen  Tangentenebene  des- 
selben verlaufen,  also  ihrerseits  ein  Strahlbüschel  bilden.  Solcher  RoU- 
tionen  treten  nun  im  vorliegenden  Spezialfälle  unter  der  Schar  (25)  ewei 
auf,  entsprechend  den  beiden  MinimaUinien,  die  unter  den  Strahlen  des 
Bai  Ischen  Strahlbüschels  enthalten  sind.  Die  Folge  ist,  dafs  sich  von 
dem  Cylindroid  zwei  imaginäre  Ebenen  abtrennen,  nämlich  die  beiden 
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Ebenen^  welche  sich  durch  die  Normale  zum  Ball  sehen  Strahlbüschel 
und  die  beiden  Minimallinien  desselben  legen  lassen.  Der  Best^  eben 
das  Ballsche  Strahlbüschel^  ist  dann  natürlich  Ton  der  ersten  Ordnung. 
—  Der  Leser  mufs  entscheiden,  ob  der  Gewinn  an  Einsicht,  der  hier 
und  in  ahnlichen  Fallen  resultiert,  ein  Äquivalent  für  die  weitläufigere 
Vorbereitung  ist,  die  erforderlich  scheint,  wenn  man  in  der  Geometrie 
mit  imaginären  Elementen  bequem  und  sicher  operieren  will.  — 

Übrigens  möchte  ich  nicht  minder  eine  Ausgestaltung  der  Theorie 
der  linearen  Schraubensysteme  nach  der  eigentlich  mechanischen  Seite  hin 
in  Anregung  bringen.  Die  Diskussion  der  linearen  Schraubensysteme, 
Yon  der  ich  gerade  sprach,  versieht  uns  mit  einer  endlichen  Zahl  unter- 
schiedener Fälle  der  Beweglichkeit  eines  starren  Körpers  im  Unendlich- 
Kleinen;  es  kann  sich  dabei  der  Reihe  nach  um  2,  3,  4,  5  Grade  der 
Freiheit  handeln.  Nun  findet  man  in  der  Natural  Philosophy  von 
Thomson  und  Tait  (2.  ed.  Bd.  I,  p.  155  (Nr.  201))  einen  einfachen 
Mechanismus  beschrieben,  vermöge  dessen  man  einem  starren  Körper 
fünf  Grade  der  Beweglichkeit  im  Unendlich -Kleinen  in  allgemeinster 
Weise  erteilen  kann:  der  Körper  ist  um  eine  Schraubenspindel  drehbar, 
die  mit  Hülfe  zweier  aneinander  geketteter  Hookescher  Schlüssel  an 
ein  Postament  befestigt  ist.  Ich  stelle  die  Aufgabe,  die  sämÜichen  ge- 
mäfs  unserer  Diskussion  im  unterscheidenden  reellen  Fälle  infinitesimaler 
Beweglichkeit  eines  starren  Körpers  durch  möglichst  einfache  Mechanismen 
£u  realisieren. 

Eine  letzte  Bemerkung  zur  Theorie  der  linearen  Schraubensysteme 
möge  wieder  nach  seiten  der  Gruppentheorie  liegen.  Camille  Jordan 
hat  bekanntlich  zuerst  alle  kontinuierlichen  und  diskontinuierlichen 
Gruppen  aufgestellt,  die  sich  aus  den  reellen  Bewegungen  des  Raumes 
bilden  lassen.^)  Unter  diesen  interessieren  uns  hier  nur  die  kontinuier- 
lichen Gruppen.  Man  findet  dieselben  bei  Study  im  39.  Bande  der 
Math.  Annalen,  p.  486 — 487,  übersichtlich  zusammengestellt  und  geo- 
metrisch charakterisiert;  eine  Tabelle  der  zugehörigen  unendlich  kleinen 
Bewegungen  gpebt  Lie  in  Bd.  III  seiner  Theorie  der  Transformations- 
gruppen (Leipzig,  1893),  p.  385.  Ich  nenne  hier  von  diesen  Gbnppen 
nur  die  einfachsten,  nämlich: 

a)  die  Gesamtheit  aller  oo'  Translationen, 

b)  die  Gesamtheit  aller  oo^  Bewegungen,   die  einen  unendlich  fernen 

Punkt  (oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  eine  unendlich  ferne 
Gerade)  festlassen. 


1)  Annali  di  Matematica,  ser.  Z.^  i.  2  (1869). 
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c)  die  Gesamtheit  aller  (x>^  Bewegungen^  welche  einen  im  Endlichen 

gelegenen  Pimkt  festlassen, 

d)  die  Gesamtheit  aller  oo^  Bewegungen,  welche  eine  im  Endlichen  ge- 

legene Ebene  festlassen. 

Offenbar  empfiehlt  es  sich,  die  Mechanik  solcher  starrer  Körper,  welche 
die  Beweglichkeit  einer  dieser  Untergruppen  haben,  gesondert  zu  bear- 
beiten (wie  dies  für  den  Körper  mit  im  Endlichen  gelegenen  festen 
Punkt  von  jeher  geschehen  ist).  Die  unendlich  kleinen  Bewegungen 
jeder  solcher  Untergruppe  bilden  aber  ein  lineares  Schraubensystem  und 
die  so  entstehenden  linearen  Schraubensysteme  heben  sich  also  Tor 
anderen  durch  ihre  Wichtigkeit  für  die  Mechanik  hervor;  ich  werde 
sie  lineare  Schraubensysteme  Ton  seihständiger  gruppeniheoretischer  Be- 
deutung nennen.  Indem  ich  das  Koordinatensy^m  in  geeigneter  Weise 
wähle,  bekomme  ich  in  den  Fallen  a)  bis  d)  für  die  Koordinaten 

p,    q,    r,    u,    t?,   w 
der  betreffenden  Schrauben  folgende  Werte: 


a) 

0,    0,    0,    Xi,  A,,  A,; 

b) 

0,    0,    Aj,  Af,  Xj,  X^•, 

c) 

^t  ^>  h>  o>  ö>  o; 

d) 

0,    0,    Ai,  A,,  Aj,  0. 

Hier  sind  die  A^,  il^,  . . .,  wie  in  (25),  beliebig  veränderliche  Parameter. 
Man  sollte  jedes  einzelne  der  so  gewonnenen  linearen  Schraubensysteme 
genau  so  ftlr  die  Mechanik  der  ihm  zugehörigen  endlichen  Bew^rnngen 
benutzen,  wie  dies  sofort  mit  dem  System  c)  für  die  Drehung  eines 
Körpers  um  einen  festen  Punkt  und  hernach  mit  der  Gesamtheit 
aller  Schrauben  für  den  in  allgemeinster  Weise  beweglichen  starren 
Körper  geschehen  wird. 

§  7.    Obergang  zur  Kinetik.    Unterscheidung  holonomer  und  nicht 
holonomer  Differentialansdrücke,  bez.  Differentialbedingniigen. 

Dafs  für  n  ^  2  nicht  jeder  Differentialausdruck 
(26)  2J  (pi  (iCi . . .  Xn)  dXi 

ein  exaktes  Differential  dF  einer  Funktion  von  o:^ . . .  a7„  ist,  und  dab 
für  n  ^  3  nicht  jede  Differentialbedingung 

(26')  £(pidXi  =  0 

mit  einer  Gleichung  dF  =»  0  gleichbedeutend  ist,  ist  bekannt  genug; 
die  Klassifikation   der   verschiedenen   in   dieser   Hinsicht   vorliegenden 
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Möglichkeiten  wird  in  der  Theorie  des  „Pf  äff  sehen  Problems"  ent- 
wickelt. Wir  sprechen  nach  der  Ausdmcksweise  von  Hertz  in  allen 
den  Fällen^  wo  der  Differentialausdruck  oder  die  Differentialbedingnng 
nicht  durch  ein  einfaches  dF  ersetzt  werden  kann^  von  einem  nickt 
holonomen  Differentialausdnick^  bez.  einer  nickt  holonomen  Differential- 
bedingung. 

In  der  Mechanik  liegt  die  Sache^  allgemein  zu  reden^  nun  merk- 
würdigerweise so^  dafs  man  zwar  Ton  je  Anlafs  hatte^  nicht  holonome 
Differentialausdrücke  und  -bedingungen  in  Betracht  zu  ziehen,  dafs  man 
aber  erst  in  den  letzten  Jahren  angefangen  hat,  diesem  umstände  be- 
sondere Aufmerksamkeit  zuzuwenden.^) 

Was  zunächst  nicht  hohname  Differentialausdriiche  angeht,  so  treten 
dieselben  in  unsere  jetzige  Betrachtung  dadurch  ein,  dafs  bereits  die 
Koordinaten  pdt,  qdt,  rdt  einer  unendlich  kleinen  Drehung  um  0,  und 
umsomehr  die  Schraubenkoordinaten  pdt,  qdt  . . .  wdt  einer  beliebigen 
unendlich  kleinen  Verrückung  eines  starren  Körpers  nicht  holonome 
Verbindungen  der  Differentiale  der  3  oder  6  endlichen  Parameter  sind, 
durch  welche  man  die  Lage  des  Körpers  in  den  beiden  Fällen  festlegen 
mag;  wir  werden  hierfür  sogleich  noch  explicite  Formeln  geben. 

Was  aber  nicht  holonome  Bedingungsgleichungen  betrifft,  so  bilden 
dieselben  nicht  etwa  einen  Ausnahmefall,  sondern  treten  bei  den  me- 
chanischen Vorgangen,  die  wir  iÄglich  beobachten,  auliserordentlich 
häufig  auf.  So  macht  Hertz  in  seinem  Werke  über  die  Prinzipien 
der  Mechanik^)  darauf  aufinerksam,  dafs  eine  Kugel,  die  auf  einer 
Ebene  rollt,  das  Beispiel  eines  mechanischen  Systems  von  5  Freiheits- 
graden abgiebt,  das  an  eine  nicht  holonome  Bedingungsgleichung  ge- 
bunden ist.  Noch  einfacher  ist  yielleicht  das  Beispiel  eines  auf  hori- 
zontaler Ebene  beweglichen  Wagens  oder  Schlittens,  der  (wegen  der 
Reibung  an  der  Unterlage)  immer  nur  in  Richtung  seiner  Achse  fort- 
schreiten kann;  wir  haben  hier  die  nicht  holonome  Bedingungsgleichung 
dy  —  tang  d"  -  dx  ^  0,  unter  ^  das  Azimut  der  Achse  verstanden.  Wir 
schliefsen,  dafs  die  Betrachtung  nicht  holonomer  Bedingungsgleichungen  in 
der  Mechanik  nichts  Künsüiches  ist,  sondern  von  vorneherein  mii  in  Be- 
tracht gessogen  werden  mufs,  wenn  anders  unr  die  Bewegungsvorgänge  der 
tms  umgebenden  Wirklichkeit  verstehen  wollen. 

Wir  werden  daher  die  nicht  holonomen  Bedingungsgleichungen  im 
Folgenden  immer  mit  erwähnen.  Bei  Ball  geschieht  dies  nicht  und 
braucht  nicht  zu  geschehen,  da  Ball  seine  Betrachtungen  Ton  vome- 

1)  Vergl.  verschiedene  Stellen  in  Voss,  Die  Prinzipien  der  rationeÜen  Me- 
chanik ^Encyclopädie  der  Math.  WIsb.  IV,  1),  insbesondere  Nr.  38  daselbst. 

2)  Einleitung,  p.  23. 
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herein  in  der  Weise  anf  unendlicli  kleine  Ortsänderungen  einschränkt, 
dafs  er  nur  die  ersten  Potenzen  der  Differentiale  beibehält.  Infolge  dessen 
kann  Ball  auch  den  starren  Körper^  der  irgend  Ic  Differentialbeziehongen 
vom  Typus  (26)  unterworfen  ist,  kurzweg  als  ein  mechanisches  System 
von  (6  —  Je)  Freiheitsgraden  bezeichnen.  Dies  würde  im  Falle  endlicher 
Bewegungen  nicht  richtig  sein:  die  rollende  Kugel  vermag  trotz  der 
nicht  holonomen  Bedingung,  der  ihre  infinitesimalen  Bewegungen 
unterworfen  sind,  <x>^  Lagen  anzunehmen,  ebenso  der  auf  der  (x,  y) 
Ebene  bewegliche  Wagen  sämtliche  oo^  Lagen  (x,  y,  d), 

§  8.    üeber  die  Verwendung  der  Geschwindigkeitskoordinaten  p,  q.  r 
in  der  Kinetik  des  starren  Körpers  mit  festem  Punkt. 

Ehe  wir  zur  Verwendung  der  Schraubenkoordinaten  p,  q,  r,  «,  t?,  w 
in  der  Kinetik  beliebiger  starrer  Körper  schreiten,  mögen  wir  die  Ver- 
wendimg der  Py  q,  r  in  der  Kinetik  des  starren  Körpers  mit  festem 
Punkt  betrachten.  Es  handelt  sich  dabei  zwar  im  Prinzip  um  lauter 
bekannte  Dinge,  aber  man  findet  dieselben  nicht  überall  in  der  ein- 
fachen und  präzisen  Form  beisammen,  die  wir  ihnen  hier  geben  wollrai 
und  die  sich  hernach  unmittelbar  auf  die  Schraubenkoordinaten  p,  q^  r, 
Uy  V,  w  überträgt.  Den  einzehien  Angaben  Beweise  hinzuzufügen  wird 
kaum  nötig  sein;  ich  verweise  wegen  der  etwaigen  Ableitung  der 
Resultate,  sofern  deutsche  Litteratur  in  Betracht  gezogen  werden  soll, 
am  liebsten  auf  die  von  Sommerfeld  und  mir  herausgegebenen  Vor- 
lesungen über  die  Theorie  des  Kreisels  (Teil  I,  Leipzig  1897);  ins- 
besondere geschieht  dort  (pag.  138  ff.)  die  Herleitui^  der  Eul ersehen 
Bewegungsgleichungen  (im  Anschluls  an  die  ursprüngliche  Entwickelong 
von  Hayward)  genau  so,  wie  es  im  Folgenden  skizziert  wird. 

1.  Zusammenhcmg  der  p^q^r  mit  den  GesdumndigkeitskoordincUen  fp  \  if\  ^'. 

Wir  nehmen  ein  im  Körper  festes  Koordinatensystem  X  YZ  und  ein 
im  Kaume  festes  xyz  (mit  gemeinsamem  Anfangspunkt),  deren  gegenseitige 
Beziehung  wir  durch  irgend  drei  Parameter,  ftlr  welche  wir  hier  wegen 
ihres  elementaren  Charakters  die  Euler  sehen  Winkel  9,  ^,  0*  nehmen 
wollen,  festlegen  (Kreisel,  pg.  19).  Der  Übergang  von  der  Lage 
9?,  ^,  ^  zur  Lage  9?  +  g)'dt,  ^  +  ^'dt^  %•  -f  ^'dt  sei  äquivalent  mit 
einer  Drehung  durch  pdt,  qdt,  rdt  um  die  Achsen  des  X  FZ-Systems 
in  seiner  den  Parameterwerten  9,  ^,  d^  entsprechenden  Li^^  Die 
Nebeneinanderstellung  der  bezüglichen  Formeln  ergiebt  dann  folgenden 
Zusammenhang  zwischen  den  p,  q,  r  und  den  9,  ^,  0*,  bez.  q)\  i;\  %' 
(Kreisel,  pg.  45): 
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!p  =  -ö-'  cos  9  +  ^'  süi  -Ö"  sin  g) , 
5  =  —  -ö-'siny  +  ^'sin'ö'  cos  g) , 
r  =  9'  +  i^'ocsO". 

Man  erkennt;  dals  die  p,  5,  r  nicht  -  holonome  Verbindungen  der 
9',  if;',  '9''  sind.  Die  Folge  ist,  dafs  ich  in  den  Bewegungsgleichungen 
des  starren  Körpers  zwar  die  9',  ^',  -ö*'  gern  durch  die  J9,  q,  r  ersetzen 
kann,  dafs  ich  aber  daneben  zur  Lagenbestimmung  des  Körpers  die 
g>,  ^,  ^  festhalten  mufs,  die  dann  mit  den  j?,  q,  r  durch  die  Gleichungen  (27), 
welche  ich  die  kinemcUischen  Gleichungen  nenne,  verbunden  sind. 

2.    Kraßkoordinaten. 

Hat  man  bei  irgend  einem  mechanischen  System  bestimmte  Ge- 
schwindigkeitskoordinaten (hier  also  die  p,  q,  r)  ausgewählt,  so  hat 
man  als  Koordinaten  der  kontinuierlich  wirkenden  Kräfte  allgemein 
diejenigen  Gröfsen  zu  nehmen,  mit  denen  multipliziert  die  Koordinaten 
der  unendlich  kleinen  Bewegung  in  den  Ausdruck  für  die  Arbeit  ein- 
gehen. Im  vorliegenden  Falle  haben  wir  für  die  Arbeit  nach  (24)  oben 
(indem  die  u,  Vj  w  verschwinden): 

dA  =  (Lp  +  Mq  +  Nr)dt] 

wir  werden  also  das  Kräftesystem,  das  am  starren  Körper  angreift, 
durch  seine  Drehmomente  L,  M,  N  um  die  Achsen  des  im  Körper  festen 
Koordinatensystems  festzulegen  haben.  Genau  so  werden  wir  als  Koordi- 
naten einer  Stofskraft  ihre  bezüglichen  Drehmomente  wählen,  wie  wir 
nicht  weiter  ausführen. 

3.    Aufstellung  der  kinetischen  Gleichungen  für  die  p,  g,  r. 

Die  Aufstellung  der  eigentlichen  Bewegungsgleichungen  für  die 
p,  q,  r  (der  Euler  sehen  Bewegungsgleichungen)  erfolgt  nun  am 
kürzesten  folgendermafsen: 

a)  Man  drücke  die  lebendige  Kraft  des  rotierenden  Körpers  durch 
die  p,  q,  r  aus.  Als  Einheit  der  Masse  ist  dabei  natürlich,  auf  Grund 
unserer  früheren  Verabredungen,  diejenige  zu  wählen,  die  bei  Einwirkung 
einer  kontinuierlichen  Kraft  von  der  Gröfse  1  in  der  Zeiteinheit  die 
Geschwindigkeit  1  erhält.  Da  sich  die  J9,  q,  r  auf  ein  im  Körper  festes 
Koordinatensystem  beziehen,  erhält  man  eine  quadratische  Form  der- 
selben mit  konstanten  Koeffizienten 

(28)  T  =  \{Ap^  +  Bq^  +C7^  +  2Dqr  +  2Erp  +  2Fpq) . 

b)  Hierauf  bilde  man  die  Koordinaten  L,  M,  N  des  sogenannten 
„Impulses",    d.    h.    desjenigen    Systems   von   Stofskräften,    welches   im 

Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Physik.  47.  Band.   1902.   l.a.2.  Heft.  17 
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Stande  wäre,  den  in  seiner  augenblicklichen  Lage  ruhend  gedachten 
Körper  instantan  in  den  Geschwindigkeitsznstand  p,  q,  r  za  yersetzen. 
Nach  den  Grundgesetzen  der  Kinetik ,  die  in  der  sogenannten  i^ersten 
Zeile  der  Lagrangeschen  Gleichungen'^  ihren  Ausdruck  finden,  erhalt 
man  dieselben  aus  T  durch  Differentiation  nach  den  entsprechenden 
Geschwindigkeitskoordinaten.     Die  Formeln  sind: 

(29)  Z»|f,    J.f=|f,    i^=|?. 

c)  Von  hieraus  erhält  man  nun  die  gesuchten  kinetischen  Gleichungen, 
indem  man  überlegt,  dafs  sich  die  Koordinaten  Lj  M^  N  des  Impulses 
während  des  Zeitelementes  dt  aus  zwei  Gründen  um  unendlich  kleine 
Beträge  abändern. 

ErstUch  dadurch,  dafs  an  unserem  Körper  von  aufsen  gegebenen- 
falls ein  System  kontinuierlich  wirkender  Kräfte  angreift.  Wir  nennen 
die  Koordinaten  dieses  Systems  (d.  h.  seine  Drehmomente  um  die 
X',  Y'f  Z-Achse)  A,  M,  N.  Die  von  hier  aus  resultierenden  Än- 
derungen der  Ly  M,  N  sind: 

(30)  d'L==Adt,    d'M=Mdt,    d'N=Ndt. 

Zweitens  aber  ändern  sich  die  L,  My  N  dadurch,  da&  sich  das 
Koordinatensystem  XYZ,  auf  welches  sie  bezogen  sind,  während  des 
Zeitelementes  dt  gegen  seine  ursprüngliche  Lage  um  pdt,  qdt,  rät 
gedreht  hat.  Wir  können  ebensowohl  si^n,  dafs  wir  den  Raum  (und 
also  den  im  Räume  feststehenden  Impulsvektor)  gegen  das  Koordinaten- 
system der  XYZ  um  —pdt,  —  qdt^  —  rdt  gedreht  haben.  Dies  giebt 
ab  ÄnderoBgen  der  L,  M,  N: 

(31)  d"L  =  {rM-qN)dt,   d"M^(fiN-rL)dt,   d"N^(qL-pM)dt. 

Die  Gesamiündemng  der  L,  M,  N  ist  die  Summe  der  Anderongen 
(30),  (31);  daher  kommt,  wenn  wir  noch  durch  dt  dividieren: 


(32) 


dt 
dM 


^{rM'-^qN)  +  Ny 


dt 
dN 


imd  dieses  sind  die  gesuchten  kinetischen  Gleichungen,     Die  A,  M,  N 
werden  dabei  zunächst  als  Funktionen  der  9,  ^,  ^  anzusetzen  sein. 

4.    Bemerkungen  m  den  gewonnenen  Gleichungen. 

Schliefslich  haben  wir  zur  Darstellung  der  Bewegung  die  Gleichungen 
(27),  (28),  (29),  (32),  wo  wir  gern  noch  die  aus  (29)  folgenden  Werte  der 
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L,  Mj  N  in  die  (32)  eintragen  können.  Wir  haben  dann  6  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  für  die  ^^  t^  ^^  Pt  Q,  ^-  Ist  insbesondere 
irgend  eine  (holonome  oder  nicht  holonome)  Bedingongsgleichung  fOr 
die  ip',  ^'y  d'  gegeben,  so  wird  sich  diese  in  eine  lineare  Gleichung 
für  die  p,  q,  r  umsetzen  lassen  (deren  Koeffizienten,  allgemein  zu  reden, 
Funktionen  der  9,  V',  ^  sind): 

(33)  Pp+Qq  +  Rr==0. 

Es  werden  dann  in  den  A,  M,  N  neben  Gliedern,  welche  sich  auf  die 
anderweitigen  äulseren  Kräfte  beziehen,  Terme  folgender  Form  auftreten: 

(34)  -AP,    ^XQ,    -AB, 

unter  A  einen  Lagrangeschen  Multiplikator  verstanden,  der  so  zu 
bestimmen  ist,  dafs  die  Gleichung  (33)  fortgesetzt  erfüllt  ist. 

§  9.   Fortsetzung.  Fälle,  wo  die  p,  q,  r  wie  Lagrangesohe 
Oeschwlndigkeitskoordinaten  gebraucht  werden  können. 

Die  Betrachtungen,  welche  wir  im  vorigen  Paragraphen  unter  3. 
gaben,  sind  wesentlich  durch  den  umstand  veranla&t,  dafs  die  jp,  q,  r 
keine  Lagrangeschen  Geschwindigkeitskoordinaten,  d.  h.  keine  holo- 
nome Verbindungen  der  (p\  ^',  d'  sind;  wir  hätten  andernfalls  nur  die 
„zweite  ZeUe''  der  allgemeinen  Lagrangeschen  Bewegungsgleichungen 
heranzuziehen  brauchen.  Es  hat  daher  Interesse,  zuzusehen,  bei  welchen 
Ansätzen  und  Problemen  der  Unterschied  der  j?,  q,  r  und  der  Lagrange- 
schen Geschwindigkeitskoordinaten  noch  nicht  hervortritt;  wir  lösen 
dadurch  aus  der  aUgemeinen  Theorie  der  Rotation  eines  starren  Körpers 
einen  relativ  elementaren  Teil  heraus.  In  dieser  Hinsicht  ergiebt  sich 
zunächst  folgende  ZusammensteUimg: 

1.  Die  Bedingungsgleichungen,  welche  gegebenenfalls  die  Beweg- 
lichkeit des  Körpers  im  Unendlich-Kleinen  einschränken,  sind  in  den 
Py  q,  r  ebenso  linear,  wie  in  den  9',  ^',  -ö*'  (vergl.  Glch.  (33)). 

2.  Der  Unterschied  verschwindet  femer  bei  den  Fragen  der  Statik^ 
insofern  bei  ihnen  die  j?,  9,  r  (und  also  auch  die  Z,  M,  N)  durch- 
weg gleich  Null  zu  setzen  sind. 

3.  Er  verschwindet  endlich  in  der  Stofsthearie]  in  der  That  sind  die 
Gleichungen  (29),  die  den  Zusammenhang  des  Impulses  mit  den  er- 
zeugten Geschwindigkeitskoordinaten  py  g,  r  ergeben,  ihrer  Form  nach 
Yon  dem  Umstände,  dals  die  jp,  q,  r  nicht  holonome  Geschwindigkeits- 
koordinaten sind,  durchaus  unabhängig. 

Es  sind  dies  einfach  diejenigen  Teile  der  Mechanik,  welche  der 
Aufstellung  der  auf  kontinuierliche  Kräfte  bezüglichen  Bewegungsglei- 
chungen vorangehen.  Hierzu  tritt  aber,  wenn  man  approximative  Rechnung 

17* 
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zulassen  will,  noch  ein  vierter  Punkt.  Derselbe  liegt  vor,  wenn  man  die 
Theorie  der  kleinen  Schwingungen  unseres  starren  Körpers  um  eine  fffei«fc- 
gewichtslage  behcmdelt,  und  dabei  die  üblichen  Vernachlässigungen  eintretm 
läfst  Man  nimmt  dann  nämlich  an,  dafs  man  die  in  (32)  rechter  Hand 
auftretenden  „Glieder  zweiter  Ordnung^',  also  die  (rM  —  qN)  etc.,  g^en 

die   übrigen   Glieder,   also   die  -^   und  A,   etc.,  vemachlässigen  kann. 

Man  erhält  solcherweise  die  yereinfachten  Formeln: 

dL       . 


(35) 


dt 

dM       .. 
dt  =  ^^ 

dt        '^' 


und  diese  hängen  mit  dem  Ausdruck  (28)  der  lebendigen  Kraft  in  der 
That  so  zusammen,  als  wenn  die  ;;,  q,  r  Lagrangesche  Geachwindig- 
keitskoordinaten  wären. 

Es  steht  überhaupt  nichts  im  Wege,  sofern  man  Glieder  höherer 
Ordnung  vernacklässigen  tmU,  die  jp,  q,  r  nach  der  Zeit  genommenen 
exakten  Differentialquotienten  von  Funktionen  der  %  V',  ^  gleichzusetzen. 
Wir  werden  eine  unendlich  kleine  Drehung  vor  uns  haben,  wenn  wir  t 
und  (p  -^  if;  =  ^  unendlich  klein  nehmen.  Ersetzen  wir  dementsprechend 
in  (27)  sin -9"  durch  #,  cos  d*  durch  1,  ^' •d'  durch  —  y'-d  und  ip'  +  t' 
durch  x\  so  kommt. 

d('9'co8  9) 


(36) 


jp  =  ^'cos  9  —  g)'-^  sin  9  =         ,        , 
q  =  —^  smg)  —  9  -d"  cos  (p  =  -^ — ^ — -  , 


dt 


,  d% 

^       *  dt' 


Hier  sind  d  cos  9,  —  d-  sin  97,  %  die  unendlich  kleinen  Winkel,  durdi 
welche  der  Körper  von  seiner  Anfangslage  aus  um  die  Achsen  O'S^ 
0  r,  OZ  gedreht  ist.  — 

Die  Au&ählung  der  vorgenannten  vier  Punkte  ist  für  das  Verständnis 
der  Ballschen  Schraubenuntersuchungen  von  unmittelbarster  Wichtigkeii 
Wir  dürfen  vorgreifend  erwähnen,  dafs  die  Schraubenkoordinaten  p,2,r, 
u,  Vf  w  (wie  überhaupt  irgend  welche  uicht-holonome  Geschwindigkeit^- 
koordinaten)  genau  in  den  entsprechenden  vier  Fallen  ebenfalls  wie 
Lagrangesche  Geschwindigkeitskoordinaten  behandelt  werden  können. 
Und  nun  trifft  es  sich  so,  dah  Ball  in  seinen  ursprünglichen  Unter* 
suchungen  über  die  Anwendung  der  Schraubentheorie  auf  die  Mechanik 
der  starren  Körper  gerade  die  vier  hiermit  bezeichneten  Kapitel  heraus- 
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gegriffen  hat.  Und  auch  die  weitere  Frage ,  die  er  später  in  Angriff 
nahm  und  von  der  noch  genauer  weiter  unten  die  Rede  sein  soll,  die 
Frage  nach  den  jeweils  vorhandenen  permanenten  Schrauben,  läfst  sich 
unter  denselben  Gesichtspunkt  bringen.  Dies  ist  gewifs  nicht  zufällig 
sondern  wohlbedacht,  entsprechend  der  Auffassung,  dafs  es  in  der  Me- 
chanik vor  allen  Dingen  darauf  ankommt,  sich  die  jeweils  einfachsten 
Beziehungen  und  Verenge  klar  zu  machen.  — 

§  10.  Verwendung  der  Schraubenkoordinaten  für  die  allgemeine  Kinetik 

der  starren  Körper. 

Das  in  §  7  Entwickelte  läXst  sich  nun  Schritt  fiir  Schritt  auf  die 
Frage  nach  der  Verwendung  der  Schraubenkoordinaten  für  die  all- 
gemeine Kinetik  der  starren  Körper  übertragen. 

1)  Wir  fixieren  die  jeweilige  Ortsänderung  des  starren  Körpers 
durch  irgend  6  Parameter,  etwa  so,  dafs  wir  wieder  ein  im  Körper 
festes  Koordinatensystem  XYZ  einführen  und  dessen  Lage  gegen  ein 
im  Räume  festes  System  xyz  durch  die  Verschiebungskomponenten 
I,  rj^  t  des  Anfangspunktes  und  die  drei  Eulerschen  Winkel  %  V',  ^ 
festlegen  (was  freilich  sehr  unsymmetrische  Formeln  ei^iebt).  Die  auf 
das  Koordinatensystem  X  YZ  beeüglichen  Schraxd)enkoordinaien  p,  q,  r,  m, 
V,  w  der  instantanen  Geschtvindiykeit  werden  sich  dann  in  folgender  Weise 
als  lineare,  nicht  holonome  Verbindungen  der  |',  ri\  t,\  (p\  ^',  -ö*'  dar- 
stellen: 

fP  =  -9"'  cos  g)  +  V''  sin  0"  sin  9,     ^  =  —  d'  sin  ^  +  tif'  sin  -9"  cos  9, 

r  =  y'  +  ^'  cos  -Ö", 
u  =  |'(cos  g)  cos  ^  —  cos  ^  sin  q>  sin  ^) 

(37)  \         +  iy'(cos  9  sin  ^  +  cos  d  sin  9)  cos  ^)  +  5'  sin  ^  sin  9?, 

+  i?'(—  sin  9  sin  ^  +  cos  d"  cos  9  cos  ^)  +  g'  sin  -Ö*  cos  9, 
^w;  =  1' sin  -9"  sin  V'  —  ^'  sin  0-  cos  V'  +  5'  ^^s  0-. 

Wir  bezeichnen  diese  Gleichungen  wieder  als  die  ktnetnatischen 
Gleichungen. 

2)  Um  nunmehr  zu  den  kinetiscJien  Gleichungen  zu  kommen,  drücken 
wir  erstlich  die  lebendige  Kraft  des  Körpers  durch  die  p,  g,  r,  w,  t?,  w 
aus;  wir  erhalten  eine  quadratische  Form  mit  Jconsta/nten  Koeffizienten: 

(38)  T=^F{p,q,r,u,v,w), 

Wir  berechnen  ferner,  gemäfs  der  ersten  Zeile  der  Lagrang  eschen 
Gleichungen  und  dem  Ausdruck  (24)  für  die  virtuelle  Arbeit  eines 
Kräftesystems,  die  Schraubenkoordinaten  X,  Y,  Z,  L,  Jf,  N  des  zum  Ge- 
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schwindigkeitszustande  p,  q,  r,  u,  v,  w  gehörigen  Impulses  durch  die 
Formeln: 

(39)     x  =  |^^    r=|f,    Z-||,   X  =  |f,    itf-lf,    i^-l?. 

Wir  überlegen  endlich^  dafs  diese  Impulskoordinaten  während  des  Zeit- 
elementes dt  aus  zwei  Gründen  Änderungen  erfahren,  die  sich  super- 
ponieren^  nämlich  durch  die  von  aufsen  auf  den  Körper  wirkenden 
EräftC;  die  zusammengenommen  die  Koordinaten 

5,  H,  Z,  A,  M,  N 

ergeben  mögen^  und  durch  die  Bew^ung  des  im  Körper  festen  Koor- 
dinatensystems mit  dem  Körper.     Von  hier  aus  erhalten  wir: 


(40) 


^-('•r-<?Z)+=,     ^^-(«;r-t,Z)  +  (rJlf-4i^)  +  A, 

^-(pZ-rX)+H,    ^-(«Z-«;X)+(p2V-ri)  +  M, 

^^-(«X-i)r)+Z,    ^-=(«X-ur)  +  (gr£-pJlf)+N, 


und  dies  sind  die  gesuchten  kinetischen  Gleichungen. 

3)  An  diese  Entwickelung  schlielsen  sich  dann  genau  dieselben 
Bemerkungen,  wie  in  §  7,  insbesondere  auch,  was  die  Berücksichtigung 
irgend  welcher  Bedingungsgleichungen  angeht. 

§  11.  Spezielle  AusfUirungen  zu  den  Entwickelungen  des  vorigen 

Paragraphen. 

Um  die  Entwickelungen  des  Yorigen  Paragraphen  durch  spezielle 
Ausföhmngen  zu  belegen,  ziehen  wir  zuvörderst  den  Fall  eines  isolierten, 
frei  beweglichen  Körpers  heran.  Die  Sache  wird  dam/n  eminent  einfatky 
verliert  aber  jmgleich  einen  guten  Teü  ihrer  spesfifischen  Bedeutung.  Wir 
legen  den  Anfangspunkt  des  Koordinatensystems  in  den  Schwerpunkt 
des  Körpers.  Die  lebendige  Kraft  (38)  nimmt  dann  bekanntlich  folgende 
einfache  Form  an: 

(41)  T  =  J(u»  +  r«  +  «;»)+/-(i),s,r), 

unter  f  eine  quadratische  Form  der  beigesetzten  Argumente  mit  kon- 
stanten Koeffizienten  verstanden.  Die  Impulskoordinaten  (39)  werdoi 
daraufhin 

(42)  X^mu,     r-mv,    Z^mw,    i-|^,   -M-|^,    N^^^. 

Es  nehmen  daher  die  letzten  drei  Gleichungen  (40)  folgende  ein&che 
Form  an: 


(43) 
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dt 

äM 

dt 


Wollen  wir  nim  noch  voranssetzen,  dafs  die  A,  M,  N  nur  von  den 
^y  ilfj  ^  (nicht  von  den  1^  rj,  g)  abhängen^  so  haben  wir  ersichtlich  zur 
Bestimmung  der  p,  q,  r,  d.  h.  der  Drehung  um  den  Schwerpunkt^  genau 
denselben  Ansatz,  den  man  von  jeher  benutzt  hat.  Das  Eigenartige 
der  Schraubenfheorie  entschwindet;  man  wird  das  Problem  am  einfachsten 
so  weiter  behandeln,  dafis  man  nach  Bestimmung  der  Drehimg  um  den 
Schwerpunkt  die  fortschreitende  Bewegung  des  letzteren  direkt  be- 
stimmt, d.  h.  die  gewöhnlichen  Bewegungsgleichungen  für  die  |,  17,  g 
aufstellt.  Die  Schraubentheorie  erleidet  hier  also  sozusagen  einen 
Mifjserfolg.  An  diesem  Mifserfolg  mag  es  liegen,  dafs  sich  die  Schrauben- 
theorie die  grofse  Geltung,  welche  sie  zweifellos  für  die  Mechanik  der 
starren  Korper  besitzt,  immer  nur  erst  partiell  hat  erringen  können. 
Gabe  es  in  der  Mechanik  der  starren  Körper  keine  anderen  Aufgaben, 
cds  die  gerade  besprochenen,  so  wäre  es  überflüssig,  eine  besondere  Schrauben- 
theorie  zu  entwickeln. 

Es  giebt  aber  andere  Aufgaben  die  Menge,  Ich  nenne  hier  die  Be- 
wegung eines  starren  Körpers  in  einem  widerstehenden  Mittel  (wo  die 
A,  M,  N  gewlTs  nicht  von  dem  9),  ^,  ^  allein  abhängen),  ferner  aber 
die  Bewegung  eines  starren  Körpers,  der  gezwungen  ist,  auf  anderen 
starren  Körpern  zu  rollen  oder  zu  gleiten. 

Ich  möchte  hier  insbesondere  auf  dasjenige  Problem  hinweisen, 
bei  welchem  die  Schraubentheorie  bislang  die  glänzendste  Verwendung 
gefunden  haben  dürfte,  das  Problem  von  der  Bewegung  des  starren 
Körpers  in  einer  reibungslosen  inkompressiblen  Flüssigkeit^)  Die  lebendige 
Krafli  des  aus  Körper  und  Flüssigkeit  gebildeten  Systems  kann  in 
diesem  Falle  ohne  weiteres  in  der  Form  (38)  angeschrieben  werden, 
worauf  die  gesamten  Entwickelungen  des  Torigen  Paragraphen  Platz 
greifen.  Diese  Entwickelungen  sind  in  der  That  nichts  anderes  als 
eine  Transskription  der  Ansätze,  welche  Lord  Kelyin  und  Kirchhoff 
ursprünglich  für  den  Körper  in  Flüssigkeit  gemacht  haben;  man  yer- 


1)  Leider  ist  die  mathematische  Eleganz  dieser  Untersuchungen  kein  Mafs- 
stab  fOi  ihre  physikalische  Wichtigkeit;  vielmehr  ist  das  praktische  Geltangs- 
gebiet derselben  wegen  der  in  allen  Fällen  vorhandenen  Flüssigkeitsreibimg  und 
der  bei  grOfseren  Oeschwindigkeiten  auftretenden  turbulenten  Bewegungen  ein 
sehr  geringes. 
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gleiche  die  Darstellung  bei  Lamb,  Hydrodynamics  (Cambridge,  1895; 
Kap.  6),  der  sich  direkt  an  die  Ausdrucksweise  der  Schraubentheorie 
anschliefst,  sowie  das  Referat  von  Love  in  IV  15  und  IV  16  der 
mathematischen  Encyklopädie.  Die  verschiedenen  Formen,  welche  die 
lebendige  Kraft  T  je  nach  der  Symmetrie  des  in  die  Flüssigkeit  ge- 
tauchten Körpers  annimmt,  der  jeweilige  Zusammenhang  zwischen  der 
instantanen  Geschwindigkeitsschraube  und  der  Impulsschranbe,  endlich 
die  resultierende  Bewegung  des  Körpers  selbst  sind  ebenso  viele 
Gegenstände,  welche  sich  auch  für  eine  anschaulich -geometrische  Dis- 
kussion im  Sinne  der  Bai  Ischen  Schraubentheorie  vorzüglich  eignen 
dürften.  Es  würde  dies  eine  direkte  und  doch  nicht  triviale  Weiter- 
bildung von  Poinsots  berühmten  Untersuchungen  über  die  Rotation 
eines  starren  Körpers  um  einen  festen  Punkt  sein.  Hierzu  wolle  man 
insbesondere  die  Arbeit  von  Minkowski  in  den  Sitzimgsberichten  der 
Berliner  Akademie  von  1888  vergleichen. 

§12.  Abschliersende  Bemerkungen  über  die  mechanischen  Kapitel 
des  Baiischen  Werkes.  —  Verallgenieinerungen  des  in  §  7  nnd  §  9 

gegebenen  Ansatzes. 

Es  wurde  bereits  in  §  8  hervorgehoben,  dals  die  Untersuchungen 
über  die  Mechanik  der  starren  Körper,  welche  Ball  in  seinem  Werke 
ausführt^),  einen  übereinstimmenden  Charakter  zeigen:  es  handelt  sich 
bei  Ball  durchweg  um  solche  Fragen,  hei  denen  die  Schraubenkoordi- 
naten  p,  q,  r,  u,  v,  w  der  instantanen  Geschmndigkeit  wie  Lagrangesche 
Geschtvindigkeitskoordinaten  benutzt  werden  Jcönflen,  Ich  habe  dies  hier 
nur  noch  betreffs  der  letzten  Frage,  die  in  §  8  genannt  wurde,  der 
Frage  nach  den  jeweiligen  permanenten  Schrauben  auszufuhren.  Dies 
gelingt  in  einfachster  Weise  im  Anschlufs  an  die  kinetischen  61ei- 
chimgen  (40).  Man  findet  nämlich,  dafs  es  sich  bei  Ball  dabei  um  die 
Aufsuchung  solcher  Werte  der  p^  q,  r,  u,  v,  w  bez.  9,  ^,  d;  |,  iy,  t 
handelt,  für  wdcJie  die  rechten  Seiten  der  kinetischen  Gleichungen  (40 
verschwinden'^  es  bleiben  dann  die  X,  Y,  Z,  L,  Jlf,  N  des  Impulses  und 
also  auch  die  jp,  q,  r,  u,  v,  w  wenigstens  für  ein  Zeitelement  konstant^ 
und  eben  deshalb  spricht  Ball  in  einem  solchen  Falle  von  einer  per- 
manenten Schraube.  Als  einfache  Beispiele  möchte  ich  anführen  Standes 

1)  Nur  von  diesen  mechanischen  Entwickelnngen  des  Bai  Ischen  Werkes  ist 
im  vorliegenden  Artikel  die  Rede,  nicht  von  den  anschliefsenden  gtometriathen. 
Ich  möchte  aber  nicht  unterlassen  anzuführen,  dafs  Herr  Ball  die  geometnscheii 
Fragen  neuerdings  in  einer  besonderen  Abhandlung  in  den  Transactions  der  K  Irish 
Academy  (vol.  31,  post  12,  Dublin  1901)  weiter  verfolgt  hat;  dieselbe  IH^  dm 
Titel:   Fwrther  Developments  of  ihe  geometricäl  theory  of  six  screws. 
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permanente  Drehachsen  eines  um  einen  Punkt  rotierenden  schweren 
Körpers  (Journal  ftir  Mathematik  Bd.  113,  1894),  sowie  Kirchhof fs 
Theorem,  dafs  bei  jedem  Körper  in  einer  reibungslosen,  inkompressiblen 
Flüssigkeit  bei  Abwesenheit  äufserer  Kräfte  drei  zu  einander  senkrechte 
Richtungen  gleichförmiger  Translation  existieren.  Die  sämtlichen  Fälle 
stationärer  Bewegung,  welche  in  dem  genannten  Falle  bei  dem  Körper 
in  Flüssigkeit  auftreten  können,  diskutiert  Minkowski  1.  c.  In  diesen 
Beispielen  sind  zugleich  die  p,  q,  r,  u,  v,  w  nicht  nur  zeitweise,  sondern 
dauernd  konstant,  so  dafs  man  yon  Permanenz  der  bez.  Schrauben  im 
vollen  Sinne  des  Wortes  reden  kann. 

Letzterer  Umstand  hängt  ersichtlich  mit  der  Thatsache  zusammen, 
dafs  die  Drehungen  um  einen  Punkt,  wie  andererseits  die  Bewegungen 
eines  freien  Körpers  eine  Gruppe  bilden:  gehört  eine  unendlich  kleine 
Bewegung  der  Gruppe  an,  so  auch  die  endliche  Bewegung,  welche  aus 
ihr  durch  unendlichmalige  Wiederholung  entsteht.  Dafs  dies  bei  der 
Bewegui^  starrer  Körper  keineswegs  immer  der  Fall  ist,  zeigt  das  ein- 
fache Beispiel  eines  auf  einer  Ebene  rollenden  Cylinders.  Hier  treten 
daher  die  in  §  5  genannten  Gruppen  von  Bewegungen  (bez.  die  mit 
ihnen  yerknüpften  linearen  Schraubensysteme  Ton  „selbständiger  gruppen- 
theoretischer Bedeutung^')  in  charakteristischer  Weise  in  den  Vorder- 
grund. In  der  That  läfst  sich  die  Kinetik  aller  dieser  Gruppen  genau 
so  in  Ansatz  bringen  wie  in  §  7  die  Kinetik  der  Drehungen  um  einen 
Punkt  und  in  §  9  diejenige  der  freien  Bewegungen  (eines  starren 
Körpers);  man  wird  sagen  können,  dafs  in  allen  diesen  Fällen  die 
Methode  der  Euler  sehen  Gleichungen  eine  naturgemäfse  Verallgemeine- 
rung findet.^)  Die  Gesamtheit  der  Bewegungen,  welche  ein  starrer 
Körper  nach  der  Natur  der  ihm  auferlegten  Bedingungen  gegebenen- 
falls ausführen  kann,  ist  immer  in  einer  kleinsten  Gruppe  von  Be- 
wegungen enthalten.  Es  dürfte  sich  empfehlen,  die  kinetischen  Glei- 
chungen für  den  Körper  jeweils  so  aufzustellen,  dafs  man  diese  Gruppe 
als  Ausgangspunkt  nimmt,  also  bei  ihr  „kinematische  Gleichungen'^ 
und  das  Analogon  der  Eulerschen  Gleichimgen  aufstellt. 

Göttingen,  den  3.  September  1901. 


1)  Diese  Bemerkungen  stehen  in  naher  Beziehung  zn  gewissen  allgemeineren 
Betrachtangen  über  dynamische  Probleme,  die  Herr  Yol terra  in  den  Jahren  1899 
bis  1900  in  den  Atti  di  Torino  veröffentlichte;  siehe  insbesondere  den  Aufsatz: 
Sapra  una  classe  di  equcaioni  dinamiche  in  Bd.  33  und  den  anderen:  Sopra  u/na 
classe  di  moti  permanenti  stabili  in  Bd.  34  daselbst. 
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Druckfehler  in  den  Tables  des  Logarithmes  k  linit  decimales  da  Serviee 

OiograpMqne  de  TArmöe  (Paris  1891). 

Sr.  Don  J.  de  Mendizabal  Tamborrel,  Astronom  in  Mexico,  teilt 
in  der  Bevista  Cientifica  y  Bibliografica  de  la  Sociedad  Cientifica  „Antonio 
Alzate^  t.  XV  (1900  —  1901)  p.  21  mit,  dafs  in  den  oben  genannten 
Tafeln  bei  Log.  cot.  34''  53'  60''  an  Stelle  von  0.21981237  zn  lesen 
ist  0.21981257.1) 


Ansknnfte. 

Fr.  M.,  K,  Die  auch  vom  Taschenbuch  der  Hütte  und  neuerdings 
von  Herrn  Kiepert  in  der  9.  Auflage  seines  Grundrisses  der  Differential- 
und  Integralrechnung  für  die  ümkehrungen  der  Hyperbelfunktionen  an 
Stelle  der  noch  von  Günther  und  Ligowski  gebrauchten  sinnlosen  Schreib- 
weise Src  @in,  %xz  Sof  u.  s.  w.  angenonmienen  Bezeichnungen  9r  Sin, 
![r  Sof  u.  8.  w.  (zu  sprechen:  area  sinus  u.  s.  w.)  sind  unseres  Wissens  Ton 
J.  F.  W.  Gronau  eingefOhrt  worden  (eigentlich  Ar.  Sin,  Ar.  Cos  u.  s.  w., 
in  den  Tafeln  fOr  die  hyperbolischen  Sektoren  und  fOr  die  Logarithmen 
ihrer  Sinus  und  Cosinus,  Danzig  1862).  M. 


E,  H,,  8.  Die  beachtenswerte  Schrifb  von  P.  Crueger,  Dezimale 
Zeit-  und  Kreisteilung,  ein  Kulturfortschritt,  Berlin  1900,  ist  ein  Sonda^ 
abdruck  aus  der  Wochenschrift  „Prometheus^S  Jahrg.  XI,  Nr.  560.     M. 


H.  H.,  S.  Unserer  ^tteilung  im  vorigen  Heft  S.  485,  die  in  der 
französischen  Marine  mit  der  neuen  Winkelteilung  gemachten  gflnstdgen 
Erfahrungen  betreffend,  können  wir  hinzuf&gen,  dals  der  erwähnte,  den 
Bericht  des  Kommandanten  Guyou  enthaltende  Compte  rendu  sommaire 
du  Congr^  international  de  Chronometrie  de  1900  aus  der  Lnprimerie 
Nationale  stammt,  während  der  Compte  rendu  in  extenso  unter  der  Presse 
ist  und  bei  Gauthier-Yillars  erscheinen  wird. 


1)  Diesen  Tafeln  liegt  bekanntlich  die  Hundertteilunff  des  rechten  Winkels 
zu  Grande  und  die  Zeichen  °'  ''  bedeuten  beziehentlich  Neu- (Centeaimal-)  Grad, 
Neuminute,  Neusekunde. 
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Anfrage. 

In  dem  „Versnch  einer  graphischen  Dynamik^^  von  B.  Pro  eil  (Leipzig 
1874)  ist  für  die  geradlinige  Bewegung  eines  Punktes  der  Satz  aufgestellt, 
dafs  die  Beschleunigung  gleich  der  Subnormale  der  Geschwindigkeitskurve 
ist,  unter  letzterer  die  Kurve  verstanden,  welche  von  dem  Endpunkt  der 
senkrecht  zur  Bahn  an  den  bewegten  Punkt  angetragenen  Geschwindigkeit 
beschrieben  wird.  Im  Taschenbuch  der  Hütte,  17.  Aufl.  (Berlin  1899) 
S.  525  ist  dieser  Satz  mit  dem  Namen  Bour  in  Verbindung  gebracht. 
Wo  und  wann  hat  Bour  denselben  veröffentlicht?  Trägt  man  bei  einer 
beliebigen  krummlinigen  Bewegung  eines  Punktes  die  Geschwindigkeit  auch 
senkrecht  zur  Bahn  von  dem  Punkt  aus  ab,  so  geht  die  Normale  der  von 
dem  Endpunkt  beschriebenen  Kurve  ebenfalls  durch  den  Endpunkt  der 
nach  Gröfse  und  Bichtung  von  dem  bewegten  Punkt  abgetragenen  Be- 
schleunigung. Ist  diese  Yerallgemeinening  des  Bour-Proell'schen  Satzes 
bekannt?  Es  giebt  einen  ähnlichen  Satz,  bei  welchem  die  Geschwindigkeit 
in  ihrer  natürlichen  Richtung  abgetragen,  statt  um  einen  rechten  Winkel 
gedreht,  vorkommt.     Ist  derselbe  bekannt?  B.  Mehmke. 
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A.    Yon    Oettiiigen.      Elemente    des    geometrisch -perspektivischen 
Zeichnens.     177  S.     Leipzig  1901,  Wilhelm  Engelmann. 

Der  Verfasser  giebt  in  diesem  Buche  eine  weitere  AusfÜhnmg  der  An- 
merkungen, die  er  seiner  Bearbeitung  der  „Systematischen  Entwicklung  der 
Abhängigkeit  geometrischer  Gestalten  von  Jacob  Steiner",  Ostwalds  Klassiker 
der  exakten  Wissenschaften,  Nr.  82  und  Nr.  83,  beigefügt  hatw  Von  den 
drei  Teilen  des  Buches  ist  der  erste  „Perspektive  der  Lage"  betitelt  und 
enthält  zunächst  eine  kurze  Darstellung  der  synthetischen  Geometrie  in  ge- 
nauem Anschlufs  an  das  Steinereche  Werk.  Daran  schliefst  sich  die  Er- 
örterung, wie  man  unter  Anwendung  des  Prozesses  der  Zentralprojektion 
die  geometrischen  Elemente  festlegen  kann,  wobei  aufser  der  Bildebene  noch 
eine  weitere  feste  Ebene,  die  horizontale  Grundebene  oder  wie  der  Verfasser 
sie  nennt,  die  „Fufsebene"  eingeföhrt  wird.  Die  Abbildung  der  Punkte 
dieser  Fufsebene  heifst  das  „Terrain".  Um  einen  Punkt  im  Baume  zu  be- 
stimmen, fällen  wir  von  ihm  auf  die  Fufsebene  das  Lot  und  markieren 
dessen  Fufspunkt.  Die  Zentralprojektionen  des  Punktes  einerseits  und  des 
Fufspunktes  andererseits  liegen  dann  auf  einer  vertikalen  Linie  und  um- 
gekehrt können  zwei  so  gelegene  Punkte  zur  Festlegung  eines  Baumponktes 
verwendet  werden,  wobei  natürlich  durch  die  Bezeichnung  angedeutet  sein 
mufs,  welcher  der  beiden  auf  der  Bild- Tafel  gegebenen  Punkte  dem  Terrain 
angehört. 

Eine  Gerade  wird  femer  zu  bestimmen  sein,  indem  man  sich  das  Bild 
ihres  unendlich  fernen  Punktes,  den  Fluchtpunkt,  giebt  und  überdies  den 
„Terrainschnitt",  d.  h.  das  Bild  des  Punktes,  in  welchem  sie  die  PuDsebene 
durchsetzt.  Die  Ebene  endlich  kann  in  analoger  Weise  gegeben  werden 
durch  ihre  Fluchtlinie,  d.  h.  das  Bild  der  unendlich  fernen  Geraden,  und 
ihren  „Terrainschnitt",  das  Bild  der  Spur  in  der  Fufsebene.  Fluchtlinie 
und  Terrainschnitt  einer  Ebene  begegnen  sich  stets  auf  dem  Horizont 

Nachdem  in  solcher  Weise  die  Grundelemente  graphisch  bestimmt 
werden  können,  findet  eine  Anzahl  von  Aufgaben  der  Baumgeometrie  ihre 
Erledigung.  Zu  erwähnen  sind  einige  elegante  Anwendungen  auf  Schatten- 
konstruktionen . 

Sodann  werden  die  Kegelschnitte  eingeföhrt  als  Zentralprojektionen 
des  Kreises  und  umgekehrt  Kreise  der  Bildebene  als  Kegelschnitte  der  Fuls- 
ebene  gedeutet.  Die  Bemerkung  auf  Seite  70  unten  mufs  dahin  richtig 
gestellt  werden,  dafs  ein  zur  Tafel  nicht  paralleler  Kreis  im  Bude  wieder 
als  Kreis  erscheinen  kann.  Es  ist  ja  nur  nötig,  dafs  für  den  projizierenden 
Kegel  der  gegebene  Kreis  der  einen  Kreis-Schaar,  der  Kreis  in  der  Bild- 
ebene aber  der  anderen  Kreis-Schaar  des  Kegels  angehöre. 

Im  zweiten  Teile,  der  „Mafsperspektive"  überschrieben  ist,  erledigt  der 
Verfasser  ausführlich  die  Aufgaben,  die  sich  auf  die  Ausmessung  von  Linien 
und  Winkeln  beziehen;  der  dritte  Teil  endlich  bringt  „Anwendungoi  am 
Erzeugnisse  projektivischer  Gebilde  im  Baume".     Es  wird  das  Hyperboloid 
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dargestellt  als  Erzeugnis  projektiver  Punktreihen,  wobei  sich  für  die  Be- 
stimmimg  eines  Punktes  der  „ümrifskurve"  eine  einfache  Konstruktion  er- 
giebt,  femer  das  hyperbolische  Paraboloid  und  endlich  noch  die  Aufgabe 
konstruktiv  vollst&ndig  durchgeführt  die  Geraden  zu  zeichnen,  welche  vier 
gegebenen  Geraden  begegnen.  Was  die  Darstellung  der  Flachen  betrifft,  so 
wäre  eine  gröfsere  Anschaulichkeit,  Klarheit  und  Übersichtlichkeit  der 
Figuren  zu  wünschen.  Ein  Anhang  enthält  eine  recht  nützliche  Zu- 
sammenstellung von  Sätzen  über  Kegelschnitte,  wobei  hinsichtlich  der  Be- 
weise auf  Fiedlers  „Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte''  nach  Salmon 
verwiesen  wird. 

Als  Leserkreis  dachte  sich  der  Verfasser  „vor  allem  Lehrer  und  Do- 
zenten der  höheren  Mathematik,  dann  auch  Künstler  und  Laien  von  tieferer 
mathematischer  Bildimg,  am  wenigsten  Techniker  aller  Art''. 

In  Bezug  auf  die  Darstellung  ist  der  unbedingte  Anschlufs  an  Steiner 
in  allen  Bezeichnungen  doch  wohl  kaum  zu  rechtfertigen.  Dafs  der  ver- 
dienstvolle Redakteur  der  „Klassiker  der  exakten  Wissenschaften"  den 
grofsen  deutschen  Geometer  nach  Gebühr  würdigt,  wird  jeder  begreiflich 
finden.  Der  Verfasser  führt  als  Grund  für  die  Beibehaltung  der  Steiner- 
schen  Terminologie  den  an,  dafs  der  Leser,  falls  er  tiefer  einzudringen 
wünsche,  sich  in  Steiners  klassischem  Werke  sofort  zurecht  finde.  Aber  die 
neuere  Geometrie  hat  seit  Steiner  doch  noch  Fortschritte  gemacht,  die  nie- 
mand ignorieren  kann.  Sicher  ist  es  doch  auch  als  ein  Fortschritt  zu  be- 
trachten, wenn  heutzutage  wenigstens  im  Gebiete  der  reinen  Mathematik 
die  geometrischen  Elemente  Punkte,  Gerade  u.  s.  f.  einheitlich  bezeichnet 
werden.  Der  Fortschritt  ist  aber  noch  wichtiger  als  historisches  Verständ- 
nis. Steiner  selbst  würde  in  der  Gegenwart  das  Doppelverhältnis  von  vier 
harmonischen  Elementen  nicht  mehr  =  -f-  1  setzen  und  es  erscheint  als  ein 
aussichtsloser  Versuch,  die  ganz  veralteten  Steinerschen  Bezeichnungen  zu 
neuem  Leben  erwecken  zu  wollen. 

Prinzipieller  und  wichtiger  aber  erscheint  folgender  zweite  Punkt.  Der 
Verfasser  vertritt  sehr  richtig  und  im  Widerspruch  zu  Steiner  die  An- 
schauung, dafs  die  Raumgebilde  der  neueren  Geometrie  auch  in  ent- 
sprechender Weise  durch  mathematisch -exakte  Zeichnungen  dargestellt  und 
dafs  die  Raum-Konstruktionen  aus  wissenschaftlichen  und  pädagogischen 
Gründen  wirklich  durchgeführt  werden  sollen.  Er  thut  dies  in  der  von 
ihm  entwickelten  freien  Perspektive  und  betont  deren  Vorzüge  gegenüber 
der  andern  Form  der  Darstellung  (Peschka),  bei  der  blofs  die  Tafel  ver- 
wendet wird.  Denn  „wir  sehen  die  Dinge  auf  der  Erde  stehend  und  nicht 
an  Wände  befestigt". 

Gerade  hierin  mufs  der  Referent  sich  zu  einer  anderen  Meinung  be- 
kennen. Stellt  man  sich  auf  den  rein  theoretischen,  abstrakten  Standpunkt, 
so  mufs  zur  Darstellung  der  idealen  Gebilde  der  neueren  Geometrie  eine 
Projektionsart  gewählt  werden,  die  möglichsi  wenig  neue  Elemente  einführt 
und  die  aus  der  Erfahrung  stammenden  Begriffe  der  vertikalen  Linien  u.  s.  f. 
nicM  benutzt.  Dies  leistet  die  freie  Perspektive,  bei  der  man  blofs  die 
Tafel  und  das  Projektionszentrum  verwendet.  Die  Einführung  einer  weiteren 
festen  Ebene  ist  schon  eine  Konzession  an  die  Praxis.  Namentlich  die  vom 
Verfasser  benutzte  Fuisebene  dient  dem  Zwecke,  eine  gröfsere  Anschaulich- 
keit zu   erzielen.     Denn   durch   dieselbe  werden  ohne  weiteres  die  drei  Di- 
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mensionen  des  Baumes  angedeutet  Deswegen  eignet  sich  diese  Darstellung 
besonders  für  architektonische  Objekte,  wie  dies  ja  auch  der  allgemeinen 
Übung  entspricht. 

Yerläfst  man  aber  den  rein  abstrakten  Standpunkt  und  verlangt  von 
den  Darstellungen  der  Gebilde  der  Baumgeometrie  in  erster  Linie  Anschau- 
lichkeit und  leichte  Herstellbarkeit,  so  braucht  man  überhaupt  keine  Per- 
spektive zu  zeichnen,  sondern  kann  Parallelprojektionen  benutzen.  Diese 
einfachere  Projektionsart  wird  in  den  meisten  Fftllen  genügen.  Denn  bei 
Perspektiven  Ansichten  mathematischer  Objekte  wird  die  gröHsere  Tiefen- 
wirkung und  die  eine  Baumvorstellung  ausbildende  Kraft  der  Perspektive 
in  der  Begel  gar  nicht  voll  zur  Geltung  kommen. 

Soll  aber  der  pädagogische  Faktor  betont  werden,  der  in  der  Aus- 
bildung des  Yorstellungsvermögens  liegt,  so  scheint  dem  Beferenten  gerade 
die  angewandte  Perspektive,  die  in  der  Grundebene  gegebene  Bisse  benutzt, 
also  die  Darstellung  einfiEicher  architektonischer  Objekte,  einer  Pfeilerreihe, 
einer  Treppe  u.  s.  f.  am  geeignetsten,  die  Baumanschauimg  auszubilden. 
Jede  freie  Perspektive  trägt  etwas  Abstraktes,  Unanschauliches  in  sich  und 
dürfte  nur  den  Ahschlufs  eines  Lehrganges  des  Perspektiven  Zeichnens  bilden. 

München.  Doehleicaiin. 


A.  Foppl^  Vorlesnngen  über  teohnisdhe  Mechanik.  Verlag  von 
B.  G.  Teubner,  Leipzig.  Bd.  I,  EinfQhrung  in  die  Mechanik.  2.  Aufl. 
1900.  —  Bd.  n.  Graphische  Statik.  1900.  —  Bd.  DI,  Festigkeitslebie. 
2.  Aufl.    1900.  —  Bd.  IV,  Dynamik.    2.  Aufl.     1901. 

Graphische  Statik  und  Festigkeitslehre  gehören  zur  technischen  Mechanik 
im  engeren  Sinne  des  Wortes,  weil  ihre  methodische  Ausbildung  im  An- 
schlufs  an  die  Architekten-  und  Ingenieurprazis  erfolgt  ist.  Immerhin  bildet 
die  allgemeine  Mechanik  auch  die  wissenschaftliche  Grundlage  dieser  Dis- 
ziplinen, und  es  folgt  aus  diesem  einfachen  Sachverhalt,  dais  der  Studierende 
an  einer  technischen  Hochschule  sich  zunächst  mit  den  Elementen  der 
theoretischen  Mechanik  vertraut  macht  und  dann  zu  den  Anwendungen  fiber- 
geht. In  Wirklichkeit  wird  dieser  natürliche  Weg  auch  heute  noch  ein- 
geschlagen. Man  hält  es  nur  für  passend,  die  systematische  Darstellung 
der  allgemeinen  mechanischen  Grundlehren  —  in  Bücksicht  auf  die  q>en- 
fischen  Bedürfhisse  der  Studierenden  —  ebenfalls  als  Teile  der  „technischen 
Mechanik"  zu  bezeichnen.  Gröfsere  zusammenhängende  kinetische  Probleme 
wie  die  Theorie  der  Eurbelmaschinen,  des  Begulators,  der  Fahrzeuge,  der 
Turbinen  etc.  werden  bei  dieser  Auffassung  in  das  Gebiet  der  „theoretischen 
Maschinenlehre'^  verwiesen. 

Das  vorliegende  Werk  geht  zwar  weit  über  das  hinaus,  was  die  älteren 
Darstellungen  der  technischen  Mechanik  über  dynamische  (und  spezieU 
kinetische)  Fragen  enthalten,  hält  sich  aber  doch  im  Grofsen  und  Ganzen 
an  die  durch  den  technischen  Unterrichtsgang  auferlegte  Abgrenzung.  Die 
Zentrifugalregulatoren  treten  demgemäfs  als  ideale  (reibungsfreie)  Systeme 
auf,  die  Bewegung  der  Kurbelmechanismen  ist  —  ohne  vollständige  BerOck- 
sichtigung  der  wirklichen  Kraftfelder  —  nur  in  den  allgemeinsten  Grundlagen 
angedeutet.  Die  elastischen  Deformationen  sowie  die  Beanspruchung  der 
einzelnen  Maschinenteile  werden  bei  dieser  Auffassung  des  Unterrichtsstoffes 
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ebenfaUfl   nicht  behandelt.     Wohl    aber   sind    den  Gnindvorstelliugen  über 
Beibnng,  Luftwiderstand  und  Stofs  einige  Ausführungen  gewidmet. 

Die  Hilfsmittel  der  höheren  Analysis  hat  der  Herr  Verfasser  in  allen 
Teilen  des  Werkes  möglichst  beschränkt  —  und  niemand  wird  ihm  des- 
wegen einen  Vorwurf  machen  können.  Will  man  aber  bei  verwickelteren 
mechanischen  Problemen  der  Technik,  die  aus  praktischen  Gründen  eine 
Lösung  verlangen,  nicht  bei  nutzlosen  allgemeinen  Redensarten  stehen 
bleiben,  so  ist  man  genötigt  zn  passenden  Nähenmgame&ioden  zu  greifen 
und  auf  diese  Weise  eine  Lösung  zu  erzwingen,  die  als  Ersatz  für  ein 
streng  mathematisches  Resultat  dienen  kann  und  noch  auDserdem  die  Vor- 
teile der  Einfachheit  und  Kürze  vor  diesem  voraus  hat.  In  diesem  Sinne 
hat  schon  Poncelet  gangbare  Wege  vorgezeichnet  und  andere  sind  ihm 
gefolgt.  Leider  haben  diese  Bestrebungen  in  dem  vorliegenden  Werke  keine 
genügende  Beachtung  gefunden.  Der  Herr  Verfasser  mufste  sich  deshalb 
öfters  entschliefsen,  verwickeitere  mechanische  Vorgänge  durch  allgemeine 
Beschreibungen  zu  skizzieren,  wodurch  greifbare  Resultate,  die  gerade  der 
Ingenieur  so  notwendig  braucht,  nicht  gewonnen  werden  können. 

Jedem  Leser  des  vorliegenden  Werkes  wird  der  fast  vollständige 
Mangel  an  Litteratumachweisen  für  die  Quellen  aufgefallen  sein,  aus  denen 
die  hervorragendsten  mechanischen  Leistungen  entsprungen  sind  —  ein 
Mangel,  der  übrigens  in  der  FachUtteratur  vielfach  empfunden  wird.  Wir 
sind  überzeugt,  dais  der  Herr  Verfasser  in  seinen  mündlichen  Vorträgen 
den  Zuhörern  die  notwendigsten  Mitteilungen  über  die  Entstehung  des 
D'Alembertschen  Prinzips  und  des  Prinzips  der  virtuellen  Verschiebungen 
nicht  vorenthält  —  aber  wir  sehen  nicht  ein,  weshalb  die  Leser  des 
Buches  von  einem  Euler,  Lagrange,  Poisson,  Cauchj  nicht  mehr  als 
den  Namen  erfahren  sollen.  Die  Lehrbücher  von  Schell,  Somoff  und 
Routh  verdanken  ihren  allgemein  anerkannten  Wert  zum  grofsen  Teüe  den 
historischen  Notizen,  die  ja  ohnehin  keinen  übermäfsigen  Raum  beanspruchen, 
aber  ausreichen,  um  manchem  Leser  einen  Fingerzeig  zu  geben,  wo  er  sein 
Wisset!  gelegentlich  vertiefen  imd  erweitem  kann.  Selbstverständlich  wird 
niemand  von  einem  Lehrbuch,  welches  in  erster  Linie  für  solche  Studierende 
bestimmt  ist,  die  auf  die  Aneignung  einer  bestimmten  Disziplin  nur  eine 
kurze  Zeit  verwenden  können,  eine  encyklopädische  Vollständigkeit  der 
historischen  Nachweise  verlangen  —  es  genügt  hier  durchaus,  auf  diejenigen 
Leistungen  aufinerksam  zu  machen,  welche  die  Grundsteine  der  heutigen 
Mechanik  bilden.  Das  eigentliche  Studium  der  geschichtlichen  Entwicklung 
dieser  Wissenschaft  wird  inuner  eine  selbständige  Aufgabe  bleiben. 

Der  erste  Band  der  Vorlesungen  behandelt  die  elementare  Mechanik 
des  materiellen  Punktes,  des  starren  Körpers,  der  elastischen  und  flüssigen 
Systeme.  Er  giebt  aulserdem  eine  kurze  Übersicht  über  die  Reibungs- 
erscheinungen und  andere  passive  Widerstände. 

Eine  eigentümliche  Stellung  hat  das  Prinzip  der  virtuellen  Verschiebungen 
(§15)  in  dieser  „Einführung^  erhalten.  Da  es  im  methodischen  Gange  des 
Unterrichts  zunächst  für  einen  einzelnen  freien  Punkt  ausgesprochen  wird, 
so  geht  bei  dieser  Auffassung  das  eigentliche  Wesen  dieses  Grundgesetzes 
der  Mechanik  ganz  verloren.  Denn  es  tritt  dem  Studierenden  als  eine  ziemlich 
nutzlose  Foimel  entgegen,  aus  welcher  er  nur  den  ihm  bereits  bekannten 
Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  ableiten  kann.    Es  fehlt  eben  an  dieser 
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Stelle  noch  der  Begriff  des  Systems  und  damit  auch  die  Möglichkeit,  über 
die  virtuellen  Verschiebungen  irgend  etwas  Bestimmtes  auszusagen.  In  §  18 
tritt  nun  zwar  ein  mechanisches  System  in  einfachster  Form  auf,  indem 
hier  der  Fall  eines  materiellen  Punktes  betrachtet  wird,  der  gezwungen  ist, 
auf  einer  festen  Fläche  zu  bleiben.  Allein  diese  Gelegenheit  benutzt  der 
Herr  Verfasser  nicht,  um  dem  berühmten  Prinzip  wenigstens  etwas  Leben 
einzuflöfsen.  Erst  im  §  21  wird  es  zur  Aufstellung  der  G-leichgewichts- 
bedingungen  der  Erftfbe  am  starren  Körper  herangezogen.  Es  heiOst  hier 
(p.  143): 

„Wir  hatten  femer  bei  der  Mechanik  des  materiellen  Punktes  das 
Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  bewiesen  und  wollen  auch  dieses 
auf  den  starren  Körper  übertragen.  Zu  diesem  Zwecke  denken  wir  uns 
dem  Körper  eine  willkürliche  (virtuelle)  Bewegung  ertheilt.  Diese  Bewegung 
kann  zwar  auch  von  endlicher  Grösse  sein;  gewöhnlich  (!)  wird  aber  das 
Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  am  starren  Körper  nur  auf  unendlich 
kleine  Lagenänderungen  angewendet,  und  wir  wollen  es  daher  von  vornherein  fOr 
solche  ableiten.  Der  Uebertragung  auf  eine  Bewegung  von  eiidlicher  Grösse 
steht  nachher  ohnehin  nichts  im  Wege,  da  sich  jede  endliche  Bewegung 
auf  eine  Summe  von  unendlich  kleinen  Lagenänderungen  zurückführen  lässf^ 

Hier  liegt  aber  offenbar  ein  Lrtum  vor.  Denn  die  Forderung,  daTs 
die  Arbeit  bei  einer  unendlich  kleinen  Bewegung  verschwinde,  ist  notwendig 
und  hinreichend  fUr  das  Bestehen  eines  Gleichgewichtszustandes.  Die  For- 
derung, dafs  auch  bei  einer  endlichen  Bewegung  die  Arbeit  verschwinde,  geht 
weiter  und  entspricht  einer  Spezialisierung  des  allgemeinen  Gleichgewichtes. 
Sic  giebt  nämlich  die  bekannten  Bedingungen  des  astatischen  Gleichgewichts: 

ZP^x^=0,  ZP^T.^O,  2;Pi55=0, 
üP^x^^O,  £P^x^==0,  2;P8iC3=:0, 
SP^x^^O,     £P^x^  =  0,     2JP,ir3=0, 

deren  Ableitung  offenbar  nicht  bezweckt  ist. 

Das  D'Alembertsche  Prinzip  wird  in  dem  ersten  Bande  der  Vor- 
lesungen nur  gestreift,  da  die  systematische  Darstellung  desselben  dem 
letzten  Bande  vorbehalten  ist.  Im  §  14  der  „Einfuhrung"  wird  es  bei 
Gelegenheit  einer  sehr  ausfiihrlichen  Erörterung  über  Centripetal-  und 
Centrifugalkraft  erwähnt. 

Diesen  Betrachtungen  liegt  der  einfache  Fall  zu  Grunde,  dais  ein  mate- 
rieller Punkt  mit  der  Masse  m  sich  mit  der  konstanten  Greschwindigkeit  r 
in  einem  Kreise  vom  Halbmesser  r  bewegt.    Die  hierbei  auftretende  Gröfse 

C  ='  m-^  wird  als  „Centripetalkraft"  bezeichnet.     Hieran  schliefst  sich  auf 

p.  69  die  Bemerkung: 

„Im  Zusammenhang  mit  ihr  (der  Centripetalkraft)  steht  aber  noch  der 
Begriff  der  Centrifugalkraft,  der  noch  eine  genauere  Erwägung  erfordert 
Kaum  eine  andere  Betrachtung  aus  den  Elementen  der  Mechanik  hat  nämlich 
schon  zu  so  vielen  Unklarheiten  und  falschen  Deutungen  Veranlassung  ge- 
geben, als  die  Einführung  des  Hilfsbegriffes  der  Centrifugalkraft.  Wie  mir 
scheint,  ist  dies  vorwiegend  darauf  zurückzufuhren,  dass  von  diesem  B^iiffe 
zu  zwei  verschiedenen  Zwecken  Gebrauch  gemacht  wird,  ohne  dass  diese 
stets  richtig  auseinander  gehalten  würden." 
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Hierzu  wird  noch  Hertz  (Prinzipien  der  Mechanik)  zitiert  mit  der 
Bemerkung,  dafs  auch  er  in  der  Auffassung  der  Centrifugalkraft  geirrt  habe. 

Der  Studierende  mufs  nun  entschieden  der  Ansicht  werden,  dafs  hier 
einer  der  dunkelsten  Pimkte  der  Mechanik  vorliegt,  dessen  Aufklärung  den 
Bemühungen  der  gröfsten  Autoritäten  mifslungen  ist.  Aus  den  Erörterungen 
des  Herrn  Verfassers  erfahren  wir,  daüs  der  Druck  der  Eäder  eines  in  einer 
Kurve  fahrenden  Wagens  gegen  die  äufsere  Schiene  die  „Centrifugalkraft  im 
gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes^*^  ist,  und  dafs  diese  Kraft  ^^physikaliscfi 
existier^^     Einen  weiteren  AufschluTs  erhalten  wir  auf  p.  70: 

„An  dem  Eisenbahnwagen,  den  wir  betrachten,  können  alle  Kräfte,  die 
an  ihm  wirken,  nicht  im  Gleichgewicht  miteinander  stehen,  sondern  wir 
wissen  schon,  dass  sie  eine  Besultirende  ergeben  müssen,  die  die  Bichtungs- 
änderung  der  Bewegung  hervorruft.  Trotzdem  erscheint  es  aber  erwünscht, 
die  Aufgabe  auf  ein  Gleichgewichtsproblem  zurückzuführen.  Das  kann 
natürlich  nur  willkürlich  oder,  wenn  man  will,  gewaltsam  geschehen,  indem 
man  sich  noch  eine  Kraft  hinzudenkt,  die  in  Wirklichkeit  gar  nicht  vor- 
handen ist,  ...  sie  muss  die  Besultirende  aller  übrigen  Kräfte,  also  die 
Gentripetalkraft,  gerade  aufheben,  also  gleich  gross  und  entgegengesetzt 
gerichtet  mit  ihr  sein." 

Offenbar  ist  der  Eisenbahnwagen  bei  dieser  Auffassung  identisch  mit 
einem  materiellen  Punkte,  welcher  sich  auf  einem  festen  Kreise  mit  der 
konstanten  Geschwindigkeit  v  bewegt  Aus  dem  Beispiel  auf  p.  12  (Be- 
rechnung der  theoretischen  Schienenüberhöhung  in  Kurven)  geht  unzwei- 
deutig hervor,  dafs  diese  ^Jingiert^^^  Centrifugalkraft  mit  der  „physiJcaUsdi 
existierenden^^  identisch  ist. 

Unterscheidet  man  konsequent  zwischen  Massenbeschleunigung,  ein- 
geprägter Kraft  und  Syjstemreaction  —  wie  es  das  D'Alembertsche  Prinzip 
verlangt  —  so  fallen  von  vornherein  alle  Schwierigkeiten,  welche  die 
Gröfse  C  betreffen,  fort,  und  jede  weitere  Auseinandersetzung  kann  eher 
verwirrend  als  aufklärend  wirken. 

Die  Statik,  welche  im  ersten  Bande  auf  den  materiellen  Punkt  und 
das  einfache  starre  System  beschränkt  ist,  findet  im  zweiten  Bande  eine 
weitere  Ausgestaltung  mit  Bücksicht  auf  die  Seilpolygone,  die  Chasles- 
Möbiussche  Kräftereduktion,  das  ebene  und  räumliche  Fachwerk  und  die 
Theorie  der  Gewölbe.  Bei  dem  grofsen  Umfang  des  Stoffes  mufs  man  dem 
Geschick,  welches  der  Herr  Verfasser  in  der  Auswahl  der  Probleme  und 
der  Durchführung  derselben  bekundet,  unbedingte  Anerkennung  zollen. 
Vielleicht  hätte  das  Thema  der  Initialspannungen  —  wegen  seiner  prak- 
tischen Bedeutung  —  eine  etwas  eingehendere  Beachtung  verdient,  zumal 
da  dieses  Gebiet  in  den  letzten  Jahren  durch  mehrere  wertvolle  Arbeiten*) 
in  manchen  Punkten  gefördert  worden  ist. 

Der  dritte  Band  (Festigkeitslehre)  hat  in  zweiter  Auflage  mehrere 
gröfsere  Zusätze  erhalten,  welche  als  besondere  numerierte  Paragraphen  dem 
Texte  der  ersten  Auflage  eingefügt  wurden. 

§  22  a  enthält  allgemeine  Bemerkungen  über  Balken  aus  Gufseisen 
und  Stein,  worin  die  Giltigkeit  der  gewöhnlichen  Biegungsformeln  er- 
örtert wird. 


1)  M.  vergl.  etwa  die  Abhandl.  von  F.  H.  Cilley.     Sill.  Joum.  [4]  11.  1901. 

Zeitschrift  f.  Mathematik  n.  Physik.  47.  Band.  1902.   1.  u.  2.  Heft.  18 


274  Bücherschau. 

Die  §§  63a  und  63b  hat  bereits  Herr  Weingarten*)  einer  sach- 
lichen Kritik  unterzogen,  so  dafs  wir  uns  hier  einer  weiteren  Beurteilung 
enthalten  können. 

In  §  70a  wird  dem  Leser  mitgeteilt,  dafs  Herr  Prandtl  demnächst  auf 
Grund  der  mathematischen  Elastizitätstheorie  eine  Untersuchung  ^über  die 
Biegung  eines  gekrtbnmten  Stabes,  dessen  Querschnittsabmessimgen  von  gleicher 
Gröfsenordnung  mit  dem  Krümmungshalbmesser  sind^^,  veröffentlichen  wird. 

Der  letzte  Zusatz-Paragraph  70  b  berichtet  kurz  über  die  üntersnchung 
der  Spannungsverteilung  in  einer  durchlochten  Blechtafel  des  Herrn  Kirsch 
(Ztschr.  d.  V.  D.  Ing.  1898). 

Eine  sachliche  Erweiterung  hat  die  zweite  Auflage  der  Festigkeitslehre 
im  Vergleich  mit  der  ersten  nicht  erhalten,  da  die  eingeschalteten 
Paragraphen  teilweise  keinen  greifbaren  Inhalt  besitzen  oder  wie  die 
§§  63  a  und  63  b  ihren  Zweck  —  die  mathematische  Sicherstellung  der 
Castiglianoschen  Sätze  —  ganz  verfehlen. 

Wenn  auch  der  Techniker  auf  mathematisch  strenge  Lösungen  gern 
verzichtet  und  in  vielen  Fällen,  schon  wegen  der  Unzulänglichkeit  der 
analytischen  Methoden,  darauf  verzichten  mufs,  so  kann  man  doch  keines- 
wegs von  der  Forderung  abgehen,  dafs  in  einem  Lehrbuch  der  technischen 
Mechanik  ungenaue  oder  gar  falsche  Lösungen  eines  bestimmten  Problems 
als  solche  scharf  gekennzeichnet  werden.  Hierhin  gehört  die  Berechnung 
der  Spannungsverteilung  in  einem  rotierenden  Schleifsteine.  Im  §  30 
behandelt  der  Herr  Verfasser  die  Bestinmiung  der  Normal-  und  Tangen- 
tialspannung  in  einer  unendlich  langen  Röhre,  welche  einem  konstanten 
Flächendruck  auf  der  Innenseite  ausgesetzt  ist,  während  von  körper- 
lichen Kräften  abgesehen  wird.  Eine  Anmerkung  hierzu  (p.  327)  beginnt 
mit  dem  Satze:  „Ein  Schleifstein,  der  mit  grosser  Winkelgeschwindigkeit 
rotirt,  wird  in  ganz  ähnlicher  Weise  beansprucht,  wie  ein  dickwandiges 
Rohr*)  durch  einen  inneren  Ueberdruck."  Dem  Studierenden  wird  hier  eine 
starke  Phantasie  zugemutet,  um  die  nahe  Verwandtschaft  beider  Probleme 
einzusehen.  Jedenfalls  müssen  beim  rotierenden  Schleifstein  sowohl  die 
beiden  ebenen  Seitenflächen  als  auch  die  beiden  cylindrischen  Begrenzungen 
entsprechend  spannungsfrei  sein.  Diesen  Bedingungen  genügt  aber  die 
Partikularlösung  für  das  Böhrenproblem  keineswegs.  Ihre  willkürliche 
Übertragung  auf  den  Schleifstein  fOhrt  auf  eine  prinzipiell  falsche  Formel. 
Auch  der  Hinweis  auf  die  Versuchsresultate  des  Herrn  Grübler  (Ztschr. 
d.  V.  D.  Ing.  1897,  1899)  trägt  hier  nicht  das  Mindeste  zur  Klarstellung 
der  Frage  bei,  da  auch  die  in  den  Arbeiten  des  Herrn  Grübler  benutzten 
theoretischen  Gleichungen  die  Grenzbedingungen  nicht  einmal  annähernd 
erfüllen.  Die  einfache  Mitteilung  an  den  Leser,  dafs  das  Problem  der 
rotierenden  Scheibe,  trotz  der  mannigfachsten  Bemühungen,  keine  be- 
friedigende theoretische  Lösung  zugelassen  hat,  wäre  hier  zweifellos  be- 
lehrender gewesen,  als  der  oben  zitierte  Satz  und  die  darauf  folgenden 
Erörterungen  des  Herrn  Verfassers. 

Der  vierte  Band  (Dynamik)  giebt  uns  Veranlassung,  einige  Bemerkungen 

1)  Rezension  über  ,,Ang.  Föppl,  Vorlesungen  über  technische  Mechanik^. 
Archiv  d.  Math.  u.  Physik.  3.  Reihe.  Bd.  1.  p.  S42— 852.  1901.  M.  veigl.  auch 
die  sich  unmittelbar  daranschliefsende  Polemik  zwischen  Autor  und  Rezensent 

2)  Der  Zusatz  „von  unendlicher  Länge* ^  fehlt  im  Texte. 
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über  die  in  §  11  gegebene  Darstellung  des  D'Alembertschen  Prinzips  zu 
machen,  da  dieselbe  Ton  den  bisher  üblichen  mehrfach  abweicht. 

Indem  der  Herr  Verfasser  den  Vektor  der  äufseren  Erafb,  welche  auf 
einen  Punkt  des  Systems  mit  der  Masse  m  wirkt  durch  $  und  die  zu- 
gehörige Reaktion  mit  2^  bezeichnet,  nimmt  der  dem  D'Alembertschen 
Prinzip  eigentümliche  Drei -Vektoransatz  die  Form  an: 

mg-^^  +  i:^. 

Darauf  wird  ein  neuer  Buchstabe  ^  eingeführt  durch  die  Gleichung 

und  es  folgt  die  Bemerkung: 

„In  dem  Kunstgriffe,  das  dynamische  Problem  durch  ZufÜgung  der 
Trftgheitskräfte  ^  auf  ein  statisches  zurückzuführen,  besteht  der  Kern  des 
D'Alembertschen  Princips.  Freilich  wird  dieses,  wie  wir  alsbald  sehen 
werden,  häufig  oder  gewöhnlich  in  einer  analytischen  Form  ausgesprochen, 
die  den  wirklichen  Grehalt  des  Princips  nicht  so  deutlich  hervortreten  lässt." 

Die  obige  Drei -Vektorgleichung  heilst  jetzt: 

5ß  +  2:3  -f  $  =  0. 

Es  ist  ganz  selbstverständlich,  daCs  sich  die  drei  E^räfte  $,  Z^  und  ^  am 
Massenpunkte  m  des  Systems  das  Gleichgewicht  halten.  Ebenso  selbst- 
yerstandlich  ist  es,  daüs  sich  auch  alle  diese  Kräfte  am  ganzen  „Haufen^^ 
(System)  das  Gleichgewicht  halten.  Ganz  unverständlich  bleibt  es  aber, 
was  diese  trivialen  Wahrheiten  mit  dem  D'Alembertschen  Prinzip  zu  thun 
haben.  Leider  erfahren  wir  dies  auch  nicht  aus  dem  oben  zitierten  Satze 
des  Herrn  Verfassers,  in  welchem  der  Kern  des  D'Alembertschen  Prinzips 
offen  gelegt  werden  soll.  Dieser  Kern  steckt  nämlich  gar  nicht  in  dem 
Kimstgriffe  der  Einführung  eines  neuen  Buchstabens  für  die  negative  Massen- 
beschleimigung,  sondern  in  der  schlichten  Behauptung,  dafs  die  Reaktionen 
2^  für  alle  Massenpunkte  genommen  an  dem  gegebenen  System  im  Gleich- 
gewicht sind.  Diese  Bemerkung,  welche  nur  die  Reaktionen  2^  betrifft, 
hat  der  Herr  Verfasser  ganz  imterlassen  und  dadurch  den  Kern  des  Prinzips 
vollständig  verfehlt. 

Im  weiteren  Verlauf  der  Entwicklung  wird  die  geometrische  Summe 
über  das  ganze  System  gebildet  und  es  ergiebt  sich  die  Gleichung 

indem  HH^  =  0  gesetzt  wird.  Diese  Gleichungen  sind  richtig,  wenn  das 
betrachtete  System  vollständig  frei  ist,  was  aber  schon  in  dem  ersten  Bei- 
spiel (Pendel),  das  der  Herr  Verfasser  in  §  12  giebt,  nicht  zutrifft.  Aulser- 
dem  sind  dieselben  —  auch  filr  den  Fall  des  freien  Systems  —  kein 
adäquater  Ausdruck  des  D'Alembertschen  Prinzips,  sondern  führen  un- 
mittelbar zu  dem  Schwerpunktsatze,  dessen  Ableitung  offenbar  an  dieser 
Stelle  nicht  bezweckt  ist,  da  derselbe  erst  im  §  13  betrachtet  wird. 

Nach  dieser  mifslungenen  Einführung  des  D'Alembertschen  Prinzips 
heifst  es  weiter  (p.  110): 

„In   den   Lehrbüchern  der  analytischen  Mechanik  wird  das  D'Alem- 

18* 
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bertsche  Princip  gewöhnlich  durch  eine  Formel  ausgedrückt,  die  aus  dm 
vorausgehenden  Betrachtungen  (?)  folgt,  wenn  man  sie  in  Verbindung  mit 
dem  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  bringt^ 

Die  Verbindung  mit  dem  Lagrangeschen  Prinzip  wird  dann  anf  eine 
ganz  imgewöhnliche  Art  hergestellt,  da  sie  „aus  den  vorausgehenden  Be- 
trachtungen''  —  wie  wir  gesehen  haben  —  gar  nicht  gefolgert  werden 
kann.     Der  Herr  Verfasser  sagt  nämlich  weiter: 

„Der  Weg,  den  der  ins  Auge  gefasste  materielle  Punkt  hierbei  (d.  h. 
bei  der  virtuellen  Verschiebung)  zurücklegt,  sei  dd;  dann  ist  ffkr  jedes 
willkürUche  d^^) 

also  bei  üebertragung  der  Betrachtung  auf  den  ganzen  Punkthanfen 

da  sich  die  Arbeiten  der  inneren  Kräfte  im  vorliegenden  Falle  gegeneinander 
wegheben'." 

Die  erste  dieser  beiden  Formeln  ist  eine  nichtssagende  Identität,  die 
zweite  fär  „willkürliche"  6^  unrichtig,  da  unter  dieser  allgemeinen  Voraus- 
setzung über  die  Variationselemente  die  Gleichung 

2:(-S3)d»  =  0 

keineswegs  bestehen  kann,  sondern  ganz  wesentlich  an  die  Bedingung  ge- 
bunden ist,  dafs  die  d^  mögliche^  d.  h.  mit  der  Bewegungsfähigkeit  des 
materiellen  Systems  verträgliche,  unendlich  kleine  Verschiebungen  sind. 
Auf  solche  im  gegenwärtigen  Falle  allein  brauchbare  Variationen  wird  aber 
erst  in  der  weiteren  Darstellung  des  Herrn  Verfassers  aufinerksam  gemacht 
Er  macht  nämlich  auf  p.  111  mit  Bücksicht  auf  die  gewöhnlichen  Gleichungen 
der  analytischen  Mechanik 

(72)     4(x-«»g)*a.+  (r-mg)dy+(z-m^')*.]  =  0 

die  folgende  nachträgliche  Bemerkung: 

„In  der  analytischen  Mechanik  denkt  man  bei  der  Anwendung  von 
Gleich.  (72)  gewöhnlich  an  solche  virtuelle  Verschiebungen,  fär  die  die 
inneren  Kräfte  keine  Arbeit  leisten,  obschon  Gestaltänderungen  dabei  nicht 
ausgeschlossen  sein  sollen.  Man  kann  dies,  weil  man  die  Körper,  die  das 
System  oder  den  Punkthaufen  ausmachen,  nur  in  solcher  Weise  miteinander 
in  Verbindung  gebracht  denkt,  dass  bei  den  hierdurch  zugelassenen  Vei^ 
Schiebungen  der  Theile  gegeneinander  in  der  That  keine  inneren  Arbeiten 
geleistet  werden.  Um  dies  zum  Ausdruck  zu  bringen,  pflegt  man  za 
sagen,  dass  unter  den  in  Gleich.  (72)  auftretenden  Verschiebungskomponenten 
nur  solche  zu  verstehen  seien,  die  zwar  sonst  willkürlich,  aber  dabei  mü 
den  Stfstembedmgtmgm  verträglich  seien.  Immer,  wenn  dieser  etwas  un- 
bestinmite  Ausdruck  gebraucht  wird,  thut  man  gut,  in  Gedanken  dafür  ra 
setzen,  dals  üü^d^  gleich  Null  sein  soll." 

Warum   hat   der  Herr  Verfasser  diese   in  der  analytischen  Mechanik 

1)  Unter  d^  ist  offenbar  immer  ^r  zu  verstehen.  Wir  haben  aber  den  Teit 
unverändert  wiedergegeben. 
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allein  üblichen  —  mit  den  Sjstembedingnngen  verträgliohen  —  dS,  deren 
Wahl  doch  keiner  zufälligen  Konvention  entstammt,  sondern  durch  das 
Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  in  bestimmter  analytischer  Form 
yoUstandig  gegeben  ist,  sobald  man  überhaupt  die  Reaktionen  (^S)  elimi- 
nieren, d.  h.  zu  den  Bewegungsgleickungen  gelangen  will,  nicht  gleich  von 
Yomherein  dem  Leser  mitgeteilt?  Er  wäre  dann  nicht  ganz  am  Ende  der 
Darstellung,  sondern  —  was  einem  Lehrbuche  doch  jedenfalls  zum  Vorteil 
gereicht  —  gleich  am  Anfange  auf  den  wcüiren  Kern  des  D'Alembertschen 
Prinzips  gestofsen,  und  dem  Studierenden  würde  nicht  zugemutet,  sich  durch 
eine  ganze  Reihe  falscher  Vorstellungen,  welche  sich  ihm  möglicherweise 
entgegenstellen  können,  durchzuarbeiten,  ehe  er  zu  der  y^ewöhnlichen^^  und 
allein  richtigen  Auffassung  hingefOhrt  wird. 

D'Alembert  selbst  kannte  —  bei  der  Veröffentlichung  seines  Trait«  — 
das  Prinzip  der  virtuellen  Verschiebungen  nicht  und  war  deshalb  genötigt, 
die  elementaren  Gleichgewichtsgesetze  anzuwenden,  die  —  wie  der  Herr  Ver- 
fasser passend  hervorhebt  —  in  den  einfacheren  Fällen  auch  noch  heute 
üblich  sind. 

Für  den  Techniker  ist  übrigens  das  D'Alembertsche  Prinzip  in  der 
ersten  Lagrange'schen  Form: 

(A)  i($-mg|)*r  =  0, 

welche  mit  der  Gleich.  (72)  übereinstimmt,  nicht  bequem,  da  sie  die  oft 

mühsame  Bildung  der  zweiten  Derivierben  ^r,  verlangt. 

Weit  handlicher  ist  die  zweite  ebenfalls  von  Lagrange  (Mec.  anal. 
2.  ed.  Bd.  1.  p.  305  u.  f.)  gegebene  Formulierung: 

(B)  ü^dx  =  ^2;(»irdr)  -  iL, 

worin   t  »  ^    und  L   die   kinetische  Energie  des   Systems  bedeutet.     Sie 

wird  gewöhnlich  nur  zur  Herleitung  des  sogenannten  Hamilton  sehen 
Prinzips  benutzt,  ist  aber  in  der  vorstehend  angegebenen  Differentialform 
weit  brauchbarer  als  das  Zeitintegral 


0  =  C[iL  +  E^Sf^fit 


mit  seinen  —  für  die  Mechanik  —  nutzlosen  Minimaleigenschaften,  die 
auXserdem  die  Existenz  eines  Potentials  der  Kräfte  $  voraussetzen.  Diese 
letztere  Bedingung  ist  gerade  bei  technischen  Problemen  häufig  nicht  erfClllt. 
Hätte  der  Herr  Verfasser  die  Form  (B)  des  D'Alembertschen  Prinzips 
in  seinem  Lehrbuche  aufgenommen,  so  würde  die  weitere  Darstellung  der 
Kinetik  an  Durchsichtigkeit  und  Prägnanz  ungemein  gewonnen  haben.  Ins- 
besondere hätte  sich  der  ganze  dritte  Abschnitt,  der  in  ungewöhnlich  weit- 
läufiger Form  von  der  relativen  Bewegung  eines  Massenpunktes  handelt  und 
viele  seitenlange  Eechnimgen  erforderte,  auf  einige  Zeilen  zusammenziehen 
lassen.     Denn  da  man  schon  aus  dem  ersten  Bande  (p.  124)  die  Gröfse 
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keimt  (wir  setzen  die  Masse  m  =  l),  so  ergiebt  die  Gleich.  (B)  nach  Aus- 
fiihnmg  der  Differentiationen  nach  Xi  und  i:^  sofort  das  Besnltat 

x^+2  (oDji,  —  cojij)  —  w^Xi  +  ©1  (coiiTi  +  m^x^  +  m^x^)  =  X^,  etc. 

welches  für  einen  unveränderlichen  Wert  der  Winkelgeschwindigkeit  (©)  des 
rotierenden  Bezugssystems  die  relative  Bewegung  eines  Punktes  (x^,  x^,  jj) 
darstellt. 

Bei  Gelegenheit  der  Ausführungen  über  das  D'Alembertsche  Prinzip 
(p.  109)  weist  der  Herr  Verfasser  auf  ein  sehr  wichtiges  Problem  der  an- 
gewandten Mechanik  hin  mit  den  Worten: 

„In  der  Festigkeitslehre  werden  nämlich  die  Spannungen  und  Form- 
änderungen eines  ^elastischen  Körpers  gewöhnlich  nur  unter  der  Voraus- 
setzung untersucht,  dass  alle  daran  angreifenden  äusseren  Kräfte  im  Gleich- 
gewichte sind  und  dass  der  Körper  ruht.  In  der  Technik  muss  num  aber 
öfters  auch  Festigkeitsaufgaben  für  bewegte  Körper  lösen.  Hier  tritt  nun 
das  D'Alembertsche  Prinzip  als  stet«  bereites  Werkzeug  auf,  diese  Auf- 
gaben auf  solche  an  ruhenden  Körpern  zurückzuführen.'' 

Ein  solches  Problem  —  nämlich  die  Bestinmiung  der  Schwingungen 
von  „schnell  umlaufenden  Hängespindeln''  —  ist  im  §  28  durchgeführt, 
aber  merkwürdigerweise,  ohne  dafs  auf  die  Grundformeln  der  Belativ- 
bewegung,  aus  denen  doch  die  Differentialgleichungen  (142)  auf  p.  262  un- 
mittelbar —  d.  k  ohne  jede  Eechnung  —  folgen,  Bezug  genommen  ist. 
Allerdings  beginnen  die  Entwicklungen  Über  relative  Bewegung  erst  auf 
p.  289  des  vierten  Bandes.  Aber  eine  einfache  Umstellung  der  Reihenfolge 
des  Stoffes  hätte  die  mühsame  Ableitung  der  Differentialgleichungen  für  das 
elastische  Problem  erspart. 

Im  §  32  des  vierten  Abschnittes  (Dynamik  zusammengesetzter  Systeme) 
hat  der  Herr  Verfasser  versucht,  die  iJlgemeinen  Bewegungsgleichungen  von 
Lagrange 

/p\  d  dL       dL       y 

^^^  dt  dq,        dq,  ""  ^' 

auf  einem  Wege  herzuleiten,  der  von  Herrn  Weingarten  in  der  oben  an- 
geführten B^zension  (p.  348 — 349)  eingehend  kritisiert  ist,  und  deshalb  in 
der  vorliegenden  Besprechung  als  erledigt  betrachtet  werden  kann.  Wohl 
aber  werden  hier  eji^ge  Bemerkungen  über  die  Bedeutung  der  Lagrange- 
schen  Gleichungen  am  Platze  sein,  da  die  Ausführungen  des  Herrn  Ver- 
fassers  hierzu  Anlafs  bieten. 

Auf  p.  347  heilst  es:  „Wir  haben  wns  hiermU  überzeugt,  dass  das 
Hamütonsche  Prinzip  und  die  Lagra/ngeschen  Gleickwngen  im  Gnmde  ge- 
nommen dasselbe  aussagen.  Selbstverständlich  müssen  für  die  Gültigkeit  des 
einen  Satzes  auch  dieselben  Bedingungen  erfüllt  sein,  wie  für  die  des  anderen.^ 

Diese  Behauptungen  sind  unrichtig,  obwohl  sie  am  Schlüsse  einer 
längeren  Deduktion  stehen.  Denn  in  Wirklichkeit  besteht  zwischen  dem 
sogenannten  Hamilton  sehen  Prinzip 

t 

(D)  S  f{L-  V)dt^Q 

oder    der   hiermit   gleichwertigen   —   wenn    auch   etwas    allgemeineren   — 
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Formel  (B)  und  den  Lagrangeschen  Gleichungen  (C)  ein  ganz  prinzipieller 
Unteracfaied,  welcher  von  Lagrange^)  selbst  klargestellt  ist. 

Zunächst  ist  das  Bestehen  der  Gleichungen  (C)  an  die  Bedingungen 
ddqi  ^  ddqi  (p.  344)  gebunden,  d.  h.  die  Gröfsen  g^  müssen  unter  allen 
Umständen  Koordinaten  sein,  welche  die  Lage  des  zusammengesetzten 
Systems  "eindeutig  bestimmen.  In  der  That  bezeichnet  auch  der  Herr  Ver- 
fasser auf  p.  311  die  Gröfsen  q^  als  „allgemeine  Koordinaten"  und  hätte 
nach  dieser  exakten  Bemerkung  die  auf  p.  315  nachträglich  mitgeteilte  Be- 
dingung: „Vor  allem  müssen  die  Körper  wirklich  als  starr  betrachtet  werden 
dürfen"  weglassen  können,  da  sie  leicht  Mifsverständnisse  hervorruft,  zu 
denen  —  ohne  dieselbe  —  kein  Anlafs  vorliegt. 

Das  sogenannte  Hamilton  sehe  Prinzip  (D)  sowie  auch  die  Grund- 
gleichung (B)  sind  jedoch  keineswegs  an  die  Bedingung  ddqt  —  dSqt  ge- 
bunden und  bleiben  auch  noch  für  die  in  der  ,,technischen  Mechanik"  äufserst 
wichtigen  Betvegungen  mit  nicht  holonomen  Bedingungen  giltig.  Ihre  Richtigkeit 

und  Brauchbarkeit  bleibt  femer  bestehen,  wenn  statt  der  Gröfsen  g,  passend 

dd 
gewählte    kinetnatische  Gröfsen  —   wie    etwa    die  Komponenten   coi  =  -^y , 

GOj  =»  -^-* ,    ci>3  ==  -^    der    Winkelgeschwindigkeit    eines    rotierenden    starren 

Körpers  —  genommen  werden.  Bleiben  wir  bei  dieser  speziellen  Annahme, 
so  ist  natürlich  jetzt  nicht  mehr  Sdmt=^  dStUi^  sondern  es  bestehen  die  von 
Lagrange  aufgestellten  Beziehungen: 

Sde^  =  död^  +  do^se^  -  de^$e^ 
8d9^  =  döo^  +  öföj^öi  —  de^se^ 

deren  Benutzung  in  den  Gleich.  (D)  oder  (B)  zu  der  Euler  sehen  Gleichung 
für  die  Rotation  eines  starren  Körpers  fuhrt. 

Aus  diesen  Bemerkungen  erkennt  man  femer,,  dafs  die  von  dem 
Herrn  Verfasser  im  §  35  gegebene  Ableitung  der  Gleich.  (D)  —  also  des 
sogenannten  Hamiltonschen  Prinzips  —  unzulässig  ist,  da  sie  das  „Prinzip" 
einer  Beschränkung  (döqi=  ödqi)  unterwirft,  die  den  wahren  Sachverhalt 
verdunkelt  und  die  Gültigkeitsgrenzen  unnützerweise  verengt. 

Gerade  der  Umstand,  dafs  die  Formeln  (B)  und  (D)  auf  weit  all- 
gemeinerer Grundlage  beruhen  als  die  Lagrangeschen  Gleichungen  (0) 
macht  sie  dem  Physiker  und  Techniker  so  aufserordentlich  wertvoll. 

Die  vorstehenden  Ausführungen  zeigen  zur  Genüge,  dafs  der  Verfasser 
bei  dem  gewifs  berechtigten  Versuche,  die  allgemeinen  Prinzipien  von  der  her- 
gebrachten abstrakten  —  und  häufig  allzu  schematischen  —  Herleitungsweise 
unabhängig  zu  erfassen  und  unmittelbarer  verständlich  zu  machen,  nicht 
immer  glücklich  gewesen  ist. 

Wir  sind  aber  überzeugt,  dafs  Herr  Föppl  es  nicht  unterlassen  wird,  die 
betreffenden  Teile  seiner  „Vorlesungen  über  technische  Mechanik"  nach  dieser 
Richtung  hin  einer  gründHchen  Umarbeitung  zu  unterziehen.  Alsdann  würde  auch 
der  anerk^nte  Wert  der  mannigfachen  anregenden  Anwendungen,  insbe- 
sondere auch  der  gröfseren  Probleme,  deren  Verständnis  eine  sichere  Kenntnis 
der   allgemeinen  Prinzipien   voraussetzt,  noch   wesentlich   erhöht   erscheinen. 

Berlin.  K.  Heun. 

1)  Mec.  anal.  2.  ed.    Bd.  2.   p  238 
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Heinrich  Weber^  Die  partiellen  Differentialgleichnngen  der  mathe- 
matisclien  Physik.  Nach  Biemann's  Vorlesnngen  in  vierter  Auflage 
neu  bearbeitet.  Braunschweig  1901,  Fr.  Vieweg  u.  Sohn,  XI  u.  527  S. 
Preis:  geh.  10  Mk.,  geb.  11,60  Mk. 

Über  die  Gesamtanlage  dieses  klassischen  Werkes  der  mathematischen 
Physik  ist  bereits  gelegentlich  der  Besprechung  des  ersten  Bandes  berichtet 
worden.  Der  vorliegende  zweite  Band  enthält  gleich  dem  ersten  eine  rein 
mathematische  Einführung,  die  sich  aber  hier  wesentlich  auf  die  Theorie 
der  gewöhnlichen  linearen  Differentialgleichungen  bezieht;  die  übrigen  Bücher, 
aufser  einem  ganz  neu  hinzugekommenen,  welches  die  elektrischen  Schwin- 
gungen betrifft,  sind  auf  dem  durch  die  drei  letzten  Abschnitte  der  Hatten- 
dorf sehen  Ausgabe  geschaffenen  Boden  aufgewachsen.  Ein  alphabetisches, 
sich  auch  auf  den  ersten  Band  erstreckendes  Sachregister  ist  am  SchluTs  des 
ganzen  Werkes  angefügt. 

Von  den  fünf  Büchern  handelt  das  erste,  betitelt:  „Hilfsmittel  ans  der 
Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen",  von  den  linearen  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung.  Da  die  neueren  funktionentheoretischen 
Methoden  „in  der  Physik  noch  keine  Anwendung  gefunden  haben",  so  stützen 
sich  die  mitgeteilten  Untersuchungen  hauptsächlich  auf  die  älteren  Methoden 
von  Euler,  Gauss,  Kummer,  „auf  die  man  zurückgreifen  mufs,  wenn  es 
sich  um  wirkliche  zur  Berechnung  geeignete  Darstellungen  handelt'S  Die 
ersten  drei  Abschnitte  dieses  Buches  sind  der  Differentialgleichung  der  hyper- 
geometrischen Beihe  und  den  verwandten  Gebieten,  der  Gaufsschen  iT-Funktion 
und  der  Bie  mann  sehen  Funktion 

gewidmet.  Der  vierte  Abschnitt,  „Oscillationstheoreme"  betitelt,  untersucht 
die  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  in  Bücksicht  auf  die 
EHassifikation  der  Integrale  nach  dem  Vorzeichen  der  Invariante,  im  besonderen 
diejenigen  Integrale,  welche  bei  positiver  Invariante  unendlich  viele  Null- 
stellen besitzen.  Doch  ist  zu  bemerken,  dafs  dabei  auf  die  Eigenschaften 
der  Invariante  selbst,  wie  sie  von  H.  A.  Schwarz  und  A.  Cayley  unter- 
sucht worden,  nicht  weiter  eingegangen  wird. 

Das  zweite  Buch,  „Wärmeleitung",  zertällt  in  drei  Abschnitte:  ,^c 
Differentialgleichungen  der  Wärmeleitung",  „Probleme  der  Wärmeleitung,  die 
nur  von  einer  Coordinate  abhängig  sind",  „Wärmeleitung  in  der  Kugel".  Es 
schliefst  sich  im  allgemeinen  an  die  Hat tendorf sehe  Ausgabe  der  Rie- 
mann  sehen  Vorlesung  an;  von  den  neu  hinzugefüg^n  Kapiteln  sei  erwähnt 
das  Problem  des  Vordringens  des  Frostes,  mitgeteilt  nach  einer  Königsberger 
Vorlesung  von  Franz  Neumann. 

Eine  wesentliche  Erweiterung  gegen  die  früheren  Ausgaben  hat  das 
dritte  Buch,  „Elasticitäts-Theorie",  erfahren.  Während  dort  nur  die  Theorie 
der  Schwingungen  betrachtet  wird,  findet  der  Leser  hier  in  sieben  Abschnitten 
ein  Kompendium  der  Mechanik  der  elastisch  deformierbaren  Körper:  All- 
gemeine Elasticitäts-Theorie,  statische  Probleme,  insbesondere  die  Theorie 
von  Saint- Venant,  Druck  auf  eine  elastische  Unterlage;  im  letzten  Ab- 
schnitt wird  das  vor  einigen  Jahren  von  Herrn  Boussinesq  untei^ 
suchte    Problem    des    Gleichgewichts    eines    von    einer    unendlichen   Ebene 
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begrenzten  Körpers  und  eines  schweren  Körpers  auf  einer  elastischen  Unter- 
lage nach  der  Fourier sehen  Methode  der  partikularen  Lösungen  behandelt. 
Es  folgen  drei  ausführlicher  gehaltene  Abschnitte  über  die  Schwingungstheorie, 
betitelt:  Bewegung  der  gespannten  Saiten,  die  Riemannsche  Integrations- 
methode, Schwingungen  einer  Membran.  Die  hier  mitgeteilte  Integrations- 
methode ist  diejenige,  welche  Riemann  in  seiner  Abhandlung  „Über  die 
Fortpflanzung  ebener  Luftwellen  von  endlicher  Schwingungsweite^^  angewendet 
hat,  und  die  später  wohl  wesentlich  durch  die  Forschungen  P.  du  Bois- 
Reymonds  weiter  ausgebaut  worden  ist.  (Man  vgl.  z.  B.  6.  Darboux, 
Theorie  generale  des  Surfaces,  liv.  4,  chap.  4.)  Den  Beschlufs  des  Buches 
bildet  ein  Abschnitt:  Allgemeine  Theorie  der  Differentialgleichung  der  schwin- 
genden Membran,  welcher  zunächst  die  Hauptsätze  der  Theorie  des  loga- 
rithmischen Potentials,  sodann  die  auf  die  Integration  der  Gleichung 

Ju  +  ifc*M  =  0 

bezüglichen  Sätze,  die  harmonischen  Funktionen,  die  Entwickelung  nach 
harmonischen  Funktionen  giebt. 

Das  vierte  Buch,  „elektrische  Schwingungen^,  ist  der  Natur  der  Sache 
entsprechend  ganz  neu  hinzugekommen.  Es  zerfällt  in  drei  Abschnitte: 
elektrische  Wellen,  lineare  elektrische  Ströme,  Reflexion  elektrischer  Schwin- 
gungen. Die  auf  den  Maxwellschen  Grundlagen  basierten  Untersuchungen 
krystallisieren  sich  in  den  beiden  ersten  Abschnitten  um  die  Integration  der 
sogenannten  Telegraphengleichuug 

welche  für  die  Fortpflanzung  ebener  gedämpfter  Wellen  in  einem  unbegrenzten 
Medium  gilt.  Im  letzten  Abschnitt  wird  zunächst  die  Reflexion  ebener  Wellen 
behandelt,  sodann  aber  die  Integration  der  Maxwellschen  Gleichungen  in 
einem  beliebigen  Felde  für  periodische  Lösimgen  und  unter  bestimmten  An- 
nahmen über  die  Leitfähigkeit,  die  Dielekrizitätskonstante  und  die  Permeabilität 
durchgeführt. 

Im  fünften  Buch  „Hydrodynamik"  wird  nach  einer,  die  allgemeinen 
Grundlagen  betreffenden  Einleitung  in  zwei  Abschnitten  die  Bewegung  eines 
starren  Körpers  in  einer  Flüssigkeit  untersucht.  Von  den  zahlreichen 
Erweiterungen,  welcher  dieser  Teil  durch  die  Neubearbeitung  erfahren  hat, 
interessiert  besonders  die  Bewegung  eines  Ringes  mit  kreisförmigem  Quer^ 
schnitt;  eine  Andeutung  der  Lösung  dieses  Problems  hatte  Riemann  schon 
in  seinen  Vorlesimgen  1860/61  gegeben;  partikulare  Integrale  der  Differential- 
gleichung der  Aufgabe  lassen  sich  durch  die  P-Funktion  von  sieben  Argu- 
menten darstellen.  Mechanische  Probleme  aus  diesem  Teil  der  Hydrodynamik 
(gedämpftes  Pendel,  Geschofsbewegung)  werden  eingehender  erörtert.  Nach 
einem  vierten  Abschnitt:  Unstetige  Bewegung  von  Flüssigkeiten,  folgt  ein 
Kapitel  über  die  Fortpflanzung  von  Stöfsen  in  einem  Gase,  in  welchem  die 
Bie  mann  sehe  Theorie  der  Verdichtungsstöfse  mitgeteilt  wird;  bei  dieser 
Gelegenheit  wird  auch  der  von  Lord  Rayleigh  erhobene,  die  scheinbare 
[Nichterfüllung  des  Energiegesetzes  betreffende  Einwand  untersucht. 

Das  Buch  beschliefst  mit  einem  Abschnitt  über  die  Luftschwingungen 
mit  endlicher  Amplitude.    Wie  bereits  oben  erwähnt,  ist  die  Riemannsche 
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Untersuchung  dieses  pfeyjJrjvliBchen  Problems  der  Ausgangspunkt  einer  wicli- 
tigen  Methode  zur  Integration  Imtmter  |>artieller  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  geworden.  Eiemanns  Arbeit  Belfast  ürfwiat  wvsni^ 
bekannt  geblieben  zu  sein;  um  so  mehr  ist  es  zu  begr&Isen,  dafs  ihre  Ergebnisse 
im  Zusammenhang  mit  anderen  Untersuchungen  Biemanns  auf  verwandten 
Gebieten  dem  mathematischen  Leser  bequem  zugänglich    gemacht    werden. 

Charlottenburg.  Budolf  Bothe. 

F.  MV.  Gedicus.     Kinetik,   Beiträge  zu  einer  einheitlichen  mecha- 
nischen Grundanschaunng.     Wiesbaden  1901. 

In  der  vorliegenden  Schrift  wird  —  im  Gegensatz  zu  den  bisherigen 
Begriffsbestimmungen  der  Mechanik  —  der  Ausdruck  Umv  statt  jUmc^ 
als  kinetische  Energie  bezeichnet.  Die  Gleichung  2m  v  =  const.,  worin  for 
die  V  ungerichtete  Werte  zu  nehmen  sind,  tritt  als  Grundsatz  einer  neuen 
kinetischen  Theorie  auf.  Demnach  gilt  auch  für  die  Eomponentenzerlegung 
nach  rechtwinkligen  Achsen  die  Erhaltungsgleichung 

Um  Vx  +  £mvy  +  ZmVg  =  const. 

Der  Hr.  Verf.  kennzeichnet  seine  Stellung  zur  Energetik  femer  mit 
dem  Ausspruche:  „Es  kann  gar  keine  Bede  davon  sein,  dafs  ^mi;^«  const. 
der  Ausdruck  einer  wahren,  vollkommenen  Erhaltung  sei.  Ohne  den  Zu- 
sammenhang mit  dem  oben  angegebenen  Grundgesetz,  aus  welchem  d^ 
Ausdruck  hergeleitet  (?)  ist,  vermag  er  überhaupt  keinen  mechanischen  Vor- 
gang eindeutig  zu  bestimmen.^^ 

Dagegen  stellt  Emv  „in  eindringlichster  Weise^^  den  wahren  Wert  der 
Energie  dar. 

Da  der  gewählte  Ausgangspunkt  den  ganz  eigentümlichen  Standpunkt 
hinreichend  kennzeichnet,  so  kann  hier  von  einem  weiteren  Eingehen  in  den 
Ideengang  des  Herrn  Verfassers  abgesehen  werden. 

Berlin.  K  Heun. 


Alois    Indra^    k.    und   k.    Artillerie -Oberst,    Die    wahre    Geetalt   der 
Spannnngskorve.     Wien,  Verlag  von  B.  von  Waldheim.     1901. 

Unter  obigem  Titel  veröffentlicht  Indra  den  Sonderabdruck  einer  Reihe 
von  Abhandlungen  aus  den  letzten  Jahrgängen  der  Wiener  „Mittheilungen 
über  Gegenstände  des  Artillerie-  und  Geniewesens".  Er  versucht  in  den- 
selben auf  Grund  zumeist  bekannter  Versuche  von  Uchatius,  Sebert, 
Zabudski  u.  a.  sowie  unter  Benutzung  eigener  Ermittelungen  Gleichungen 
herzuleiten,  mittels  deren  es  gelingen  soll,  den  wirklichen  Verlauf  der  Gas* 
druckkurven  in  Geschützen  und  Gewehren  zur  Darstellung  zu  bringen. 

Das  Werk  besteht  hierzu  aus  zwei  Hauptteilen.  Der  erste  will  den 
Nachweis  fOhren,  dafs  die  Gasdruckkurve  in  Wirklichkeit  in  periodischai 
Schwankungen  verläuft  und  als  solche  mit  ihren  Ableitungen  durch 
Bes  sei  sehe  (G7linder-)Fun]dionen  zur  Darstellung  gebracht  werden  kann. 
Der  zweite  giebt  für  einen  mittleren  Verlauf  der  Druckkurve  eine  neue 
Zustaildsgleichung    der    Pulvergase.     Eingeschaltet    ist   noch    eine    Unter- 
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suchung  über  die  Zuverlässigkeit  der  Gasdruckmessungen  mit  Hilfe  des 
Meifsel-  und  des  Stauchapparates  sowie  die  Entwickelung  einer  Theorie 
über  die  Verbrennung  des  Pulvers,  insbesondere  über  die  Abhängigkeit 
der  Verbrennungsgeschwindigkeit  von  den  verschiedenen  sie  beeinflussenden 
Faktoren. 

Vom  rein  theoretischen  Standpunkt  aus  sind  die  In  draschen  Unter- 
suchungen von  hohem  Interesse,  zumal  dadurch,  dafs  sie  es  zum  ersten 
Male  ermöglichen,  eine  Reihe  von  Vorgängen  beim  SchuTs  auch  rechnerisch 
zu  beleuchten.  Das  Interesse  wird  dadurch  nicht  vermindert,  dafs  es  stellen- 
weise fraglich  erscheint,  ob  bei  den  zur  Entwickelung  und  Prüfung  der 
neuen  Theorieen  herangezogenen  Beispielen  die  vorhandenen  Fehlerquellen 
des  Versuches  gebührend  berücksichtigt  wurden  und  ob  nicht  etwa  in  An- 
betracht dieser  Fehlerquellen  etwas  zu  weit  gehende  Berechnungen  angestellt 
worden  sind.  Dies  dürfte  auch  für  eine  praktische  Verwendung  der  Her- 
leitungen zu  berücksichtigen  bleiben,  uihsomehr,  als  ja  neuerdings  für  die 
Praxis  zwar  nur  empirisch,  aber  doch  mit  anscheinend  völlig  ausreichender 
Zuverlässigkeit  ermittelte  Darstellungsweisen  zur  Verfügung  stehen,  welch 
letztere  allerdings  Indra  bei  der  ersten  Veröffentlichung  seiner  Untersuchungen 
noch  nicht  alle  bekannt  sein  konnten. 

Wenn  daher  auch  das  gestellte  Problem  nur  in  soweit  gelöst  erscheint, 
als  ^die  wahre  Gestalt  der  Spannungskurve^  mit  einem  gröfseren  Grade  der 
Annäherung  als  bisher  zur  Darstellung  gebracht  wird,  so  bedeuten  doch  die 
In  draschen  Untersuchungen  jedenfalls  einen  bedeutsamen  Schritt  vorwärts 
in  der  Lösimg  der  Fragen  der  inneren  BalHstik  und  dürften  auch  in  Bezug 
auf  die  Mechanik  der  Gase   von  nicht  zu  unterschätzendem  Interesse  sein. 

Hh. 
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Von  Prof.  Dr.  E.  Wölfping  in  Stuttgart. 

Unter  diesem  Titel  werden  die  Abhandlungen  aus  dem  Gebiet  der  angewandten 
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Argentina  ^  Buenos  Ayres  60 — 61. 
A.S.B.  AnnaJes  de  la  Sociätä  Scientifique 

de  Bruxelles  26. 
A.S.B.A.   Annuaire  publik  par  la  Socidtä 

beige  d'astronomie  6. 
A.S.d.   Archives  des  sciences  physiques 

et  naturelles  de  Gen^ve  4  s^rie  10— 

11. 
A.T.   Annales  de  la  facult^  de  Toulouse 

2  s^rie  2—3. 
A.T.P.B.  Annales  des  travaux  publiques 

de  Belgique,  Bruxelles  6. 
A.U.€f.   Annales  de  TUniversit^  de  Gre- 

noble  13. 
A.U.Kh.  Annalen  der  E.  E.  Universität 

Charkow  4. 
A.U.J.    Acta   et  Commentationes   Imp. 

üniversitatis  Jurievensis,  Juriev  1900 

bis  1901. 

A.  W.  P.  Archiv  fOr  wissenschaftliche  Pho- 
tographie, Halle  2. 

B.A.   Bulletin  astronomique  17-18. 
B.A.B.    Bulletin  de  TAcad^mie  Royale 

de  Belgique,  Bruxelles  1900. 
B.A.C.B.   Boletin  de  la  Real  Academia 

de    Ciencias    y   Artes    de  Barcelona 

8  Serie  1, 

B.  A.  Co.  Oversigt  over  de  E.  Danske  Yi- 
denskabemer  Selskabs  Forhandlinger, 
Ejöbnhavn  1900. 

B.  A.P.  Sitzungsberichte  der  E.  E.  tsche- 
chischen Akademie,  Prag  9. 

B.C.  Bolletino  di  matematiche  e  di 
scienze  fis.  e  naturali,  Bologna  2. 

B.D.  Bulletin  des  Sciences  math^mati- 
ques,  Paris  2  s^rie  26. 

B.G.C.  Bolletino  delle  sedute  dell'  Acca- 
demia  Gio&nia  di  Catania  66. 

B.I.C.  Bulletin  international  de  Craco- 
vie  1901. 

B.M.  Bibliotheca  mathematica,  Leipzig 
3.  Serie  2. 

B.M.R.J.  Boletim  mensal  do  observa- 
torio  do  Rio  de  Janeiro  1900. 

B.R.A.G.  Bulletin  der  Russ.  Astrono- 
mischen Gesellschaft  8. 

B.S.A.F.  Bulletin  de  la  Soci^t^  Astro- 
nomique de  France,  Paris  14. 

B.S.B.  Bulletin  de  la  Sociätö  Scienti- 
fique de  Boucarest  9. 

B.S.B.A.  Bulletin  de  la  Sociät^  beige 
d' Astronomie,  Bruxelles  6. 


B.  S.  C.  P.  Bulletin  de  la  Soci^  Chimique 

de  Paris  3  särie  26. 
B.S.M.F.   Bulletin  de  la  Soci^t^  Mine- 

ralogique  de  France,  Paris  1900. 
B.S.y.   Bulletin  de  la  Soci^tä  Yaudoise 

des  Sciences  naturelles  de  Lausanne  37. 
B.S.W.    Bulletin    of  the   PhüoBophical 

Society  of  Washington  14. 

B.  U.  K.  Nachrichten  der  Universität  Eiew 
1900—1901. 

B.y.A.S.  Ofversigt  af  E.  Yetenskaps- 
Akademiens  FOrhandlingar ,  Stock- 
holm 67. 

C.  Öasopis,  Prag  30. 

C.A.A.  Yerslagen  der  zittingen  der  E. 
Akad.  van  Wetenschappen,  Amster- 
dam 9. 

C.A.E.  Centralblatt  für  Akkumulatoren- 
und  Eiementenkunde ,  Halle  1. 

C.L.  La  Corrispondenza ,  Livomo  1900 
bis  1901. 

CR.  Comptes  Rendus  hebdomadaires 
des  Säances  de  TAc.  des  Scienoea, 
Paris  132—133. 

D.M.   Der  Mechaniker  9. 

D.y .  M.  Jahresbericht  der  Deutschen  Ma- 
thematikervereinigung, Leipsdg  10. 

D.Y.Z.  Deutsche Yersichertingsseitschriilv 

Berlin  42. 
E.£.    L'^lairage   ^lectrique,   Paris  23 

bis  27. 
E.  M.      L'enseignement     math^matiqne, 

Paris  3. 
E.M.  W.  The  English  mechanic  and  world 

of  science,  London  72. 
E.N.   Engineering  News  43 — 44. 
E.P.     £fektri6estvo,    Petersburg    1900 

bis  1901. 
E.R.   Electrical  review  1900. 
6.M.B.  Gaceta  matematica  Bucoresci  7. 
H.H.   Hansa,  Hamburg  37. 
L  L.  Publications  de  TLtiBtitut  de  Luxem- 

bourg  26. 
LM.  Llnterm^airedesMath^aticiens, 

Paris  8. 
J.F.L  Journal  of  the  Franklin  Institution, 

Philadelphia  160. 
J.  6.  Journal  des  gäometres,  Paria  6  s^rie  3. 
J.H.U.C.   John  Hopkins  University  Cir- 

culars^  Baltimore  20. 
J.  L  A.   Journal  of  the  Listitute  of  actua- 

ries,  London  36. 
J.LE.E.    Journal    of   the  Listitute    of 

electrical  engineers,   London  30 — 32, 
J.M.    Journal  de  Mathdmatiques  pures 

et  appliquäes,  Paris. 
J.P.  Journal  de  physique,  Paris  Ss^e  10. 
J.  P.  C.  The  Journal  of  Physical  Chemistrj. 

Ithaca  4 — 6. 
J.R.M.S.    Journal  of  the  Royal  Micros- 

copical  Society,  London  1901. 


Abhandlungsregister  1900 — 1901. 


289 


J.R.P.C.€f.   Journal  der  Russ.  physico- 

chemischen   Gesellschaft,    Petersburg 

32—33. 
J.S.M.    Jomal   del  Sciencias   mathema- 

ticas  e  astronomicas,  Porto  14. 
J.  U.  S.  A*  Journal  of  the  United  States  Ar- 

tille^,  Fort  Munroe,  Virg.  1900—1901. 
K.L.   Kosmos,  Lemberg  25. 
K.Z.  Eriegstechnische  Zeitschrift,  Berlin 

1900—1901. 
L.E.   L*Elettricista,  Roma  9. 
M.  A.  Mathematische  Annalen,  Leipzig  56. 
M.A.B.  Abhandlungen  der  Kais,  tschech. 

Akademie,  Prag  1900. 
M.A.6.   Mitteilungen  über  Gegenstände 

des  Artillerie-  und  Geniewesens,  Wien 

1900—1901. 
M.A.G.S.  Mitteilungen  aus  dem  Gebiete 

des  Seewesens,  Pola  28. 
M.A.T.  Memorie  della  R.  Accademia  di 

Torino  50. 
M.C.  M^oires  de  la  Soci^tä  nationale 

des  Sciences  naturelles  et  math^ma- 

tiques  de  Cherbourg  31. 
M.  Cf.B.   Mitteilungen  der  naturforschen- 
den Gesellschaft,  Bern  1900. 
M.H.   Monatshefte  für  Mathematik  und 

Physik,  Wien  12. 
M.M.   The  Messenger  of  Mathematics  80. 
M.  M.  G.  I.  Mitteilungen  des  Milit&rgeogra- 

phischen  Institute,  Wien  1900. 
M.M.A.S.    Monthly  Notices   of  the   R. 

Astronomical  Society,  London  60. 
M.P.A.   Le  matematiche  pure  ed  appli- 

cate,  Cittä  di  Gastello  1. 
M.P.LC.E.    Minutes   of  proceedings   of 

the    institution    of    civil    engineers, 

London  1900. 
M.P.L.  Mathematikai  ^s  physikai  lapok, 

Budapest  9. 
M.P.N.M.    Abhandlungen   der  physika- 
lischen Klasse  von  Frounden  der  Natur- 
wissenschaft, Moskau  1900. 
M.P.O.    Snaczinskis   Bote    der  Experi- 

mentalpnysik  und  elementaren  Mathe- 
matik 24—26. 
M.8.B.     M^moires    de    la    Soci^t^    des 

Sciences   physiques   et  naturelles  de 

Bordeaux  5  s6rie  5. 
M.S.O*  E.yeten8kaps  ochVitterhetssam- 

hälles  Handlingar,  Göteborg  4  Serie  3. 
M.S.L.   M^oires  de  la  Sociätä  Royale 

des  Sciences  de  Liäge  3  s^rie  2 — 8. 
M.S.Q.   Le  Moniteur  Scientifique,  Paris 

1900. 
M.  S.S.L     Memorie    della    Societä.    dei 

Spettroscopisti  italiani,  Catania  28 — 29. 
M*T.£.  Mathematikai  ^s  term^szettudo- 

manyi  ^rtesitö,  Budapest  17—18. 
M.U.K*    Denkschriften    der   Universität 

Kiew  41. 


M.U.Ks.  Denkschriften  der  Universität 
Kasan  4. 

M.U.W.  Warschauer  Universitätsnach- 
richten, Warschau  1900. 

M.V.A.P.  Mitteilungen  der  Vereinigung 
der  Freunde  der  Astronomie  und  kos- 
mischen Physik,  Berlin  1900. 

M.y.T.  Mitteilungen  des  Verbands  der 
Csterreich-ungarischen  Versicherungs- 
techniker, Wien  1 — 5. 

M.W.R.  Monthly  Weather  Review,  Was- 
hington 28. 

M.jT.R.M.  Memorias  y  Revista  de  ia  So- 
ciedad  Gientifica  „Antonio  Alzate^^, 
Mejico  15. 

M.Z.  Meteorologische  Zeitschrift,  Wien 
18. 

M.  Z.  P.  Marine  -  Zeitschrift ,  Petersburg 
297—300. 

N.   Nature,  London  63—64. 

N.A.  Nouvelles  Annales  de  Math^mati- 
ques  4  Särie  1. 

N.C.P.  D  Nuovo  Cimento,  Pisa  4  serie 
11—12;  5  serie  1. 

N.  J.M.  Neues  Jahrbuch  für  Mineralogie, 
Geologie  und  Paläontologie,  Stutt^irt 
1900—1901. 

N.L.M.  Memorie  dell'  Accademia  Ponti- 
ficia  de'  Nuovi  Lincei  16. 

N.M.L.   Nautical  magazine,  London  69. 

N.M.N.  Nyt  Ma^zin  for  Naturvidenska- 
beme,  Christiania  1900. 

N.R.  Naturwissenschaftliche  Rundschau, 
Braunschweig  16. 

0.   The  Observatory,  London  23. 

Ö.M.Ö.ffi.  österreichische  Monatsschrift 
für  den  öffentlichen  Baudienst  1900. 

Ö.V.Z.  Osterreichische  Versicherungs- 
zeitung, Wien. 

P.   Prometheus,  Berlin  11. 

P.A.  Populär  Astronomy,  Northfield 
Minn.  8. 

P.A.A.  Proceedings  of  the  American 
Association  for  the  advancement  of 
science,  Salem  49. 

P.A.B.  Veröffentlichungen  (Glas)  der  K. 
Serbischen  Akademie,  Belgrad  59. 

P.A.Bo.  Proceedings  of  the  American 
Academy  of  Science,  Boston  36. 

P.  E.  M.  S.  Proceedings  of  the  Edinburgh 
Mathematical  Society,  Edinburgh  19. 

P.6.M.  Petermanns  geographische  Mit- 
teilungen, Gotha  1900. 

P.L.M.S.  Proceedings  of  the  London 
Mathematical  Society  32. 

P.M.  Philosophical  Magazine,  London 
5  series  1. 

P.M.  J.M.  Physiko-mathematisches  Jahr- 
buch, MosKau  1. 

P.M.R.  Periodico  di  Matematica,  Roma 
2  serie  3. 
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P.O.C.  Pubblicazioni  deir  Osservatorio 
private  di  Collnrania  2. 

PoLM.   n  Politecnico,  Milane  1900. 

P.P.S.E.  Preceedings  of  the  Fbjsical 
Seciefy  ef  Edinburgh  1900. 

P.P.S.L.  Preceedings  of  the  Physical 
Seciety  ef  Lenden  17. 

P.R.   The  Physical  Review  10—13. 

P.R.S.E.  Preceedings  ef  the  Reyal  So- 
ciety ef  Edinburgh  23. 

P.R.S.L.  Proceedi]^  of  the  Royal  So- 
ciety ef  London  68. 

P.  S.  B.  Proc&s-verbanx  de  la  Soci^t^  des 
Sciences  de  Bordeaux  1899—1900. 

P.Z.  Physikalische  Zeitschrift,  GOttin- 
gen  2. 

Q.J.  The  Quarterly  Journal  of  Mathe- 
matics,  London  31 — 32. 

Q.J.M.S.  The  Quarterly  Journal  of  the 
Meteorological  Society,  London  26. 

R.A.   Revue  d' Artillerie,  Paris  1900. 

R.A.B.  Revue  de  Tarm^e  beige,  Li^ge 
1900. 

R.A.G.  Rivista  di  artigleria  e  genio, 
Roma  1900—1901. 

R.A.J.  Russisches  Artilleriejoumal,  St. 
Petersburg. 

R.A.L.R.  lUndiconti  della  Reale  Acca- 
demia  dei  Lincei,  Roma  6  serie  10. 

R.A.N.  Rendiconti  della  Reale  Acca- 
demia  di  Napeli. 

R.B.A.  Reports  of  the  Britisch  Associa- 
tion for  the  advancement  of  science 
70. 

R.C.O.S.  Annual  reports  of  the  Supe- 
rintendent of  the  U.  S.  Coast  and  Geo- 
detic  Survey,  Washington  67. 

R.C.LP.  Rapports  du  congr^s  internatio- 
nal de  physique,  Paris  1 — 3. 

R.C.L.   Revista  de  Ciencias,  Lima  4. 

R.C.M.P.  Rendiconti  del  Circelo  Mate- 
matico  di  Palermo  15. 

R.F.M.  Rivista  di  Fisica,  Matematica  e 
Scienzi  naturali,  Pavia  3 — 4. 

R.O.M.  Revue  du  g^nie  militaire,  Paris 
1900. 

R.G.O.  Revue  gän^ale  des  Sciences, 
Paris  11—12. 

R.LL.  Rendiconti  dell'  Istituto  Lom- 
barde, Milane  33—34. 

R.M.   Rivista  di  Matematica,  Tonne  7. 

R.M.B.  Revista  maritima  Brazileira,  Rio 

de  Janeiro  36. 
R.M.M.F.    Revue   maritime,   Paris   146 

bis  146. 
R.M.R.   Rivista  marittima,  Roma  1900. 
R.T.   La  rivista  tecnica  1. 
R.T.C.     Rivista    topografica    e   catasto 

12—18. 
R.T.M.   Revista  trimestral  de  Ciencias, 

Valencia  1. 


R.W.L.y.  Zeitschrift  des  Rheinisch-West- 
phäUschen  Landmesserveieinfl  1900. 

S.   Science,  New  York  2  series  11 — 13. 

S.A.B.  Sitzungsberichte  der  K.  Akad^ 
Berlin  1901. 

S.A.M.  Sitzungsberichte  der  K  Bayr. 
Akademie  München.  Math.  Phys.  Cl. 
1901. 

S.  A.W.  Sitzungsberichte  der  E.  K  Aka- 
demie Wien.    Math.  Nat.  Cl.  110. 

S.F.P.  Soci^tä  fran9ai8e  de  phyrique, 
Paris  1900. 

S.6.B.  Sitzungsberichte  der  K  Böhm. 
Gesellsch.  derWiss.  Prag.  Math.  Nat. 
Cl.  1900. 

S.6.M.  Sitzungsberichte  der  G^esellschaft 
zur  Beförderung  der  gesamten  Katur- 
wigsenschaften  zu  Marburg  1900. 

S.  L  D.  Sitzungsberichte  der  Naturwissen- 
schaftlichen Gesellschaft  Isis  zu  Dres- 
den 1900. 

S.L.P.  Sitzungsberichte  des  Deutschen 
Naturwissenschaftlichen  Vereins  „Lo- 
tes'' Prag  2  Serie  20. 

S.M.  Bulletin  de  la  Society  Mathtea- 
tique  de  France  29. 

S.M. Am.  Bulletin  of  the  American  Ma- 
thematical  Society,  New  York  7 — 8. 

S.M.Ks.  Bulletin  der  Physiko  -  mathe- 
matischen Gesellschaft  zu  Kasan  2  Se- 
rie 10. 

S.M.M.  Sammelschrift  der  Mathem.  Ge- 
sellschaft Moskau  22. 

S.M.W.  Statistische  Monatsschrift,  Wioi 
1900. 

S.N.Cf.B.  Sitzungsberichte  der  Nieder- 
rheinischen Gfesellschaft  für  Natur- 
und  Heilkunde,  Bonn  1900. 

S.P.  Bulletin  de  la  Soci^t^  Phüomatique 
de  Paris  9  s^rie  2. 

S.P.M.  Memoirs  and  Proceedinga  of  the 
Literal  and  Philosophical  Society  of 
Manchester  6  series  6. 

S.  S.  M.  Sitzungsberichte  des  siebenbüzgi- 
schen  Museumsvereins  Elausenbuzfp  S4. 

S.V.K.  Sitzungsberichte  des  naturwissen- 
schaftlichen Vereins  ftLr  Schleswig, 
Kiel  12. 

S.V. N.W.  Schriften  des  Vereins  zar 
Verbreitung  naturvrissenschaftUcber 
Kenntnisse,  Wien  40 — 41. 

T.C.R.S.  Transactions  of  the  Canada 
Royal  Society,  Ottawa  2  series  6. 

T.£.   The  Electrician,  London  44 — 47. 

T.O.C.  Arbeiten  der  topographisch-geo- 
dätischen Commission,  Moskau. 

T.K.L.  T^jdschrift  voor  Kadaster  en 
Landmeetkunde  1900. 

T.M.W.  TerrestrialMagnetism,WaBliiiig- 
ton  4. 

T.Q.   Technological  Quarterly  190O. 
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T.R.S.L.  Philosophical  Transactions  of 
the  Boy.  Soc.  of  London  196. 

T.W.  Prace  matematyssnofizyzne,  War- 
schau 12. 

U.M.N.  Unterrichtsblätter  für  Mathema- 
tik und  Naturwissenschaften,  Berlin  7. 

y.  A.R.I.  Veröffentlichungen  des  astrono- 
mischen Recheninstituts,  Berlin  1901. 

y.£.S.  Verhandlungen  der  physikalisch- 
medicinischen  Societät,  Erlangen  32. 

W.W.   Wszechfiwiat,  Warschau  19. 

Z.G.y.  Zeitschrift  für  die  gesamte  Ver- 
sicherungswissenschaft,  Berlin  2. 

Z.  H.  Zeitschrift  för  mathematischen  und 


Naturwissenschaftlichen      Unterricht, 

Leipzig  31—32. 
Z.K.F.G.    Zeitschrift   für   komprimierte 

und  flüssige  Gase,  Weimar  4. 
Z.K.M.  Zeitschrift  für  Krjstallographie 

und  Mineralogie,  Leipzig  32 — 34. 
Z.P.   Zeitschrift  für  physikalischen  und 

chemischen  Unterricht,  Berlin  14. 
Z.P.C.  Zeitschrift  für  physikalische  Che- 
mie, Berlin  32—35. 
Z.S.    Zeitschrift    für    Mathematik    und 

Physik,  Leipzig  46. 
Z.V.   Zeitschrift  für  Vermessungswesen, 

Stuttgart  80. 


A.  Allgemeines  und  Philosophie. 


Allgemeines. 

!•  *H.  S.  CarslavD.  The  use  of  mul- 
tiple Space  in  applied  mathematics. 
B.B.A.  644. 

Logikkalkul. 

2*  Ä.  N.  Whitestead,  Memoir  on  the 
algebra  of  symbolic  logic.  A.  J.M.  139; 
297. 


8*  B.  BusuU.  Sur  la  logique  des  re- 
lations.    R.M.  115. 

4*  P,  S.  Poretzky.  Quelques  lois  ult^ri- 
eures  de  la  th^orie  des  ^galit^s  logi- 
ques.    S.M.Ea.A  191. 

5«  Ä.  Padoa.  Numeri  interi  relativi. 
R.M.  73. 

6«  J.  Rius  y  Casas.  Teoria  formal  de 
los  objetos  complementarios.  R.T.M.  16. 


B.  Analysis  und  Algebra. 


Wahrscbeinlicbkeitsrecbnung. 

7*  P.A. Nekrasow.  Novyja  osnovanija 
ucenija  o  verojatnostjjach  summ  i  sred- 
nich  veliün.  (Neue  Grundlagen  für  die 
WahrscheinlichkeitBrechnung  der  Sum- 
men und  Mittelwerte.)   U.   S.M.M.  1. 

8«  A.  Liapounoff.  Unej>ropositiong^n^- 
rale  du  calcul  des  probabilit^s.  CR. 
182.  814. 

©•  V.  C.  Wilson.  Inverse  of  a  poste- 
riori probability,  James  Bemouillis  theo- 
rem.    N.  63.  164;  465. 

10«  *M.  Petrovie.  Über  die  mathem. 
Theorie  der  Wirksamkeit  der  Ursachen 
(serb.).    P.A.B.  188. 

11«  T.  BrodSn.  Wahrscheinlichkeits- 
bestimmungen der  gewöhnlichen  Eetten- 
bruchentwicklung  reeller  Zahlen.  B.Y. 
A.  S.  289. 

12.  A.Wiman.  Über  eine  Wahrschein- 
lichkeitsaufgabe bei  Eettenbruchentwick- 
lungen.    B.V.A.S.  829. 

U.  E.  Landau.  Sur  la  probability 
que  n  nombres  aient  au  moms  un  fac- 
teur  commun.    I.M.  163. 

14*  L.  Bortkiewicz.  Über  den  Fräci- 
flionsmd  des  DivergenzkoefGcienten. 
M.V.T.  6.  1. 

15«  G.  Ranea.     Probabilüd.  pratiche 


di  colpire  nel  tiro  delle  navi.    C.  L.  1900. 
519.    1901.  65. 

16.  H.  Delannoy,  Audibei-t.    Sur  une 
question  de  probabilitä.    I.M.  118. 

Siehe  auch  276;  283;  549. 


Methode  der  kleinsten  (Quadrate. 

17.  *A.  F.  Bavenshear.  The  use  of 
the  method  of  least  Squares  in  physics. 
N.  63.  489. 

Feblerrecbnüng. 

18.  S.  V.  Kohhe.  Über  ein  abgeküntes 
Ausgleichungsverfahren.    Z.V.  292. 

lO.  F.  GalUm.  Quincunx  zur  Ver- 
anschaulichung des  Fehlergesetzes.  M. 
A.G.  1900.  118. 

20.  C.  Landri.  Ausgleichunffsrechnung 
mittelst  der  Theorie  des  Minimums. 
A.J.W. 

21.  *J.Boer.  Mechanische  vereffening. 
T.  K.  L.  3. 

22.  *G.  de  Sandte.  Compensazione 
degli  allineamenti.    R.T.C.  18.  113. 

28«  H.  KoUer.  Graphische  Fehler- 
verteilung beim  Einketten  und  bei  der 
Eoordinatenumformung.    Z.V.  385. 

19* 
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34«  *C.  V.  Steeb.      Die    Ausgleichung 
mehrfach  gemessener  Höhen  bei  der  Mi- 
liiärmappienmg.    M.M.G.I.  1900. 
Siehe  auch  811;  870. 

FolitiBGbe  Arithmetik. 

25«  EL'Wctgner.  Sterblichkeitswahr- 
Bcheinlichkeit  und  Sterblichkeitskoeffi- 
cient.    D.V.Z.  1. 

26«  V.  Sersawy.  Über  die  Darstellung 
der  zusammen^setzten  Sterbe-  imd 
Lebenswahrschemlichkeiten  für  mehrere 
verbundene  Leben  durch  die  einfachen 
Wahrscheinlichkeiten  für  einzelne  Leben. 
M.V.T.  1.  11. 

27*  H.  P.  Calderon.  Some  notes  on 
Makehams  formula  for  the  force  of  mor- 
tality.    J.LA.  157. 

28.  E.  BUuchke.  Über  die  Konstruk- 
tion einer  Absterbeordnung  aus  den 
Beobachtungen  an  österreichischen  Ver- 
sicherten.   M.V.T.  21. 

29«  J.  AUenburger.  Zur  Untersuchung 
der  Sterblichkeitsverhältnisse  der  Ver- 
sicherten in  Österreich-Ungarn.  M.V.T. 
2.  21. 

80*  V.  Caurau.     Estudio   sobre  las 
tarifas  diferenciales  y  su  aplicacion  en 
la  repüblica.    A.S.A.  60.  86. 
.Siehe  auch  36;  47. 

Bentenrechnung. 

31.  C»DizUr.  Sofort  beginnende  Leib- 
renten mit  Rückgewähr  der  Bareinlagen 
abzüglich  der  bereits  bezogenen  Renten. 
Ö.V.Z.  166. 

82.  G.  Eosmanith.  Grundzahlen  für 
Invalidenpensionen,  Aktivitätsrenten  und 
Witwenpensionen.    M.V.T.  4.  6. 

88.  A.  Biedel.  Ein  Beitrag  zur  Theorie 
der  Waisenpensionen.    M.V.T.  5.  20. 

Mittelwerte. 

84«  *0.  ZanoUi  Bianca.    Un  teorema 
sulle  medie.    R.T.C.  12.  116. 
Siehe  auch  7,  221. 

Statistik. 

85«  E,  Blaschke.  Über  die  analytische 
Darstellung  von  Regelmässigkeiten  bei 
unverbundenen  statistischen  Massen- 
erscheinungen.   M.V.T.  1.  6. 

86.  M.  Beeton  and  JT.  Pearson.  Data 
for  the  Problem  of  evolution  in  man. 
A  first  study  of  the  inheritance  of  lon- 
gevity  and  the  selective  death-rate  in 
man.    J.LA.  112;  468. 


87*  *K.  Pearson,  Mathematical  oon- 
tributions  to  the  theoiy  of  evolution. 
Vn.    T.R.S.L.  1. 

88.  *K.  Pearson  and  A.  Lu.  Maüie- 
matical  contributions  to  the  theory  of 
evolution.    Vm.    T.R.S.L.  79. 

89.  *K,  Pearson,  E.  Warren,  A.  Lee, 
A.  Fry^  C.  D.  Fawcett.  Mathematical 
contributions  to  the  theory  of  evolution. 
IX.    P.R.S.L.  L 

Siehe  auch  649;  723. 

TersiclieningflDiaüiemailk. 

40.  J.  Alienburger.  Die  Zeichensprache 
der  Lebensversicherungsmathematik.  M. 
V.T.  1.  18. 

41«  E.  Ctuher.  Zu  den  theoretischen 
Grundlagen  der  Lebensversicherung.  M. 
V.T.  1.  22. 

42«  J.  Eggenberger.  Zur  Fra^  der  An- 
wendung der  Wahrscheinlicläeitarecb- 
nung  in  der  Versicherung.    Ö.V.Z.  253. 

48.  E.  Blaschke.  Die  Anwendbarkeit 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  im  Ver- 
sicherungswesen.   S.M.W. 

44*  V.  Sersawy.  Über  eine  natnr- 
gemäfse  Bezeichnung  der  Versicherungs- 
werte.   M.V.T.  2.  10. 

45*  A.  Hauke.  Über  Versicherungen, 
die  sich  durch  Verbindungsrenten  aus- 
drücken lassen.    M.V.T.  3.  2. 

48.  J.  R.  Peek.  Über  eine  rationelle 
Methode  der  Bestimmung  des  Zuschlags. 
Z  G.V   8. 

47.'*f.  JV.  ThieU.  Om  dödeügheds- 
tavlers  beregning.    B.A.Go.  139. 

48,  F.  W.  Fulford.  On  surrender  va- 
lues  and  the  principles  which  undedie 
their  calculation.    J.LA.  199. 

Spiele. 

49«  A.  Ahrens.  Sur  un  probl^e 
d'ächecs.    LM.  88. 

50.  E.  Landau.  Probleme  des  rois 
sur  IMchiquier.    LM.  140. 

51.  C.  L.  Bouton.  Nim,  a  game  with 
a  complete  mathematical  theory.  A.of 
M.  3.  86. 

Sport. 

52.  D.  Andri.  De  Torganisation  dea 
assauts  complets.    S.P.  46. 

Ifameriscbes  Reclueii* 

bZ.^W.EÜis.   Raising  figures.    0.95. 

54.  *A.  S.  Flint.  Literpolation  and 
raising  figures.    0.  137. 

55.  *IHeUe.  Über  RechenhilÜBmitteL 
R.W.L.V.   1900.  222.  —  Abendroth  271, 

56.  G.  Pesci.   Sulla  ricerca  del  „loga- 
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ritmoseno"    e   del   „log^^^Qotangente^^ 
degli  archi  piccoli.    P.M.R.  1. 

57.  H.Minkowski.  Quelques nouveanx 
thäor^mes  sur  Fapproximation  des  quan- 
tit^B  k  Faide  des  nombres  rationnels. 
B.D.  72. 

Siehe  auch  59. 

NEbenrngnsmethodeii^  analytigcbe. 

58*  M,  Koppe.  Über  Huygens*  N&he- 
rungsmethoden  bei  Kreis-  und  Loga- 
rithmenberechnung.   B.M.  224. 

59«  G.  Pesci.  Sulla  ricerca  del  loga- 
ritmoseno  e  del  logaritmotangente  degli 
archi  piccoli.    G.L.  1901.  209. 

60.  TF.  B.  Morton.  Note  on  algebraic 
equations  in  which  the  terms  of  higher 
degrees  have  small  coefficients.  Q.  J. 
31.  247. 

61.  F.  P.  Paiemd.  Saggio  di  una 
teoria  sulF  approssimazione  naturale  o 
variabile  delfe  radici  quadrate.  P.M. 
R.  17. 

62«  *Ä.  Lodge.  An  approzimate  ez- 
pression  for  the  value  of  1  -j-  ^  -j- 1  -f  •  •  • 

-f  1  =  ff  /IV    M.M.  103. 

G8.  *M.  Nassd.    Sülle  formole  di  ap- 
prossimazione usate  in  tacheometria  per 
la  misura  delle  distanze  e  delle  dine- 
renze  di  livello.    R.T.C.  12.  41;  69. 
Siehe  auch  66. 

Gleichmigeii,  niimeriselie. 

64.  Ä.  PeUet.  Sur  la  formule  d*ap- 
proximation  de  Newton.    S.M.  139. 

65.  W.  Heymann.  ÜberWurzelgruppen, 
welche  durch  Umläufe  ausgeschnitten 
werden.     Z.S.  266. 

66«  *T.  Hayashi.  Graphic  Solutions 
of  the  cubics  and  the  quartics.  N.  63. 
616.  —  G.  Vacca  609. 

67«  E.  MaiUet.  Sur  les  racines  des 
Equations  transscendantes.  CR.  132.  908. 

68«  W.  Heymann.  Die  Logarithmen 
negativer  Zalüen  und  ihr  Auj&eten  bei 
der  Auflösung  transscendenter  Gleichun- 
gen.   Z.H.  32.  169. 


69«  B.  Gongrijp.  Über  eine  grapho- 
metrische  LOsung  der  Keplerschen  Glei- 
chung.   A.N.E.  166.  389. 

70«  W.  Heymann.  Berechnung  der 
Ellipse  aus  Umfang  und  Inhalt.  Z.  S.  286. 
Siehe  auch  60;  87—88;  106. 

Interpolatioii« 

71«  J.  D.  EvereU.  On  a  new  inter- 
polation  formula.    J.LA.  462. 

72.  *J.B.Everett.  On  a  central  diffe- 
rence  interpolation  formula.   R.  B.  A.  648. 

78.  V.  D.  EvereU.  On  Newtons  con- 
tributions  to  central  difference  inter- 
polation.   R.B.A.  660. 

74.  A.  G.  Joachimescu.  A  supra  tn- 
trebuin^ii  tablelor  de  logaritmi.  (Über 
das  Interpolieren  bei  Logaritmentafeln.) 
G.  M.B.  6. 

75.  M.  Ernst.  0  novym  wzorze  inter- 
polacjjnym  dla  widma  pryzmatycznego. 
(Über  eine  neue  InterpoIationBibrmel  für 
das  Prismenspektrum.)    T.W.  220. 

Siehe  auch  64. 

Harmonische  Analyse. 

76.  L.  Hermann.  Über  die  Zerlegung 
von  Kurven  in  harmonische  PaHial- 
schwingungen.    A.F.G.P.  83.  33. 

Tafeln,  numerische. 

77.  V.  D.  Everett  A  compact  me- 
thod  of  tabulating.    N.  63.  846. 

78.  H.  Sossna.  Über  Tafelberichti- 
gungen.   Z.V.  326. 

79.  J.  D.  Everett.  On  the  algebra  of 
difference-tables.    Q.J.  31.  367. 

80.  V.  Tewnant.  On  factorisation  of 
high  numbers.    Q.J.  32.  322. 

81.  *H.  0.  Goodwin.  Spherical  tra- 
verse  tables  and  their  use.    N.M.L.  1. 

Siehe  auch  286;  694. 

Logarithmen. 

Siehe  68;  68;  74. 


0.  Geometrie. 


Nomographie. 

82.  *E.  Pasquier.  De  la  nomographie. 
A.S.B.A.  133. 

88.  *G.  Pesci.  Abbachi  trigonome- 
trici.     C.L.  1900.  206. 

84.  G.  Pesci.     Genni   di  nomografia 


con    molte   applicazioni  alla  balistica. 
R.M.R.  Febr. 

Siehe  auch  262;  284. 

Graphischer  Calcnl. 

85.   M.  Krattse.     Über    graphischen 
Calcul.    S.LD.  13. 
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86,  G.  Ärnoxix  .et  C.  A.  Laisant  Ap- 
plications des  principes  de  r&rithm^ti- 
qne  graphiqrie:  congmenceB;  propriätäs 
diverses.     A.F.  36. 

87«  0.  Alasia.  A  proposito  d'una 
costruzione  geometrica  deir  equazione 
cubica.     M.P.A.  107. 

88.  *T,  Hayashi.  Graphic  Solutions 
of  the  cubics  and  the  quartics.  N.  63. 
515.  —  G.  Vacca  609. 

80«  *J.  Massau.  Memoire  sur  Tint^- 
gration  graphique  des  ^quations  par- 
tielles.   A.T.P.B.  607. 

90.  H.  Brocard.  Evaluation  graphi- 
que «=  )/2  +  Vi.    I.M.  268. 

91«  R.  A.  Leh/eld.  Note  on  graphical 
treatment  of  experimental  curves.  P.M. 
403. 

92.  D.  M.  Y.  SomtfierviUe,  Two  Pro- 
blems of  geometry.    N.  64.  526. 

98.  *Lmner,  Galculo  grafico  di  una 
distribuzione  trifase  astelia.  L.E.  No.  4. 

94.  E.  Hammer.     Gillmanns   Tachy- 
meterdiagramm.     Z.V.  267. 
Siehe  auch   66;  68—69;  451;  596;   698; 
721;  749;  793. 

Winkelteilnng. 

Siehe  97. 

Kurven. 

95«  Arbter.    Über  eine  einfache  Kon- 
struktion  der  Ellipse   und   ihrer  Fufs- 
punktkurven.     M.A.G.  1900.  719. 
Siehe  auch  91. 

Kftheniiigflinetlioden,  geometrisebe. 

96.  H.  Brocard.  Construction  appro- 
chäe  des  polygones  reguliers.    LM.  126. 

97*  2>.  Carrara.  I  tre  problemi  clas- 
sici  degli  antichi  in  relazione  ai  recenti 
risultati  della  scienza.  B.F.M.  4.  36; 
115;  208. 

98.  E.  Reichenbaxiher.  Angenäherte 
Konstruktion  des  Kreisumfanges  aus  dem 
Durchmesser.     Z.H.  32.  275. 

99.  E.  B.  Escott.  Longueur  approch^e 
d'un  arc  de  cercle.    IM.  260. 

100*  L.  Heffter.  Die  Quadratur  des 
Kreises.    S.N.G.B.  A.  18. 

101.  G.  Peirce.  A  curious  approzi- 
mate  construction  for  n.   S.  M.  Am.  7.  426. 

Siehe  auch  58;  90. 

Inhalte. 

102.  *GüleUe.  Rapid  earthwork  cal- 
culation.    E.N.  44.  419. 

Siehe  auch  70. 


Quadratur,  mechaniMhe. 

108.  *W.  F.  Shemard.  Borne  quadra- 
ture  formulae.    P.L.M.S.  258. 

Siehe  auch  738. 

Flanimeter. 

104.  *G.  B.  MaffioUi.  11  planimetro 
a  scure  di  H.  Prytz.  R.T.C.  12.  177; 
18.  49. 

Bechenmascbinen. 

105.  (r.  Fesci.  Di  una  nuova  machina 
per  risolvere  le  equazioni.  C.L.  1900. 309. 

106.  PuUer.  Bechenscheibe  mit  Glas- 
läufer und  Loupe.    Z.V.  296. 

107.  P.  Weiss.  Sur  un  nouveaa  oercle 
ä^calcul.    J.  P.  556. 

*108.  •P.  Weiss.     Nouveaa    cercle  ä 
calcul.    S.F.P.  158.  4. 

Becbenseliieber. 

109.  *  Massen.  Bkele  ä  calcul  donnaDt 
la  diff^rence  entre  les  hauteurs  m^ri- 
dienne  et  circummöridienne  d'un  astre. 
R.M.M.P.  146.  368. 

Siehe  auch  762. 

Geometriseber  CaleuL 

110.  F.ViUareal.  C&lculo  geomdtrico. 
R.C.L.  189. 

111.  G.  Bonmet.  Ensajo  de  gonio- 
metria  vectorial  plana.    R.C.L.  159. 

Iquipollenzen. 

112.  R.  Bricard.  Sur  la  dmilitade 
directe  dans  le  plan;  application  de  la 
mdthode  des  ^uipollences.    N.A.  112. 

TektorenreebnuDg. 

118.  *G,  Farkas.  Vektorenlehre  (ung;». 
S.G.M.  1900.  25. 

114.  W.  Voigt.  Ober  die  Parameter 
der  Krjrstallphysik  und  über  gerichtete 
Gröfsen  höherer  Ordnung.   A.P.  L.  6. 241 

115.  A.  Maefarlane,  Vector  differes- 
tiation.    B.S.W.  73. 

Siehe  auch  111. 

Ansdebnungalehre. 

116.  — .  Application  de  la  methode 
de  Grassmann  k  une  dämonstration  de 
2  thdor^mes  de  g^om^trie  differentielle. 
N.A.  1.  414. 

Zeiebenapparate. 

Siehe  171 
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Zeichnen,  ^geometrisches. 

117*  J.  GrUntoald.  Über  das  Eon- 
stmieren  mit  imaginären  Punkten,  Ge- 
raden und  Ebenen.    Z.S.  323. 

Darstellende  Geometrie. 

118.  E.  Salfner.  Über  Drehungen  in 
der  darstellenden  G^metrie.  Z.  S. 
800. 

HO.  Ä.  Adler.  Zur  sphärischen  Ab- 
bildung und  ihrer  Anwendung  in  der 
darstellenden  Geometrie.    S.A.W.  50. 

120.  A.  Sucharda,  Eterak  Ize  doka- 
zati  vötu  o  osäch  podobnosti  tti  kru2nic 
uiitim  deskriptivni  geometrie.  (Wie  kann 
man  den  Satz  von  den  Ähnlichkeitsaxen 
dreier  Ereise  mittelst  darstellender  Geo- 
metrie beweisen?)    C.  361. 

121.  E.  Timerding.  Eine  Aufgabe 
aus  der  darstellenden  Geometrie.  Z.S. 
811. 

122.  E.  Salfner.  Eine  direkte  LOsung 
der  Aufgabe,  ein  Dreikant  aus  den  3 
Flächenwinkeln  zu  konstruieren.  Z.S. 
307. 

128«  M.  d'Ocagne.  Sur  la  d^termina- 
tion  des  plans  tangents  aux  häli9oides 
gauches.    M.P.A.  82. 

Projektion* 

124.  *E.  V.  Fedorov.  Zur  Theorie^der 
krystallographischen  Projektionen.  *  Z. 
E.M.  S3.  689. 

125.  C.  E.  Stromeyer.  The  represen- 
tation  on  a  conical  mantle  of  the  areas 
on  a  sphere.    S.P.M.  No.  11. 

12%.  *H.C,  Plummer.  The  application 
of  projective  geometry  to  binary  star 
orbits.    M.N.A.S.  486. 

Siehe  auch  118;  141;  426;  687. 

Axonometrie. 

127.  V.  Sobotka.  Zur  rechnerischen 
Behandlung  der  Axonometrie.  S.G.B. 
No.  82—33. 

FerspektiTe. 

128.  .F.  Schiffner.  Die  stereoscopische 
Beliefperspektive.    M.H.  177. 


Belenehtnngskunde. 

129.  A.  Schmidt  Die  Auffindung  der 
Lichtstufen  mittels  der  Bodenbergschen 
Skale.    Ü.M.N.  85. 

Fhotogrammetrie. 

180.  E.  Dolezdl.  Über  Photogram- 
metrie.    S.V.  N.W.  40. 

181.  *M.  Schioaremann.  ZurErystall- 
photogrammetrie.  N.  J.  M.  1900. 1 ;  1901. 9. 

182.  ^A.  V.  HÜbl.  Die  photogramme- 
trischeXerrainaufhahme.  M.  M.  G.  1. 1900. 

188.  W.  Ldska.  Über  ein  Problem 
der  photommmetrischen  Eüstenauf- 
nahme.    M.H.  172. 

Siehe  auch  724. 

Krystallograpliie. 

184.  *H.  Dufet  Notices  cristallogra- 
phiques.    B.S.M.F.  118. 

185.  H.  M.  Croodchüd.  Simpler  me- 
thods  in  cristallography.  L  P.  P.  S.  E.  328. 

186.  *V.  de  Souza  Brandäo.  Über 
Eiystallsysteme.    N.J.M.  2.  37. 

187.  •TT.  Barloto.  Die  Symmetrie  der 
Erystalle.     Z.E.M.  34.  1. 

188.  *E.  V.  Feodarov.  Beiträge  zur 
zonalen  ErystaJlographie.  Z.E.M.  82. 
446;  38.  666;  34.  138. 

180.  V.  Beckenkamp.  Zur  Symmetrie 
der  Erystalle.    Z.E.M.  33.  606. 

140.  ^C.  Viola.  Zur  BegrSndung  der 
Erystallsymmetrien.    Z.E.M.  84.  863. 

141.  *F.  J.  Levinsan-Lessing.  Beleh- 
rung über  den  Entwurf  der  stereogra- 
phischen Projektion  der  Erystalle  (russ.). 
A.Ü.J.  1900.  No.  4. 

142.  G.  Cesäro.  Perpendiculaxrement 
ä  une  axe  de  symätne  existe-il  tou- 
jours  une  face  possible,  c^est  ä  dire  sa- 
tisfaisant  k  la  loi  de  rationalit^?  B. 
A.B.  162. 

Siehe  auch  124;  181;  467. 

Modelle. 

148.  A.  Witting.  Fadenmodell  zur  ab- 
wickelbaren Schraubenfläche.   S.LD.  14. 

144.  *W.  H.  Blyihe.     On   modeis   of 
cubic  surfaces.     Q  J.  82.  266. 
Siehe  auch  486—486. 


D.  Mechanik. 


Prinzipien  der  Meehanik. 

145.  *G.  K.  Suslov.  Elemente  der 
analytischen  Mechanik  (russ.).  B.U.E. 
1900  e  6—7;  9—11;  1901  e  2.  496. 

146.  P.  Volkmann.    Die  gewöhnliche 


Darstellung  der  Mechanik  und  ihre  Eritik 
durch  Hertz.     Z.P.  14.  266. 

147.  *W,  P.  Ermakov.  Die  Grund- 
gesetze der  Mechanik  (russ.).  B.Ü.E. 
1900.  6. 

148.  G.  A.  Maggi.     Bäflexions   sur 
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Texposition  des  principes  de  la  m^ca- 
nique  rationnelle.    E.M.  240. 

140«  A,  Voss.  Bemerkongen  über  die 
Prinzipien  der  Mechanik.    S.A.M.  167. 

150.  A.  Vo88.  Über  ein  enerffetisches 
Grandgesetz  der  Mechanik.    S.A.M.  53. 

161.  *T.J,  VA,  Bramioich.  Notes  on 
djnamics.    M.M.  127. 

152.  *A.  Vasüiev.  Raum  und  Be- 
wegung (russ.).    P.M.J.M.  1. 

153.  *H,  Kkinpeter.  Zur  Formulie- 
rung des  Trägheitsgesetzes.  A.F.  S.  P. 
461. 

154«  F.  Minding.  De  formae,  in  quam 
geometra  britannicus  Hamilton  inte^uLia 
mechanices  analjticae  redegit,  origine 
genuina.    M.A.  119. 

155.  H.  Gramer.  Über  verborgene  Be- 
wegung.   Z.S.  343. 

f56«  *G.  K.  Stulov.  Untersuchung  der 
Reaktionen.    B.Ü.E.  1901.  b.  1. 

167«  A.  V.  ObertMiyer.  Zur  Behand- 
lung der  Begriife  Arbeit,  Energie  und 
Effekt  im  Schulunterricht.  Z.P,  14.  207. 
Siehe  auch  204;  301. 

Kinematik. 

158.  *L.  Candida.  Aplicaciones  de  la 
geometria  cinematica.    B.A.C.B. 

159.  P.  Saurel.  On  a  theorem  in 
Einematics.    AofM.  2.  169. 

'  160.  B.  Bricard.  Sur  une  question 
relative  au  däplacement  fini  d'une  figure 
de  grandeur  invariable.    C.B.  132.  947. 

l5l.  *K.  Zorawahi.  Über  gewisse 
Änderungsgeschwindigkeiten  von  Linien- 
elementen bei  der  Bewegung  eines  kon- 
tinuirlichen  materiellen  Systems.  B.I.C. 
367. 

162.  JE.  Daniele.  Sülle  deformazioni 
infinitesime  delle  superficie  flessibili  ed 
estendibili.    M.A.T.  26. 

168.  *W.  Förster.  Absolute  und  re- 
lative Bewegung.    M.V.A.P.  27;  49;  73. 

164.  ^B.  Gem.  Das  Gesetz  von  der 
Unabhängigkeit  der  Kraftwirkungen  und 
das  Gese&  der  relativen  Bewegung.  M. 
P.O.  24.  197. 

165.  G.  Koeniga.  Les  syst^mes  bi- 
naires  et  les  couples  d'^ements  cin^- 
matiques.     C.B.  133.  483. 

166.  G.  Koenigs.  Propri^t^s  gän^- 
rales  des  couples  d'äl^ents  cinämati- 
ques.     CR.  133.  633. 

167.  G.  Koeniga.  Sur  les  chaines  se- 
condaires.    CR.  133.  621. 

168.  C.  Lecornu.  Sur  la  vis  sans  fin. 
S.M.  149. 

169.  *BeUuzzo.  Alcune  considerazioni 
sugli  elementi  cinematici  e  geometrici 
deUe  turbine  assiali.    Pol.M.  2fasc. 


170.  ^Ovazza.  Gontributo  alla  teozia 
dei  freni  ad  attrito.    PoLM.  lOfasc. 

171.  *D.  Seüiger.  Ein  ebener  Alfino- 
graph  (russ.).    M.Ü.Ea.  83. 

Siehe  >uch  194;  880. 

Schraubenreeluiiiig. 

172.  E.  W.  Hyde.  On  a  sur&cc  of 
the  6.  Order  which  is  touched  bj  the 
axes  of  all  screws  reciprocal  to  3  given 
screws.     A.ofM.  2.  179. 

Mechanismen. 

176.  G.  Koeniga.  £tude  critique  snr 
la  thäorie  g^n^rale  des  m^anismes.  C. 
R.  133.  330. 

174.  G,  Koeniga.  Esquisse  d'une  th^ 
rie  g^n^rale  des  mdcanismes.  CR.  133. 
432. 

175.  'P.  Somow.  Über  einige  An- 
wendungen der  Einematik  veränderlicher 
EOrper  zu  Gelenkmechanismen.  M.  ü.  W. 
Heft  7. 

176.  G,  Koeniga.  Sur  les  principes 
gäneraux  des  mäcanismes.   C  R.  133. 386. 

177.  E.  Delaaaua.  Sur  les  syst^mes 
articul^s  gauches.    A.E.N.  17.  446. 

178.  B,  Müller.  Die  Eoppelkorven 
mit  sechspunktig  berührender  Tangente. 
Z.S.  330. 

Siehe  auch  166—167. 

Statik. 

179.  *C.  Stephanoa.  Sur  les  relationB 
entre  la  g^om^trie  projective  et  la  m^ 
canique.     R.B.A.  644. 

180.  D.Negreanu,  Determinareapon- 
duliu  specific  al  unui  cord  solid.  (Be- 
stimmung des  specifischen  Gewichts  eines 
festen  Eörpers.)    A.A.R.  22.  A.  72. 

181.  L.  Lecornu,  Sur  IMquilibre  d'une 
enveloppe  ellipsoidale  soumise  k  une 
pression  Interieure  uniforme.  A.E.N. 
17.  601. 

182.  /.  Hnevkovaky.  Uloha  z  mecha- 
niky.  (Aufgabe  aus  der  Mechanik.)  C.364. 

Scliwerpnnkte. 

188.  A.  Sucharda.  Eine  Ai^nbe  be- 
treffend den  Schwerpunkt  der  Foljgooe. 
M.H.  12.  337. 

184.  A.  Verebfjuaov.     'Elementanioe 
dokazatelstvo  teorem  Gildena.    (Elemen- 
tarer Beweis  der  Guldin'schen  Regeln. 
M.P.O.  26.  66. 

Momente. 

185.  K  Bohlin.  Sur  Textension  d^une 
formule   d*£uler  et  sur   le   calcol  des 
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moments  d^nertie  principaux  d^un  Sy- 
steme de  points  matäriels.   C.  R.  133.  680. 

186.  — .  Remarques  au  st^et  des 
droites  de  nul  moment.    N.A.  1.  412. 

187*  F,  Gräfe,  Zusammenhang  zwi- 
schen Centralellipse  und  Trägheiäkreis. 
Z.S..348. 

188*  *E.  Collignon,  Remarques  sur 
les  moments  d^ineriie  des  polygones  t6- 
guliers  et  des  poly^dres  r^guliers.  A.  F.  1. 

180.  O.  Cesaro.  Sur  les  moments 
d'inertie  des  polygones  et  des  polyödres. 
B.A.B.  332. 

Kettenllnie. 

190*  H,  Bouasse.  Sur  les  courbes  de 
deformation  des  fils.   A.T.  2.  431;  3.  85. 

Dynamik,  Allgemeines. 

191*  *H.  Bisconcini.  Di  una  classi- 
ficazione  dei  problemi  dinamici.  N.C. 
P.  11.  263. 

Siehe  auch  161;  240;  482a. 

Dynamik  des  Punktes. 

192.  *G.  K.  Suslov.  Über  die  Be- 
wegung eines  Punktes  in  einem  defor- 
min>aren  Mittel  (russ.).  B.U.E.  1900. 
c.  12.  71. 

198.  O.Beichel.  Bestätigung  des  Fall- 
gesetzes  mittelst    einer    n-ei   fallenden 
Stimmgabel.    Z.P.  14.  198. 
Siehe  auch  881. 

Centralbewegung. 

194.  *P.  J,  Suehar.  Nota  asupra  le- 
gilor  unor  forte  centrale  deduse  din  con- 
gideratiunea  hodografidiu.  (Bemerkung 
über  die  Gesetze  einer  Centralkrf^,  ab- 
geleitet aus  hodographischen  Betrach- 
tungen.)   B.S.B.  313. 

Pendel. 

195.  L.  Dieomhe,  Sur  le  mouvement 
d'un  pendule  en  milieu  r^sistant.  CR. 
133    147 

196.  *N.  Piltschikaw.  Das  Foucault- 
Bche  Pendel  (russ^.    M.P.O.  24;  193. 

197.  A.  de  St.  Germain.  Note  sur  la 
tension  de  la  tige  d'un  pendule  sph^rique. 
B.D.  89. 

198.  *0.  ZtmoUi  Bianca,  Sulla  teoria 
della  flessione  del  pendolo  nelle  deter- 
minazioni  della  gravitä.  R.  T.  C.  12. 74. 81. 

Siehe  auch  791—792;  906. 

Dynamik  des  starren  Systems. 

199.  F.  V.  Niesiolawski'Gangu.  Über 
einen  neuen  Versuch  zur  Dynamik.  A. 
P.L.  6.  479. 


200.  T.  Levi'Civüä.  Sopra  alcuni 
criteri  di  instabilitä.    A.D.M.  221. 

201.  *a  S.  Slichter.  The  mechanics 
of  slow  motions.    S.  11.  636. 

202.  D.  Schorr,  0  bumerange.  (Über 
den  Bumerang.)    M.P.O.  26.  36. 

Siehe  auch  168—169. 

Dynamik  des  deformierbaren 
Systems. 

208.  E.  Ferron.  Sur  quelques  points 
de  doctrine  nouveaux  de  la  throne  g^- 
n^rale  du  mouvement  d'un  Systeme  de 
Corps.    I.  L.  41. 

204.  GaUian.  Dämonstration  du  thdo- 
r^me  des  travaux  yirtuels.    N.A.  20. 

203.  D.  de  Francesco.  Alcuni  pro- 
blemi di  meccanica  in  uno  spazio  a  8 
dimensioni  di  curvature  costante.  A.  A.  N. 
No.  4;  No.  9. 

Differentialgleicbnngen  der  Mechanik. 

206.  P.  Appell.  Remarques  d'ordre 
analytique  sur  une  nouvelle  forme  des 
äquations  de  la  dynamique.    J.M.  6. 

207.  H.  Poincare'.  Novaja  forma  urav- 
nenij  mechaniki.  (Neue  Form  der  Diffe- 
rentialgleichungen der  Mechanik.)  S.M. 
Ea.B.  67. 

208.  *E.  T.  Whittaker.  On  the  reduc- 
tion  of  the  order  of  the  differential 
equations  of  a  dynamical  problem,  by 
use  of  the  integral  of  energy.   M.M.  98. 

Drehung. 

209.  *D.  Seäi^.  Das  Poinsotsche 
Theorem  und  seine  Verallgemeinerung 
(russ.).    M.U.Ka.  73. 

210.  *G.  del  Prato.  Sul  moto  di  ro- 
tazione   di   un  corpo  composto  di  una 

garte  solida  e  di  una  parte  fluida.    N. 
.P.  1.  41. 

211.  P.  Duhem.  Sur  la  stabilitä  d'un 
Systeme  anim^  d^un  mouvement  de  ro- 
tation.     CR.  132.  1021. 

212.  T.  Levi'Civitä.  Sui  moti  stazio- 
nari  di  un  corpo  rigido  nel  caso  della 
Kowalewsky.   R.A.L.R.  10.  A.  388;  429; 

461. 

Kreisel. 

218.  *A.  Eäa.  The  motion  of  a  top. 
S   18    948 

214.  C.  T.  KniMa.  The  use  of  the 
bicycle  wheel  in  illustrating  the  prin- 
ciples  of  the  gyroscope.    P.R.  12.  43. 

215.  *G.  K.  Suslov.  Die  pseudoregu- 
läre Präzession  (russ.).  B.U.K.  1900. 
c.  12.  103. 

Beibang. 

216.  i^.  Petrov.  Frottement  dans  les 
machines.    A.P.M.  10.  No.  4. 
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217.  *G.  Fächer  e  L.  Finaezi.  Süll 
attrito  interno  dei  liqnidi  isolanti  in  un 
campo  elettrico  costante.   N.  C.  P.  1 1 .  290. 

218«  T.  Breitenbach.  Über  die  innere 
Reibung  der  Gase  und  deren  Änderung 
mit  der  Temperatur.    A.P.L.  6.  166. 

219»  H.  S<^tUtge.    Die  innere  Reibung 
von  Argon  und  seine  Änderungen  mit 
der  Temperatur.    A.F.L.  5.  140. 
Siehe  auch  170. 

Fotentialtheorie. 

220«  H.Petrini.  Allgemeine  Existenz- 
bedingungen för  die  zweiten  Differen- 
tialquotienten des  Potentials.  B.Y.A.S. 
225. 

221*  E.  B.  Neumann.  Zurintemtion 
der  Potentifdgleichung  vermittelst  C.  Neu- 
manns Methode  des  arithmetischen 
Mittels.    M.A.  1. 

322«  S.  Zaremha.  Sur  Tint^^ation 
de  r^quation  dw —  yi^w  =  o.  C.  B.  182. 
1549. 

223.  X.  Königsherger.  Über  die  Pois- 
son'sche  Unstetigkeitsgleichung.  S.A.B. 
118. 

224.  F.  V.  Dälmgk.  Über  das  Poisson- 
sche  Integral.    S.G.M.  59. 

225«.  J.  Fredholm.  Sur  une  nouvelle 
mäthode  pour  la  resolution  du  probl^me 
de  Dirichlet.    B.V.A.S.  89. 

226.  *Ä.  Petrowski.  Über  die  Poten- 
tialverteilung im  inhomogenen  Medium 
(russ.)     J.R.P.C.G.  82.  1. 

227.  *F.  Maneinelli.  Sülle  derivate 
prime  delle  funzioni  potenziali  di  doppo 
Strato.    R.LL.  84.  370. 

228.  B.  Marcolongo.  Determinazione 
della  fiinzione  di  Green  di  grado  n  nel 
caso  di  una  sfera.    R.A.L.R.  10.  B.  181. 

229.  B.  KoUehbach.  Das  Potential 
einer  homogenen  Eugelschale  auf  einen 
beliebigen  ^mkt  im  Räume.  Z.  P.  14. 214. 

280.  H.  Petrini  £tude  sur  les  ddri- 
vdes  premi^res  du  potentiel  d'une  couche 
simple.    B.V.A.S.  867. 

281.  ^0.  M.  Corhino.  Rappresenta- 
zione  stereometrica  dei  potenziali  nei 
circuiti  percorsi  da  correnti  trifasiche. 
N.C.P.  11.  182. 

282.  E.  Kasner.     On  the  algebraic 
Potential  curves.     S.M.Am.  7.  392. 
Siehe   auch   880;    578—575;    594;    616; 

626;  627. 

GraTitatlon. 

288.  *B.  Ä.  Fessmden.  A  determina- 
tion  of  the  nature  and  velocity  of  gra- 
vitation.     S.  12.  740. 


284.  ♦TT.  I.  Franklin.  The  eleetrical 
theory  of  gravitation.    S.  12.  887. 

285.  *B.  Ä.  Fessenden,  The  electrical 
theory  of  gravitation.    S.  13.  28. 

286.  *B.  A.  Fesamdm,  Inertia  and 
gravitation.    S.  12.  325. 

Siehe  auch  804;  740;  782—786. 

Hydrostatik. 

287.  L.  E.  Bertin.  Position  d'^ui- 
libre  des  navires  sur  la  houle.    M.C.  1. 

288.  G.  Schulen.  Das  Schwimmen. 
Z.H.  31.  505;  589;  82.  85. 

289.  J.Diekmann.  Über  Gruppen  von 
Aufgaben  aus  der  Geometrie  und  Physik. 
Z.H.  32.  258;  887. 

240.  Bahat.  Sur  un  invariant  remiir- 
quable  de  certaines  transformations 
r^alis^es  par  des  appareüs  enr^gristra- 
teurs.    CR.  132.  1399. 


Hydrodynamik. 

241.  *F.  Bjerhncs.  Les  actions  hydro- 
dynamiques  k  distance  d^apr^s  la  thforie 
de  C.  A.  Bjerknes.    R.C.I.P.  1;  251. 

242.  22.  A.  Harris.  A  few  questions 
in  hydrodynamics.    B.S.W.  93. 

248.  T.  Levi^dvitä.  Sulla  rmstenza 
dei  mezzi  fluidi.    R.A.L.R.  10.  B.  3. 

244.  *E.  Fontaneau.  Du  mouvement 
stationnaire  des  liquides.    A.F.  133. 

245.  C.  Sautreaux.  Mouvement  d*un 
liquide  soumis  ä  la  pesantenr.  Determi- 
nation des  lignes  de  courant.    J.M.  125. 

240.  P.  Duhem.  Sur  les  ondes  du  2. 
ordre  par  rapport  auz  viteases  que  peut 
pr^enter  im  nuide  visqueux.  CR.  132. 
607. 

247.  P.  Dvhem.  De  la  propagation 
des  discontinuitäs  dans  un  fluide  vis- 
queux.     G.R.  132.  658;  944. 

248.  E.  Jouptet.  Sur  la  propagation 
des  discontinuit^s  dans  les  fluides.  C. 
R.  182.  673. 

249.  P.  Duhem.  Sur  les  th^or^mes 
d^Hugoniot,  les  lemmes  de  M.  Hadamard 
et  la  propagation  des  ondes  dans  les 
fluides  visqueuz.    CR.  132.  1163. 

250.  P.  Duhem.  Des  ondes  qui  peu- 
vent  persister  en  un  fluide  visqueux. 
CR.  138.  579. 

251.  P.  Sawd.  Sur  un  th^r^e  de 
M.  Duhem.    J.M.  88. 

252.  L.  Hauser.  über  den  Einflufs 
des  Druckes  auf  die  ViscosiiSt  des 
Wassers.    A.P.L.  5.  597. 

258.  E.  MaiOet.  Sur  les  lois  des 
mont^es  de  Beigrand  et  leg  formnles 
du  d^it  d'un  cours  d'eau.  CE.  132. 1033. 
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254«  F.  R.  Waaton,  Surface  tension 
at  the  Interface  of  two  liquida  deter- 
luined  ezperimentally  by  the  method  of 
ripple  waves.    F.B.  12.  262. 

Siehe  auch  210;  217;  404;  793. 

Wirbel. 

2o5.  K.Zorawaki.  Über  die  Erhaltung 
der  Wirbelbewegung.    B.I.C.  386. 

256«  de  Donder.  £tude  sur  les  in- 
variants  intägrauz.    B.C.M.P.  121. 

Siehe  auch  812;  814—816. 

Hydraulik. 

257«  F.Steiner,  Erffiebigkeitsmessung 
intermittirender  Quellen.    S.L.P.  202. 

258«  *F.  Stupecky.  Zur  graphischen 
Ermittlung  der  Geschwincugkeit  aus 
direkten  ^obachtungen.    0.  M.  0.  B.  172. 

259«  N.  Zukotoski.  über  den  hydrau- 
lischen Stofs  in  WasserleitungsrÖhren. 
A.P.M.  9.  No.  6. 

260.  *F.  Maükt.  Sur  une  mäthode 
d'^valuation  du  ddbit  d'une  cme  extra- 
ordinaire.  Application  aux  crues  de  la 
Garonne  h>  Toulouse  en  1866  et  1876. 
A.F.  223. 

Aerodynamik. 

Siehe  814;  816;  882;  883. 

Ballistik,  ftuTsere. 

261.  *Boniti.  Giuoco  balistico  gra- 
fico.    B.A.G.  1900.  9  fasc. 

262.  G.  Sanca.  Abbachi  della  ba- 
listica.     C.L.  1901.  278. 

268.  *S.  BuTÜeanu.  Le  mouvement 
des  projectiles  sphdriques.    B.S.B.  301. 

264.  — .Über  die  Anfangsgeschwindig- 
keit des  Geschosses  bei  Handfeuerwaffen. 
M.A.G.  1900.  811. 

265.  MtnareUi-Fitggeräld,  Neue  Me- 
thoden zur  Bestimmung  der  Anfangs- 
geschwindigkeiten von  Gewehrproj  ektilen 
in  der  Nfthe  der  Mündung.  M.  A.  G.  1 901 . 
269. 

266.  F.Siacci.  Sulla  velocitä  minima. 
R.A.G.  1901.    März-Juni. 

267.  N.  Sdbudshi.  Des  propri^täs  g^- 
n^rales  de  la  trajectoire  dans  Fair.  C.  L. 
1900.  293;  1901.  8;  267. 

26S.  Bohne.  Der  Einflufs  der  Witte- 
rungsverhältnisse auf  die  G^schofsbahn. 
K.Z.  1900.  129;  201;  1901.  326. 

269.  Ä.  Bassani.  Sulla  legge  di  re- 
sistenza  dell'  aria  al  moto  dei  proiettili. 
C.L.  1900.  299. 

270.  Ä.  Bassani.  Sülle  forme  di  testa 
dei   proiettili  oblunghi  che  incontrano 


da  parte  delF  aria  la  minima  resistenza 
al  moto.    C.L.  1900.  486. 

271.  Leßvre.  Forme  th^orique  de 
Togive  de  moindre  r^sistance  d'aprös 
Newton.    R.A.  Dez. 

272.  Ä.  V.  Ohermayer.  Versuche  zur 
Ereiselbewegung  der  rotirenden  Lang- 
geschosse. Engl,  von  F.  £.  Harris.  J.  U. 
S.A.  1901.    Juli-Aug. 

278.  *Donny.  jfitude  des  d^viations 
des  projectiles  cylindro-ogivauz.  B.  A.  B. 
Sept.-Okt. 

274.  A.  V.  Obermayer.  Über  den  Ein- 
flufs der  Erdrotation  auf  die  Bewegung 
der  Geschosse.    M.A.G.  1901.  707. 

275.  Farst.  Die  Tiefenausdehnung 
der  Geschofsgarbe.    E.Z.  1901.  330. 

276.  Bohne.  Die  Anwendung  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf  das 
gesetzmäfsige  Abteilungsschiefsen  der 
Infanterie.    E.Z.  1901.  119. 

277.  A.  Bassani.  Nuove  formule  per 
il  tiro  curvo.     C.L.  1900.  276. 

278.  • — .  New  formulae  for  curved 
fire.    J.U.S.A.  1900.    Sept.-Okt. 

279.  *A.  G.  Greenhül.  II  problema 
dei  vento  nel  tiro.  J.Ü.S.A.  1900.  Jan.- 
Febr. 

280.  — .  Die  Wirkung  schnellfliegen- 
der Geschosse.    E.Z.  1900.  279. 

281.  A.  Beliczay.  Wirkungsfähigkeit 
kleinkalibriger  Gewehre.  M.A.G.  1900. 
147. 

282.  A.  Indra.  Das  Schiefsen  aus 
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687.  V.  E.  VerschaffeU.  Beitrftce  sm 
Kenntniss  der  van  der  Waals^schen  Fläche 
?F.     Z.K.F.G.  178. 

588.  Kamerlingh  Onnes.  BijdrageB 
tot  de  Kennis  van  het  '^-vlak  van  van 
der  Wals  I— n.    C.A.A.  199;  213. 

589.  G.Tammann.  ÜberTripelpunkta 
A.P.L.  6.  65. 

540*  J.  J.  van  Laar.  Sur  Tinfluence 
des  corrections  a  la  grandeur  h  dans 
r^quation  dMtat  de  M.  van  der  Waals 
sur  Ies  dates  critiques  d*un  corps  aimpie. 
A.M.T.  186. 

541.  N.  J.  van  der  Lee.  Der  Einfluss 
des  Druckes  auf  den  kritischen  Lösongs- 
punkt.     Z.P.C.  33.  622. 
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542«  C.  M.  A.  Hartman.  Over  de  con- 
densatie  verschijnselen  bij  mengsels  in 
de  nabijheid  van  den  kritischen  toestand. 
C.A.A.  60. 

543«  C.  Dieterici.  Die  Berechnung  der 
Isothermen.    A.P.L.  6.  51. 

544«  *0.  Tumlirz.  L'equazione  carat- 
teristica  del  vapor  dell'  acqna.  N.C.P. 
11.  5. 

545«  V.  D.  van  der  Watüa.  Statiqne 
des  fluides  (M^langes).    R.C.I.P.  1.  688. 

546«  *A.  H.  Amagixt.  Statique  expe- 
rimentale  des  fluides.    B.C. LP.  1.  551. 

Siehe  auch  405;  506;  516—518. 

Gastheorie,  idnetlsche« 

547«  *G.  Lippmann.  La  thäorie  cin^- 
tique  des  gaz  et  le  principe  de  Camot. 
R.C.LP.  1.  546. 

648,  *N.  n.  C.  Hodaes.  Note  on  the 
law  of  distribution  of  velocities  among 
gas  molecules.    P.B.  10.  258. 

549.  J.  B.  van  der  Waala  jr.  Stati- 
stische Strahlungstheorie.    P.Z  461. 

550«  E.  Fringsheim.  Über  die  Strah- 
lung der  Gase.    A.Gr.  289. 

66K  *G,  W.  Walker.  On  the  distri- 
bution of  a  gas  in  an  electrical  field. 
P.P.S.L.  171. 

Siehe  auch  218. 


Strahlmig, 

552«  *W.  Wien.  Die  theoretischen  Ge- 
setze der  Strahlung.    A.W.P.  206. 

558«  *W.  Wien.  Les  lois  th^oriques 
du  rayonnement.    B.C. LP.  2.  23. 

554*  H.A.Lorentz.  De  stralings  wetten 
yan  Boltzmann  en  Wien.    C.A.A.  572. 

555«  C.  E.  MendenhäU  and  F.  A.  Soun- 
ders. The  radiation  of  a  black  body. 
A.J.C.  13.  25. 

556*  0.  Lummer  und  E.  Fringsheim. 
Kritisches  zur  schwarzen  Strahlung.  A. 
P.L.  6.  192. 

557«  *0.  Lwnmer.  Le  rayonnement 
des  Corps  noires.    B.C.LP.  2.  41. 

558«  *2>.  Goldhammer.  Über  das  Ge- 
setz der  Energieverteilung  im  Spektrum 
von  blankem  Platin  (russ.).    M.Ü.Ea.  71. 

559«  *F,  Lebedew,  Les  forces  de  Max- 
well-Bartoli  dues  ä  la  pression  de  la 
lumifere.    B.C.LP.  133. 

660,  E.  Warhurg.  Über  die  Wirkung 
der  Strahlung  auf  die  Funkenentladung. 
A.P.L.  5.  811. 

661  •  *E.  Fringsheim.  Sur  Tämission 
des  gaz.    B.C.LP.  2.  100. 

Siehe  auch  490;  549;  550. 


Elektrostatik. 

562«  *N.  Hesechus.  Berührungselektri- 
citat  und  mrte  (russ.).  J.B.P.C.G.  38. 1. 

568.  *P.  Sacerdote.  Sur  les  d^forma- 
tions  des  diälectriques  dans  un  champs 
^lectrostatique.    E.E.  26.  332. 

564«  *E,BotUy.  Coh^sion  di^lectrique 
des.  gaz.    S.F.P.  158.  5. 

565«  F,  BeatUard.  Sur  Thystäresis 
di^lectrique.    A.U.G.  191. 

666«  *F.  J.  Bogers.  A  method  of  stu- 
dying  electrostatic  lines  of  force.  P.B. 
11.  66. 

567«  A.  Garhasso.  Quelques  exp^- 
riences  sur  la  d^charge  ^leclaique  dans 
les  gaz.    A.S.G.  11.  282;  329. 

568«  *K.  B,  Johnson.  Sur  les  con- 
ditions  de  formation  des  d^charges  dis- 
ruptives.     E.E.  26.  398. 

569«  J,  H.  Jeans.  The  striated  elec- 
trical discharge.    P.M.  621. 

570.  K.  E.  Guthe.  Über  die  Funken- 
entladung bei  schnellen  Oscillationen. 
A.P.L.  6.  818. 

671.  W.  Wien.  Untersuchungen  über 
die  elektrische  Entladung  in  verdünnten 
Gasen.    A.P.L.  5.  421. 

572«  *E.  Biecke.  Über  charakteristische 
Kurven  bei  der  elektrischen  Entladung 
durch  verdünnte  Gase.    N.B.  240. 

578«  *N.A.Hesechus.  Die  gemeinsame 
Dimensionalität  des  elektrischen  Poten- 
tials und  der  Oberflächenspannung  (russ.). 
J.B.P.C.G.  32.  115. 

574«  F.  Beaulard.  Sur  la  diffärence 
de  potentiel  et  Tamortissement  de  Tdtin- 
celle  ^lectrique  ä  caract^re  oscillatoire. 
C.B.  133.  336. 

575.  K.  B.  Johnson.  Eonstanz  oder 
Inkonstanz  des  Funkenpotentials.  A.P. 
L.  6.  121. 

576«  *Artom.  Botazioni  elettrostatiche 
dei  dielettrici  liquidi.    L.E.  Nr.  6. 

677.  B.  B.  Turner.  Über  die  Dielek- 
tricit&tskonstanten  reiner  Flüssigkeiten. 
Z.P.C.  85.  385. 

678«  J.  Königsher aer.  Über  die  Ab- 
hängigkeit der  Dielektricitäts-,  der  Mag- 
netisirungskonstante  und  des  Brechungs- 
indez von  Druck  und  Temperatur.  A.  P. 
L.  6.  113. 

679«  D.  Negreanu.   0  cestione  de  drep- 

täte  relativ  la  relatiunea  ,^  ,  ^,  -  =  const 

"      (jsr+2)£i 

tntre  constanta  dielectricä  K  si  densi- 
tatea  d.   (Über  die  Frage  der  Bichtigkeit 

K—  1 
betreffend  die  Beziehung  j^y-^  -^ = const 

zwischen  der  Dielektricitätskonstanten  K 
und  der  Dichtigkeit  d.)   A.  A.  B.  22.  A.  69. 

20* 
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580«  *A.  Schtuter.  On  electric  inertia 
and  the  inertia  of  electric  convection. 
T.E.  46.  892. 

681  •  S.  C.  M.  Cantone  e  F.  Sozzani. 
Nuove  ricerche  intomo  alla  deformazione 
dei  condensori.    B.LL.  83.  1051. 

582,  /.  de  Kowalski  et  J.  de  Modze- 
letcski.  Sur  les  indices  de  r^fraction  des 
liquides.    G.B.  183.  88. 

588.  *E.  Vülari.  Dell*  azione  dell' 
elettricitä  sulla  virtü  scaricatrice  dell* 
aria  izata.   N.G.P.  11.  17. 

584,  Q,  Maoorana,  Sur  Teffet  Volta 
au  contact  de  deuz  m^taux  diifärents. 
A.S.G.  11.  266. 

Siehe  auch  217;  406;  407;  551;  563;  817. 


Elektrodynamik. 

685.  M.  Batschinshi.  Zur  dynamischen 
Theorie  der  Elektricitat.    M.P.N.M.  10. 

586«  B.Ä.Lehfeld.  Elektromotorische 
Kraft  und  osmotischer  Druck.  Z.  P.  C.  35. 
267. 

^Sl.B.A.Lehfdd.  Electromotive  force 
and  osmotic  pressure.    P.M.  877. 

588.  P.  S-Weddl-WedeUsborg.  Wider- 
legung eines  sehr  allgemeinen  und  wich- 
tigen Satzes  der  modernen  Elektricitats- 
lehre.     Z.P.C.  38.  681. 

589.  6r.  Mie.  Ein  Beispiel  zumToyn- 
ting'schen  Theorem.  Z.P.C.  34.  522.  — 
P.  B.Wedell'Wedeüaharg  85.  604. 

590.  J.  Stark.  Bemerkungen  über  das 
Ohm'sche  Gesetz.    A.P.L.  5.  793. 

591.  A.  Petot  Sur  Tdtat  variable  des 
courants.    G.B.  133.  510. 

592.  T,  Des  Coudres.  Umwandlung  von 
Wechselstrom  in  Gleichstrom  mittelst 
des  Hall'schen  Phänomens.    P.Z.  586. 

598.  •  W,  Ignatawski.  Über  die  Wir- 
kung von  Wechselströmen  auf  das  Elek- 
trodynamometer.    J.B.P.C.G.  82.  85. 

594.  *A.  G.  Bossi.  Studio  teorico  di 
una  coppia  di  circuiti  induttivi  in  pa- 
rallele SU  corrente  alternativa  a  Poten- 
ziale costante.    N.C.P.  11.  321;  898. 

595.  *Buffa.  Trasformazione  della  cor- 
rente altemata  in  continua.  B.A.G. 
1900.  8  fasc. 

596.  A.  S.  Lanfsdorf.  A  graphical 
method  for  analyzing  distorted  altema- 
ting  current  waves.    P.B.  12.  184. 

597.  *B.  Malcigoli.  Sulla  polarizza- 
zione  coUe  correnti  altemanti.  N.C.P. 
11.  209.  —  F.  Oliveri.  211;  12.  141. 

598.  Bermhach.  Elementare  Ableitung 
einiger  wichtiger  Formeln  über  den 
Wechselstrom.    Z.P.  14.  79. 

599.  *W.A.  Petei-8.  Über  die  Berech- 
nung der  Leitungen  bei  Verteilung  elek- 


trischer Wechselsfaromenergie.  E.P.1909. 
241. 

600.  *G.  Chrassi.  Sa  alcune  propiietii 
delle  correnti  altemate.    B.T.  145. 

601.  *W.  Duddd.  On  rapid  variations 
in  the  current  through  the  direct  euzrent 
are.    J.I.E.E.  30.  232. 

602.  *S.  Marcueei.  Asione  eaercitaU 
da  una  corrente  a  basso  potensiale  aopra 
alcuni  coherer  quando  quesü  abbiano 
acquistata  la  conducibilitä.  N.C.P.  11. 
178. 

608.  W.  B.  Morton,  On  the  propa- 
gation  of  polyphase  currents  along  a 
number  of  parallel  wires.    P.M.  563. 

604.  *Gra8si.  Studi  ed  esperienze  sulla 
trasformazione  del  corrente  trifase  in 
mono  fase.    A.A.E.J. 

606.  E.  Böse.  Untersuchungen  über 
die  elektromotorische  Wirksamkeit  der 
elementaren  Gase.    Z.P.C.  35.  701. 

606.  /.  Stark.  Bemerkungen  zu  J.  J. 
Thomsons  Theorie  der  elektrischen  Strö- 
mung in  Ghusen.    P.Z.  664. 

607.  J.  Stark.  Beitrag  zur  Theorie 
der  elektrischen  Strömung  in  Grasen.  A 
P.L.  5.  89. 

608.  V.  Crimieu.  Convection  diectiique 
et  courants  ouverts.    J.P.  453. 

609.  *B.  Sälvadori.  Sopra  la  forsa 
elettromotrice  di  alcuni  sistemi  di  pile 
a  concentrazione  e  di  pile  ramezinco  con 
solventi  organici.    N.C.P.  12.  314. 

610.  *A.  Buaseü.  How  condenser  and 
choking  coil  currents  vary  with  the  shape 
of  the  wave  of  the  applied  £.*M.F. 
J.I.E.E.  82.  504. 

611.  D.  Negreanu.  0  metoda  noui 
de  mesura  a  resisten^i  electrice  a  nnoi 
galvanometm.  (Über  eine  neue  Methode 
der  Messung  des  elektrischen  Wider- 
stands eines  Galvanometers.)  A.A.B. 
22  A.  523. 

612.  D.  Negreanu.  0  novi  metoda 
de  mesura  a  resistent  interiöre  a  unid 
element  galvanic.  (Über  eine  neue  Me- 
thode der  Messung  des  innem  Wider- 
stands eines  galvanischen  Elemente.)  A 
A.R.  22  A.  526. 

613.  D.  Negreanu.  Observatiuni  asnpia 
metodei  lui  Thomson,  relativa  la  defeer- 
minarea  resistentei  interiöre  a  unm 
element  galvanic.  (Bemerkungen  über 
die  Methode  von  Thomson  zur  Bestim- 
mung des  inneren  Widerstandes  eines 
galvanischen  Elements.)  A.  A.  R.  22  A.  631. 

614.  *C.  D.  Chüd.  A  dissociation  theoiy 
of  the  electric  are.    P.B.  10.  461. 

%lo.*W.DuddeU.  Über  schnelle  Strom- 
veränderungen  in  einem  GleichatroB- 
flammenbogen.    T.E.  46.  269;  810;  368. 
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616.  iV.  T.  M.  Wilftmore.  Über  Elek- 
trodenpotentiale.    Z.F.C.  86.  251. 

617.  A.  BartoreUi.  Über  das  Verhalten 
des  Alnmininxnfl  als  Elektrode.   P.Z.  469. 

618.  *A.  Bartarelli.  Sul  comportimento 
deir  alluTninio  come  elettrodo.  N.G.P. 
1.  112. 

619.  *0.  Lodge.  On  the  controversity 
concerning  YoI&^b  contact  force.  P.P. 
S.L.  869. 

620.  W.  Kaufmann.  Über  eine  Ana- 
logie zwischen  dem  elektrischen  Ver- 
hüten Nemst^scher  Glühkörper  nnd  dem- 
jenigen leitender  Gase.    A.P.L.  6.  757. 

621.  K,  B.  Johnson.  Qnelqnes  remar- 
ques sur  les  oscillations  dans  Texcitatenr- 
Hertz.    J.  P.  866. 

622.  *A.  Turpain.  Fonctionnement  du 
r^sonateur  de  Hertz  et  du  r^sonateur  ä 
coupure.  —  Observation  de  la  r^sonance 
dlectriqne  dans  Fair  rarifi^.    J.P.  426. 

628.  *T.  Felix.  Über  die  elektrischen 
Wellen  (tschech.).    M.A.B.  Nr.  29. 

624.  E.  Warburg.  Über  die  Polarisa- 
tionscapacität  des  blanken  Platins.  A. 
P.L.  6.  125. 

625.  P.  af  BjerkSn.  En  förändring  af 
kompensationsmetoden  f5r  Eapacitets 
m&ttningar.    B.V.A.S.  57. 

626.  *5.  H.  Bwrbury.  On  tiie  vector 
Potential  of  electric  currents  in  a  field 
where  disturbances  are  propagated  with 
finite  velocitj.    B.B.A.  635. 

627.  C.  E.  Gme.  Sur  la  valeur  ab- 
solue  du  potentiel  dans  les  r^seaux  isol^s 
de  conducteurs  pr^sentant  de  la  capa- 
ciU.     CR.  133.  388. 

628.  M.  D.  Atkins.  Polarization  and 
internal  resistance  of  electroljtic  cells. 
P.R.  13.  102. 

629.  E.  KÖM,  Über  die  Stefan'sche 
Entwicklung  der  MaxweU'schen  Gleichun- 
gen för  gleichartige  Mittel  und  ihre 
Vorausset^ngen.    M.H.  239. 

660.  A.  Garbasso.  Supre  il  valore 
massimo  della  funzione  Tme  di  Maxwell. 
A.A.T.  489. 

6B1.  *A.  Garbasso,  So^re  il  valore 
massimo  e  il  significato  fisico  della  fun- 
zione Tme  di  Maxwell.    N.C.P.  11.  401. 

Siehe  auch  98;  231;  284;  285;  307—809; 
314;  376;  377;  882;  388;  886—892;  524; 

894—904. 

Thermoelektrizitftt. 

682.  F.Harms.  Über  die  Verwendung 
des  Calorimeters  zu  Messungen  mit 
schnellen  elektrischen  Schwingungen. 
A.P.  L.  5.  566. 

688.  H.  Chevaüier.    Sur  les  variations 


permanentes  de  resistance  ^ectrique  des 
fils  d^alliage  platin-argent  soumis  k  des 
variations  de  temp^rature.    M.S.B.  385. 

lonentheorie. 

684.  E.  Bothe.  Sur  les  forces  ^ectro- 
motrices  de  contact  et  la  thäorie  des 
ions.     CR.  132.  1478;  J.P.  646. 

685.  V.  V.  Turin.  Über  den  Betrag, 
um  welchen  die  Wechselwirkungen  der 
lonenladungen  den  osmotischen  Druck 
vermindern.    Z.P.C  34.  403. 

686.  G.  VatUant.  Sur  la  couleur  des 
ions.     CR.  133.  366. 

687.  C.  D.  Chüd.  The  velocity  of  ions 
drawn  from  a  flame.    P.R.  12.  65. 

688.  C.  B.  Chüd.  The  velocity  of  ions 
drawn  from  the  electric  arc.  P.  R.  12. 187. 

689.  *G.  Carrara  e  M.  Lern.  Sopra 
Telettrostrizione  degH  ioni  in  solventi 
organici.    N.C.P.  12.  284. 

640.  J.  S.  Townsend.  Conductivity  pro- 
duced  in  hydrogen  and  carbonic  acid 
gas  by  the  motion  of  negatively  charged 
ions.    P.M.  680. 

641.  J.  S.  Townsend.  Über  Leitfähig- 
keit in  Gasen,  erzeugt  durch  die  Be- 
wegung negativ  geladener  Ionen.  P.Z. 
488. 

Siehe  auch  818. 

Magnettsmas. 

642.  *H.  S.  HeU-Shaw  and  A.  Hay. 
Lines  of  induction  in  a  magnetic  field. 
T.R.S.L.  303. 

648.  *W.  Wien.  La  polarisation  ro- 
tatoire  magnätique  et  Taxiome  de  Clau- 
sius.    E.E.  23.  114. 

644.  *M.  BriUouin.  Sur  la  polarisa- 
tion rotatoire  magn^tique  et  Taxiome  de 
Clausius.    E.E.  26.  164. 

645.  *Bina.  Sulla  isteresi  magnetica 
in  un  corpo  o  in  un  campo  rotante.  Pol. 
M.  fasc.  5;  8. 

646.  K.  TangL  Wirkung  der  Magne- 
tisirung  auf  den  Dehnungsmodul.  A.P. 
L.  6.  34. 

647.  V.  S.  Stevens.  The  effect  of  mag- 
netization  on  the  elasticity  of  rods.  P. 
R.  10.  161. 

648.  E.  van  Everdingen  jr.  Over  het 
verschijnsel  van  Hall  en  den  weerstand 
in  een  buiten  het  magneetfeld  bij  bis- 
muthkristallen.     CA.A.  277;  448. 

649.  A.  de  Hemptinne.  Le  magn^tisme 
exerce-t-il  une  influence  sur  les  r^ac- 
tions  chimiques?    B.A.B.  521. 

650.  A.  de  Hemptinne.  Beeinflusst  der 
Magnetismus  chemische  Reaktionen?  Z. 
P.C.  34.  669. 
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661«  Bichardson.  The  magnetic  pro- 
perties  of  the  alloys  of  cast-iron  and 
aluminium  II.    P.M.  601. 

652«  0.  M.  Corbino,  Dispersione  ro- 
tatoria  magnetica  dei  vapori  di  sodio 
neir  intemo  della  riga  di  assorbimento. 
R.A.L.R.  10  B.  137. 

658,  Jß.  T.  Glagebrook.  Notes  on  the 
practica!  application  of  the  theory  of 
magnetic  disturbance  by  earth  currents. 
P.M.  432. 

654*  F.  H.  Bigelato.  The  magnetic 
theoty  of  the  solar  Corona.  A.J.S.  263. 
Siehe  auch  370;  392;  508;  785;  786;  794. 

Elektromagnetismiis« 

655«  0.  Heaviside.  Electromagnetic 
theory.  T.E.  44.  772;  920;  45.  245;  445; 
635;  881;  46.  206;  456;  865;  47.  83. 

656.  *Ä.  P.  Grueincav.  Die  elektro- 
magnetische Theorie  der  Konduktoren 
(rusB.).    A.U.Kh.  1. 

657.  *E.  Hagenbach'Bischof.    L'exp^- 


rience  de  la  rotation  dlcctromagn^tiqne 
et  rinduction  unipolaire.  A.S.G.  11.  5; 
128. 

658.  L.  Graetz.  Über  eine  mechanische 
Darstellung  der  elektromagnetischen  Er- 
scheinungen in  ruhenden  KOrpem.  A. 
P.L.  5.  375. 

659.  ^Thompson.  Intomo  alle  imm&- 
gini  magnetiche  ed  alla  loro  applicazione 
alla  teoha  dei  motori  a  campe  rotante. 
A.A.E.I. 

660.  Cr^mieu.  Becherches  surle  charap 
^ectriqne  produit  par  des  Tariations 
magn^tiques.    A.P.C.  24.  85. 

661.  G,  W.  WaOcer.  The  scattering  of 
electromagnetic  waves  by  a  sphere.  Q.  J. 
31.  36;  252. 

662.  *B.  A.  Fessenden.  Electromag- 
netic mechanism  with  special  reference 
to  telegraphic  work.    J.F.L  62;  106. 

668.  A.  W.  Bücher.  On  the  magnetic 
field  produced  by  electric  tramways.  P. 
M.  423. 

Siehe  auch  301;  304;  307;  377. 


F.  Geodäsie. 


Geod&sie)  niedere. 


664.  *N.  Jadanza.  La  celerimensura. 
R.T.C.  12.  129;  146;  161. 

665.  *F.  GaUi.  Sopra  un  nuovo  pro- 
blema  di  geometria  pratica.  B.  T.  C.  12. 1. 

666.  *Serdohinski.  Sada^a  Potenota. 
T.G.C.  1.  —  Skricki  4. 

667.  Hau.  Utilisation  des  points  de 
GoUins  pour  la  d^termination  d'un  qua- 
drilat^re.    CR.  132.  597. 

668.  P.  E.  Daussy.  Partage  des  ter- 
rains.    J.G.  182. 

669.  *FergiiS8on.  New  method  of  di- 
viding  surveying  circles.  M.P.I.C.E.  142. 

6<0.  Jff.  LosShner,  Über  eine  Erwei- 
terung des  Bückwärtseinschneidens.  Z. 
V.  30.  485. 

671.  Hafferl.  Absteckung  von  Kreis- 
bögen aus  dem  Tangentenschnitt.  Z.V.  384. 

672.  *Loperfido,  Determinazioni  geo- 
detiche  per  il  tiro  dell  artigleria.  R.  A.  G. 
1900.  4  fasc. 

678.  P.  Halt.  Jonction  d'un  r^scau 
forme  de  triangulation.    CR.  133.  607. 

674.  *A,  WeixUr.  Bearbeitung  des 
trigonometrischen  Gradmessungsnetzes 
für  Zwecke  der  Landesvermessung.  M. 
M.G.L  1901. 

Siehe  auch  22—24;  63;  73;  83;  94. 

Oeod&sie,  höhere. 

675.  J.  F.  Hayford.  Recent  progress 
in  geodesy.    B.S.W.  1;  139. 


676.  N.  JadanBa.  Sul  calcolo  della 
convergenza  dei  meridiani.   A.A.T.  887, 

677.  P.  PizeetU.  ün  principio  fonda- 
mentale  nello  studio  delle  superficie  di 
livello  terrestri.    R.A.L.B.  10  B.  35. 

678.  ♦TT.  Prince.  L'hypothfese  de  la 
däformation  t^tra^drique  de  la  Terre  de 
W.  L.  Green  et  de  ses  successeuiB.  A.  A.  B. 

679.  C.  iMffrange.  Sur  le  probl^e 
actuel  de  la  physique  du  glooe  et  les 
lois  de  Brflck.    B.A.B.  1029. 

680.  *G.  H.  Darwin.  The  theoiy  of 
the  figure  of  the  earth  carried  to  the 
2.  Order  of  small  quantities.  M.  N.  A.  S.  82. 

681.  *H.  Cerri.  TJn  teorema  di  Dalby. 
B.T.C.  13.  17. 

Siehe  auch  783. 

Topographie. 
Siehe  132.  133. 

Kartenprojektloiieii. 

682.  *G.  B.  MaffioUi.  I  sistemi  di 
proiezione  nei  rilevamenti  catastaU  mo- 
demi.  R.T.C.  12.  184;  13.  1;  23;  37; 
57;  75;  97;  138;  151;  161. 

688.  *Soler.  Sopra  una  certa  defor- 
mata  della  sfera.    A.A.P. 

684.  G.  Holzmüller.  Elementare  Be- 
handlung der  Mercatorkarte.  Z.H.  31. 
337. 

685.  *E.  Hammer.  Unechtcylindrische 
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und  unechikonische  flächengleiche  Ab- 
bildung.   P.G.M.  42. 
686.  *Sol€r.  Sulla  rapprentazione  geo- 


detica  di  taluni  superficie.    A.A.P. 

687.  J.  H.  Franke.    Koordinaten  und 
Projektionen.    Z.V.  617. 


G.  Astronomie. 


Astronomie,  theoretische. 

688.  T.  J.  J,  See.  Becent  progreBs' in 
theoretical  astronomy.    B.S.W.  17. 

689.  H.  Wranski.  Beforma  de  la  me- 
c4nica  Celeste.  (Span,  von  F.  Yillareal.) 
R.C.L.  177.  197. 

690.  C,  V.  L.  Charlier.  On  periodic 
Orbits.    B.V.A.8.  10Ö9. 

691»  S.  S.  Hougk.  On  certain  discon- 
tinuities  connected  with  periodic  orbits. 
A.M.  267. 

692.  SciUt.  Determination  des  orbites 
an  moyen  d'observations  ^oign^es.  B. 
A.  18.  97. 

693.  H.  Paincari.  Sur  le  d^terminant 
de  Hill.    B.A.  17.  134. 

694.  0.  Caüandreau.  Sur  les  tables 
auxiliaires  de  A.  Marth  pour  la  räsolution 
de  la  relation  de  Lambert.   B.A.  18.  187. 

695»  H.  Bowget.  Sur  une  formule  de 
Lagrange  et  le  thäor^me  de  Lambert. 
A.T.  8.  67. 

696.  *G.  W.  Hiü.  Ptolemys  problem. 
A.J.B.  21.  88. 

697.  *A.  Maron.  Probl^mee  relatifs 
auz  äclipses  de  soleil.    B.S.A.F.  226. 

698.  *F.  C.  Pemrose.  Graphical  method 
for  the  determination  of  the  local  times 
of  contact  in  a  solar  eclipse.  M.N.A.S.  483. 

699«  L.  Schülhoff.  Sur  le  calcul  des 
limites  des  latitudes  entre  lesquelles  une 
occultation  est  Tisible.    B.A.  17.  11. 

700.  A.  Claude.  D^onstration  g^o- 
mätrique  des  conclusions  de  M.  Schulhoff. 
B.A.  17.  16. 

701.  E.  F.  van  de  Sande  Bakhityeen. 
De  bewe^ng  der  aardpool  volgens  de 
waamemmgen  van  de  laatste  jaren.  C. 
A.A.  169. 

702.  C.  J.  L,  Charlier.  Sur  les  points 
singuliers  des  in^ffalit^s  s^culaires  des 
petites  planstes.    B.A.  17.  209. 

708.  C.  V.  L.  Charlier.  Einige  Falle 
von  Librationsbewegung  in  dem  Planeten- 
system. L    B.V.A.S.  166. 

704.  *G.  Boceardi.  Esposizione  del 
metodo  di  Tieijjen  per  la  correzione  degli 
elementi  dell*orbit»diunpianeta.  P.O.C. 
37. 

705.  A.  Schülke.  Berechnung  der  Pla- 
netenerscheinungen.   Z.H.  31.  4. 

706.  0.  Backlund.  Sur  la  question 
des  lacunes  des  petits  planstes.  B.A. 
17.  81. 


707.  •Ä  Newcomh.  On  the  distribu- 
tion  of  mean  motions  of  the  minor 
planets.  A.J.B.  20.  166. 

708.  *C.  Moser.  Über  eine  mit  der 
Umlaufszeit  der  Planeten  zusammen- 
hängende Relation.    M.G.B.   1. 

709.  H.  Poincari.  Sur  le  mouvement 
du  p^rig^e  de  la  lune.    B.A.  17.  87. 

710.  *E.  W.  Brown.  Note  on  the  va- 
lues  of  the  coefficients  of  the  terms  of 
8.  Order  in  the  new  lunar  theoiy. 
M.N.A.S.  124. 

711.  F.  Folie.  Simple  recherche  tri- 
gonom^trique  de  la  nutation  eul^rienne 
de  Taxe  instantan^.    A.S.B.  262. 

712.  F.  Folie.  Sur  des  termes  nou- 
veaux  de  Tacc^^ration  s^culaire  de  la 
lune.    B.A.B.  42. 

718.  F.  Folie.  Sur  les  nutations  eu- 
Idrienne  d'apiäs  les  latitudes  d^termin^es 
ä  Poulkovo.    B.A.B.  270. 

714.  F.  Folie.  Formules  correctes  de 
la  nutation  eul^rienne  de  Faxe  instan- 
tan^,  suivies  des  expressions  compl^tes 
de  la  nutation  de  T^corce  solide  du  globe. 
B.A.B.  616. 

715.  F.  Folie.  Mon  demier  mot  sur 
rincorrection  des  fonnules  rapportäes 
k  Taxe  instantan^.    B  A.B.  693. 

716.  F.Folie.  Sur  un  mode  de  deter- 
mination de  la  constante  de  la  pr^es- 
sion,  ind^pendant  du  mouvement  syst^- 
matique.    B.A.B.  811. 

717.  *K.  Graff.  Formen  und  Hilfs- 
tafeln zur  Reduktion  von  Mondbeob- 
achtungen    und      Mondphotographien. 

718.  »TT.  TT.  CampheU.  The  determi- 
nation of  the  moons  theoretical  spectro- 
graphie  velocity.    A.JC.  11.  141. 

719.  H.  Poincari,  Sur  les  ^quations 
du  mouvement  de  la  lune.  B.A.  17.  167. 

720.  F.  Vmarecd.  El  cometa.  R.C.L. 
160. 

721.  V.  AJberti.  Su  la  determinazione 
de'radianti.    R.A.N.  240. 

722.  *H.  ChrÜien.  Le  trac^  graphique 
des  trajectoires  des  ätoiles  filantes  et  la 
determination  desradiants.  B.S.A.F.376. 

728.  *M.  Ernst.  0  redukcyach  niez- 
bednych  w  statystycznych  badaniach 
gwiazd  8padaj%cych.  (Über  notwendige 
Reduktion  bei  statistischen  Erforschun- 
gen der  Meteoriten.)    K.L.  367. 
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724«  W.  C.  Kretz.  The  positions  and 
proper  motions  of  the  principal  stars  in 
the  duster  of  coma  Berenices  as  dedu- 
ced  from  measurement  of  the  Buther- 
ford  photographfl.    A.A. N.T.  341. 

726.  *W.  W.  Camphell,  A  preliminary 
determination  of  the  motion  of  the  solar 
System.    A.J.G.  13.  80. 

726.  *E.  J.  YoweU.  Note  on  a  method 
of  detennining  the  solar  apez.  A.J.B. 
20.  187. 

727.  M.  Marique.  Yitesse  des  ^tolles 
dans  Tespace.    B.S.B.A.  235. 

728«  H.  Seeliger.  Bemerkungen  über 
veränderliche  Eigenbewegong.  A.N.K. 
154.  55. 

729.  B.  V.  K&vesligethi.  Az  allöcsilla- 
gok  tengelyforgäsixol.  (Über  Axen- 
drehung  der  Fixsterne.)  M.T.E.  17.  578. 

780,  J.  E.  Kapteyn.  Over  de  licht- 
kracht der  vaste  sterren.    C.A.A.  713. 

781.  Ä.  W.  Rcherls.  Density  and 
figure  of  dose  binary  stars.    N.  64.  468. 

Siehe  anch  69;  93;  126;  215;  654. 

StSrungen. 

782«  V.  Morrison.  Greneral  pertur- 
bations  and  the  perturbative  hmction. 
P.A.  309. 

788«  A.  Weiler.  Die  primordialen  Stö- 
rungen.   A.N.E.  154.  17. 

784.  A.  Weiler.  Die  externen  Stö- 
rungen.   A.N.E.  154.  97. 

786,  C.  V.  L.  Charlier.  Zur  Theorie 
der  s&kularen  Störungen.  B.Y.A.S. 
1083. 

786.  H.  TT.  Hm.  Secular  pertur- 
bations  of  the  planets.    A.J.M.  317. 

787.  A.  Idman.  Bemerkungen  über 
einen  Satz  von  Leverrier,  die  säkularen 
Störungen  der  kleinen  Planeten  be- 
treffend.   B.V.A.S.  977. 

YielkSrperproblem« 

788.  E.  Strömgren^  Über  mechanische 
Integration  und  deren  Verwendung  ftir 
numerische  Rechnungen  auf  dem  Gebiet 
des  Dreikörperproblems.    B.Y.A.S.  443. 

Kosmologie. 

789.  *F.  R.  MoüUon.  An  attempt  to 
test  the  nebular  hypothesis  by  an  appeal 
to  the  laws  of  dynamies.  A.J.C.  11.  103. 

740.  — .  On  the  clustering  of  gravi- 
tational  matter  in  any  part  of  the  uni- 
verse.    N.  64.  626. 

741.  *E.  V.  Kövesligeihi.  Az  ^gitestek 
fejlöd^se  ei  a  föld  kora.  (Entwicklung 
der  Himmelskörper  und  Alter  der  Erde.) 
M.T.E.  18.  361. 


742.  *A.  Flanuuhe.  Les  Energie«  cos* 
miques.    B.S.B.A.  239. 

748.  J.  Wüsing.  Über  die  Erhaltu^ 
der  Energie  der  Sonnenstrahlen.  A.N.&. 
154.  429. 

744.  A.  Hustek.  Die  Entstehung  des 
Planetensystems.    KW.  553. 

Astronomie,  spUrisehe. 

745.  *H.  H.  Turner.  Seme  suggestifHu 
for  the  explicit  use  of  direcüon  cosines 
or  rectangular  coordinates  in  astrono- 
mical  computations.    M.N.A.S.  201. 

746.  — .  Dedu9ao  das  formulas  de 
Mr.  Guyou  para  executator  os  calculot 
nauticos  usando  unicamente  as  tabuas 
de  latitudes  crescidas.  A.C.M.N.  Jan.- 
Pebr. 

747.  a  W.  Wirtz.  Über  ein  Problem 
der  sph&xischen  Astronomie  und  seine 
Bedeutung  für  die  Nautik.  A.H.  323. 
467.  —  E.  Wendt  408. 

748.  *A.  Vital.  Ein  Diagramm  zur 
graphischen  Lösung  der  astronomisdieii 
Schiffahrtsprobleme.    M.A.6.S.  201. 

749.  *A.  Vital,  Qraphische  Methode 
für  die  astronomischen  Ortsbesiinumm- 
gen  in  See.    M.A.G.S.  267. 

750.  *A.  V.  Triulzi.  Astronomische 
Ortsbestimmungen  zur  See.  M.A.6.S. 
439. 

751.  *D.  Florian,  Astronomische  Orts- 
bestimmungen zur  See  ohne  Rechnung 
und  Tafeln.    M.A.G.S.  598. 

752.  *W.  Ivanowski.  Zvezdniia  nabl- 
judenija  na  more.  (Stembeobachtongen 
zur  See)    M.Z.P.  297.  67;  131. 

758.  *J.F.  Hayford.  Determination  of 
time,  longitude,  latitnde  and  azimutL 
R  C.  G.  8. 

754.  *Post.  Methods  of  determination 
of  latitude,  longitude  and  solar  time  in 
reconnaissance    surveys.    £.N.  43.  158. 

755.  V.  Maurice.  Longitude  bj  the 
right  ascension  of  the  moon.  N.M.L. 
379. 

756.  *  Rodler  de  Aquino.  0  methodo 
de  Marcq.  Saint-Hilaire.    KM.B.  8. 

757.  *H.  Heyenga,  Ergänzungen  zur 
Neuen  Methode  der  Ortsbestimmung  und 
der  Douweschen  Standlinie.    H.H.  645. 

768.  *H.  Heyenaa.  Neue  Methode  zur 
Bestimmung  des  Beobachtungsorts  aus 
2  Höhen.    H.H.  162. 

759.  *E.  Wendt.  Gleiche  Sonnenhöhen. 
H.H.  186;  198. 

760.  *r.  Lüning,  Das  Zweihöhen- 
problem in  elementarer  Darstellung. 
H.H.  280;  291. 

761.  *U,  Heyenga.  Kritische  PrOfimg 
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der     beobachteten    GrestirnshOhen    auf 
offener  See.    H.H.  330. 

762.  G.  Pesci.  Su  di  nn  reffolo  calcu- 
latore  della  differenza  fra  Taltezza  me- 
ridiana  e  circommeridiana  di  un  astro. 
C.L.  1900.  679. 

768«  *  Jeuneu.  Gritiqne  de  la  m^thode 
de  Foerster  ponr  d^terminer  le  point 
par  deux  hautenrs  d'astres.  B.M.M.P. 
145.  312. 

764.  C.  W.  Wirtz.  Zeitbestimmung 
und  OhronometerkontroUe  durch  eine 
Höhendifferenz.  A.H.  342.  —  A.  Wede- 
mever  468. 

765«  E.  Guyau.  Sur  Temploi  des  cir- 
cumm^ridiennes  ä  la  mer,   G.B.  132.  657. 

766.  V.  M.  Pemter.  Die  scheinbare 
Gröfse  des  Himmelsgewölbes  und  die 
scheinbare  Gröfse  der  Gestirne.  S.V.  N.W. 
41. 

767«  *M,  Ernst.  0  kszlatciepojomecie- 
go  sklepienia  niebieskiego.  (Ober  die 
Gestalt  der  scheinbaren  Himmelskugel.) 
W.  W.  242. 

768.  *,,Arcturus.'^  ßising  and  setting 
of  the  moon.    E.M.W.  64. 

769«  A.  Comu.  Sur  la  loi  de  rotation 
diume  du  champ  optique  foumi  par  le 
siddrostat  et  Fh^ostat.    B.A.  17.  49. 
Siehe  auch  109. 


Aberration. 

770.  C.  Le  Paige.  Sur  la  r^duction 
au  lieu  apparent.  Termes  dus  k  Taber- 
ration.    M.S.L.  3  Nr.  3. 

771.  *PH.  Coweü.  Note  on  the  for- 
mulae  for  star  corrections.  M.  N.  A.  S.  607 . 

Siehe  auch  875. 

Chronologie. 

772.  G.  HolzmuOer.  Das  Problem  der 
wahren  und  mittleren  Zeit.  Z.  H.  31.  340. 

778.  *(7.  T.  de  Quarenghi.  L'uni- 
fication  des  calendriers  Grägorien  et  Ju- 
lien.   B..G.O.  12.  176. 

774.  *Abetti.  B  numero  assoluto  dell' 
era  volgare  nel  periodo  giuliano.  M.  S.  S.  I. 
29.  Nr.  1. 

775.  *F.  Körfer,  Die  Frage  der  Aus- 
dehnung dezimaler  Zeiteinteilung  auf 
das  Winkelmafs.    N.W.  261. 

776.  *V.  Strouhdl.  Die  Frage  der 
Dezimalteilunff  der  Zeit  und  des  WiukelB 
(tschech.).    B.A.P.  Nr.  3.  157. 

Siehe  auch  311. 

Onomonik. 

777.  *Marzoechi.  Alcune  regele  pra- 
tiche  per  tracciare  le  orologie  solari. 
B.A.G.  1900.  Fase.  1. 


H.  Geophysik« 


Geophysik« 


778.  W.  A.  Stekloff,  Memoire  sur  les 
fonctions  harmoniques  de  M.  H.  Poin- 
car^.    A.T.  2.  273. 

779.  C.  Lagranae.  Sur  le  probl^e 
actuel  de  la  physique  du  globe  et  les 
lois  de  Bnick.    B.A.B.  1900.  1029. 

780.  A.  NippoJdt  jun.  Ein  Satz  über 
Fouriersche  Beihen  und  seine  Anwen- 
dung in  der  Geophysik.    P.Z.  363. 

781.  *A.  Geriun.  0  predelenie  sred- 
nej  plotnosti  zemli.  (Über  die  Methode, 
die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  zu 
bestimmen.)    B.B.A.G.  15. 

7S2.  F.  B.  Helmert.  Der  normale 
Teil  der  Schwerkraft  im  Meeresniveau. 
S.A.B.  328. 

788.  H.  Poincare.  Les  mesures  de 
gravit^  et  la  g^od^sie.    B.A.  18.  1. 

784.  *A.  Venturi,  Sulla  compensazione 
dei  risultati  nelle  misure  di  gravitä  re- 
lativa  terrestre.    N.C.P.  11.  33. 

785.  *R.  V.  Eötvöa.  A  neh^zs^g  ^s  a 
m4gneses  erö  nivotelüteteinek  ^s  val- 
tozäsainak  meghataroza64r61.  (Über  Be- 
stimmung der  Niveauflächen   und   der 


Variationen  der  Schwer-  und  erdmagn. 
Kraft.)    M.P.L.  361. 

786.  *R.  Eötvos.  £tude  sur  les  sur- 
faces  de  niveau  et  la  Variation  de  la 
pesanteur  et  du  champ  magn^tique, 
K.C.LP.  2.  371. 

787«  J.  Knett,  Über  die  Erregungs- 
art von  Erdbeben  und  andere  die  Pro- 
pagation  betreffende  Faktoren.  S.L.P. 
263. 

788.  M.  H.  Nagaoka.  Tremblements 
de  la  terre.    A.S.G.  10.  604. 

789.  E.  Wieehert.  Prinzipien  für  die 
Wirksamkeit  von  Seismographen.  P.Z. 
593;  605. 

790«  J,  CJoUet.  Les  corrections  topo- 
graphiques  des  observations  pendulaires. 
A.U.G.  13.  1. 

791.  *N.  POtschikaw.  Das  Foucault- 
sche  Pendel  (russ.).    M.P.O.  24.  193. 

792.  J.  Schubert.  Zur  Theorie  der 
Wärmeleitung  im  Erdboden.    M.  Z.  377. 

798.  V.  Bjerknes  u.  J.  W.  Sandström. 
Über  die  Darstellung  des  hydrographi- 
schen Beobachtungsmaterials  durch 
Schnitte,  die  als  Grundlage  der  theore- 
tischen Diskussion  der  Meerescirkulation 
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28.  137. 

882.  *P.  Sawrel.  On  the  equilibrium 
of  chemical  Systems.    J.F.C.  ö.  21. 

833,   *W,  D.  Baneroß.  Reaction  ve- 

locity  and  equilibrium.    J.P.C.  4.  705. 
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887.  »T.  W.  Richards.  The  driving 
energy  of  physico- chemical  reaction 
and  its  temperature-coefficient.  J.P.C. 
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gemeinste  Form  der  Gesetze  der  che- 
mischen   Kinetik    homogener  Systeme. 
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des  encoches  d^endiquetages  ä  galets 
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148. 

891.  *A.  Mewes.  Grundformel  für  du 
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902«  V.  Crimieu.  Sur  une  balance 
tr^s  sensible  pouvant  servir  de  ealvano- 
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Elastisitftt  und  Festigkeitslehre. 
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19.  L.  Champy.  La  Ventilation  des 
tunnels  et  le  Systeme  Saccardo.   Ann.  M. 

Siehe  auch  3. 

Elektrizitftt. 

20.  E.  Dick.  Neuer  selbstth&tiger 
Spannungsregulator.   E.Z.  21.  80. 

21.  C.  Ä.  Mossander  und  K  Ä.  Fors- 
herg.  Über  die  Yorausbestimmung  der 
erforderlichen  Kapazität  von  Akkumu- 
latorenbatterien.  £.Z.  21.  881. 

23.  A.  Löwit.  Berechnung  des  Draht- 
durchmessers bei  geffebener  Zahl  der 
Ampärewindungen,  der  Spulendimen- 
sionen und  der  Spannung.  E.Z.  21.  881. 
—  F.  Clausaen  1066. 

28.  E.  ÖlscMäger,  Die  Berechnung 
von  Widerständen,  Motoren  und  dergl. 
für  aussetzende  Betriebe.   E.Z.  21.  1068. 

24.  J.  Herzog  und  C.  P.  Feldtnann. 
Über  widerstandstreue  Umgestaltung 
elektrischer  Leitungsnetze.  E.Z.  21.  167. 

25.  A.  Sengel.  Spannungsteilung  an 
Qleichstrommaschinen  mittels  Drossel- 
spulen.   E.Z.  21.  387;  410. 

26.  M.  Vogdsang.  Überdiesteuerung 
elektrischer  Uleichstromkrahne.  E.Z.  21. 
636. 

27.  B.  Krause.  Die  Stufung  von  An- 
lassem für  Gleichstrommotoren.  E.Z. 
21.  328. 

28«  J.  Fischer 'Hinnen.  Elektrische 
Bremse  für  Wechselströme.  E.Z.  21. 
767.  —  A.  Kolben  864. 

29.  F.  Breisig.  Über  die  graphische 
Darstellung  des  Verlaufs  von  Wechsel- 
strömen läjigs  langer  Leitungen.  E.Z. 
21.  87. 

80.  H.  Görges.  Über  den  Farallel- 
betrieb  mit  Wechselstrommaschinen. 
E.Z.  21.  29. 

81«  C.  Feldmann  und  J.  Herzog.  Über 
den  Widerstand  eiserner  Wechselstrom- 
leiter.   E.Z.  21.  844. 

82.  F.  Des  Coudres.  Eine  direkte 
Methode  für  Wechselstromanalyse.  E.Z. 
21.  762;  770. 

88.  0.  S.  Bragstad.  Über  die  Wellen- 
form des  Drehstroms.   E.Z.  21.  262. 

84.  B.  Göldschmidt.  Über  den  Leer- 
lauf von  Drehstromtransformatoren.  E. 
Z.  21.  991. 


85«  J.  A.  Moüinger.  über  Drehstzom- 
zähler.   E.Z.  21.  673.  —  J.  Stern  666. 

86.  W.  BeieM.  Versuche  über  Ver- 
wendung des  hochgespannten  Drehstromi 
für  den  Betrieb  elektrischer  Bahnen. 
E.Z.  21.  463. 

87«  M.  Breslauer.  Über  Entwürfe  und 
Prüfung  von  Drehstrommotoren  mit  Hilfe 
des  Diagramms  der  Mehiphasenmotoren. 
E.  Z.  21.  469. 

88«  F.  Eichberg.  Über  die  Zerlegung 
des  oscillierenden  Feldes  des  Einphasen- 
motors  in  Drehfelder.   E.Z.  21.  484. 

89.  G.  Osanna.  Theorie  der  asyn- 
chronen Mehiphasenmotoren.  E.Z.  21. 
712.  —  F.  Emde  782;  854;  941.  —  /. 
Heubach  816;  1089.  —  S.  Kuhlmann 
896.  —  B.  A.  Behrend  876;  1090.  - 
J.  K.  Sumec  1008.  —  S,  W.  Schmidt  1031. 

40.  J.  Wg.  Günstigste  Verteilung  der 
Verluste  in  Transformatoren.  E.  Z.  21. 745. 

41.  W.  Thiermann.  Spiegelgalvano- 
meter  mit  weitem  Messbereich.  E.Z. 
21.  211. 

42.  F.  Spielmann.  Eupfererspamis 
bei  Kraftübertragungen.   E.Z.  21.  1007. 

48.  C.  Micha&e  und  O.  Martiensse». 
Femstromzeiger.   E.Z.  21.  461. 

44«  J.  Edler.  Untersuchungen  des 
Einflusses  der  vagabundierenden  Ströme 
elektrischer  Strassenbahnen  auf  erdmtg- 
netische  Messungen.   E.Z.  21.  193. 

45.  C.  Liebenote.  Über  teliuriscbe 
Elektrizität.    E.Z.  21.  962. 

46.  K.  Bichter.  Beiträge  zur  Fehler- 
bestimmxmg  in  Dynamomaschinen.  E.Z. 
21.  38. 

47.  B.  Goldschmidt,  Diagramme  für 
Induktionsmotoren.   E.Z.  21.  693. 

48.  E,  Stadelmann.  Beitrag  zur  Be- 
rechnung von  Lichtleitungsregulatoiea. 
E.Z.  21.  286. 

49.  G.  Dettmar.  Die  günstigste  Di- 
mensionierung der  Stromabnehmer  bei 
Schleifringen  und  Kollektoren.  E.Z.  21. 
429. 

50.  K.  Wilkens.  Über  die  Erwännong 
unterirdischer  elektrischer  Leitongen. 
E.Z.  21.  418. 

51.  6r  Bosch,  über  Stromversorgung 
längerer  Bahnlinien.  E.Z.  21. 1063;  1080. 

52.  G.  Kapp.  Zugkraftmesser  fnr 
elektrische  Bahnwagen.  E.Z.  21.  679. 

58.  W.  Kummer.  Formeln  zur  Be- 
rechnung und  Prüfung  von  Automobilen. 
E.Z.  21.  346. 

54.  F.  Breysig.  Über  die  DarsteUung 
des  Verlaufs  telegraphischer  Zeichen  in 
langen  Kabeln.    E.Z.  21.  1046. 

Siehe  auch   8—9;  61;  62;   70;  76— 18; 
80;  93;  98—99. 
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Fehlerreobnnng. 

55«  E,  Hammer.  Beitrag  zur  Ge- 
schichte der  Aosgleichnngsrechnaiig. 
Z.  V.  29.  618. 

56«  W.  Laska.  Über  den  Einfluss  der 
Ungenauigkeit  gegebener  Punkte  auf 
das  Resultat  des  Voreinschneidens.  Z.V. 
29.  657. 

Geod&sie. 

57«  0.  JSggert.  Yergleichunff  der  Er- 
gebnisse des  geometrischen  und  des  tri- 
f  onometrischen  Nivellements  nach  den 
urch  von  Bauemfeind  im  Jahre  1881 
ausgeführten  Beobachtungen.  Z.V.  29. 
113. 

Siehe  auch  56;  59;  60;  81;  82;  91. 

Graphiscbes  Beclmen. 

58«  PUÜer.  Zur  Quadratur  des  Kreises. 
Z.V.  29.  588. 

59»  C.  Bunge.  Graphische  Ausgleichung 
beim  Rückwärtseinschneiden.  Z.V.  29. 
581. 

60.  Ä.  Klingatsch.  Zur  graphischen 
Ausgleichung  von  Polygonzügen.  Z.V. 
29.  540. 

61«  E.  Hunke.  Über  graphische  Be- 
rechnung von  Widerstandsregulatoren. 
E.Z.  21.  801. 

62.  F.  Blanc.  Eine  graphische  Me- 
thode zur  Bestimmung  der  Strom-  und 
Spannungswerte  in  verketteten  Mehr- 
phasensystemen.   E.Z.  21.  738;  749. 

Hydrodynamik. 

ea.  H.  8.  HeU'Shaw.  The  distribu- 
Üon  of  pressure  due  to  flow  round  sub- 
merged  surfaces  with  special  reference 
to  b^anced  rudders.   E.  89.  413. 

04«  G.  Itusso.  The  roUing  of  ships 
on  waves.   E.  89.  853. 

65«  — .  The  speed  of  transports.  E. 
89.  109. 

66«  Baieau.  Theorie  des  h^lices  pro- 
pulaives.   B.S.E.  5.  497. 

Interpolation« 

67«  W.  Ldska.  Über  das  arithme- 
tische Mittel.   Z.V.  29.  593. 

Kinematik. 

68.  E.  Vicaire.  Note'sur  la  repr^- 
sentation  de  Teffet  des  freins  ä.  Taide 
d*un  frein  fictive  ä  serrage  instantan^ 
et  ä  force  rd»rdatrice  constante.  Ann.  M. 
18.  104. 

Kurven. 

69.  K.  Sieber.  Übergangskurven  bei 
elektrischen StraTsenbahnen.  E.  Z.  21. 863. 


70.  G.  Benischke.  Über  den  soge- 
nannten Formfaktor  der  Wechselstrom- 
kurven. E.Z.  21.  674;  765.  —  B.  BichUr 
746. 

71.  E.  Hammer.  Über  den  aus  zwei 
Kreisbögen  bestehenden  Korbbogen  zur 
Verbin<umg  zweier  gegebenen  Tangen- 
tialpunkte.   Z.V.  29.  236. 

Siehe  auch  10. 

Magnetismng. 

72.  K.  Krogh.  Über  magnetische 
Trägheit.   E.Z.  21.  1088. 

78.  C.  Feldmann  und  J.  Herzog.  Über 
die  Schirmwirkung  von  Eisenröhren. 
E.Z.  21.  861. 

74.  A.  Comu.  Action  du  champ 
magn^tique  terrestre  sur  le  march^  d*un 
chronomStre  aimant^.   B.S.E.  6.  880. 

75.  H.  du  Bois.  Magnetische  Präci- 
sionswage.   Z.I.  20.  97;  129. 

76.  Ö.  Westphal.  Die  Gesetze  der 
Kraftlinienverteilnng  über  den  umfang 
der  Dynamomaschinen.    E.Z.  21.  747. 

77.  G.  Dettmar.  Die  Verteilung  der 
KrafÜinien  bei  Nuthenankem,  von 
Gleich-  und  Wechselstrommaschinen. 
E.Z.  21.  944. 

78.  C.  Westphal.  Die  Gesetze  der 
Kraftlinienverteilung  über  den  umfang 
derWechselstrommaschinen.  E.Z.  21.878. 

Mefsapparate. 

79.  H.  Kellner.  Über  einige  Methoden 
und  Apparate  zur  Bestimmung  der  Kon- 
stanten des  Femrohrs.    Z.I.  20.   1;  33. 

80.  J.  Kollert.  Elektrodynamometer 
mit  Spiegelablesung  für  technische 
Zwecke.   E.Z.  21.  788. 

81.  u4.  Schreiber.  Besondere  Centn- 
rungsverhältnisse.   Z.V.  29.  321. 

82.  J.  Schnoedcel.  Die  Flächenberech- 
nunff  mittelst  eines  neuen  antilogarith- 
mischen  Grundsteuer-KartenmaTsstabes. 
Z.V.  29.  418. 

Nantik. 

88.  B.  Wanach.  Eine  Methode 
Schtschotkins  von  gleichzeitiger  Zeit- 
und  Breitebestimmung  aus  Beobach- 
tungen von  Stempaaren  in  gleichen 
Höhen.    Z.V.  29.  209. 

Optik. 

84.  B.  StrM.  Zonenfehler  und  Wel- 
lenflächen.  Z.I.  20.  266. 

85.  B.  Wanach.  Über  L.  v.  Seidels 
Formeln  zur  Durchrechnung  von  Strahlen 
durch  ein  centrirtes  Linsensystem  nebst 
Anwendung    auf   photographische    Ob- 
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Nachisrag  zu  dem  Verzeichnis  von  Abhandlungen. 


jekte.     Z.I.   20.    161.    —    H.   Harting 
234. 

86.  B.  TJlhrkM.  Die  Bestimmting  der 
mittleren  räumlichen  Lichtintensität 
durch  nur  eine  Messung.  E.  Z.  21. 
595. 

87.  /.  Hartmann.  Bemerkungen  über 
den  Bau  und  die  Justirung  von  Spek- 
trographen.    Z.I.  20.  17;  47. 

88.  H.  Lehmann,  Über  Spektral- 
apparate mit  drehbarem  Gitter.  Z.I. 
20.  193. 

Siehe  auch  79. 

Planimeter« 

89«  — .  Le  planim^tre  Lippincott. 
B.S.E.  5.  126. 

Siehe  auch  82. 

Beehenapparate. 

90.  J,  Carpentisr.  Rapport  sur  la 
r^gle  dactyliographique  universelle  de 
M.  Bessat.    B.S.E.  5.  525. 

91.  F.  Schuster.  Vereinfachung  der 
Methode  zur  Berechnung  des  Messungs- 
liniennetzes mittelst  Rechenmaschine. 
Z.V.  29.  488. 

92.  C.  LdÜemand.  Zweiteiliger  loga- 
rithmischer Rechenschieber.  Z.V.  29. 
233. 


BeibuBg. 

98.  F,  Blanc.  Über  die  Leerlaaf- 
reibung  bei  Induktionsmotoren.  E.Z. 
21.  131. 

Statik. 

94«  J.  D.  Moraan.  The  efficiencj  of 
Westen  pulley  blocks.   £.  89.  154. 

Tafeln,  graphisehe. 

95.  Ä.  SMeusinger.  Graphische 
Parametertafeln    zur  Bestimmung    tob 

8^yja^  +  Jo^^Ja+p.     Z.V.    29. 
561. 

Wärme« 

96«  E.  H,  Amagat.  Sur  les  lois  des 
chaleurs  sp^cifiques  des  fluides.  B.S.E. 
5.  939. 

97.  /.  K,  Grindley.  An  expenmental 
investigation  of  the  theimoidynunical 
properties  of  superheated  steam.  £. 
89.  291. 

98.  B.  Apt  Über  Erwärmung  unter- 
irdisch verlegter  Kabel.   E.Z.  21.  613. 

99.  J.  Mereog  und  C.  Feidmann,  Über 
die  Erwärmung  elektrischer  Leitongv> 
kabel.    E.Z.  21.  783. 

100.  E.  Odagiri.  Navy  boilera.  E. 
89.  623. 

Siehe  auch  50. 


Seit» 

'Weber,  Pie  partielltii  DüTenntiAlifleiehuiifen  4er  mafheDatlBchen  "B^xf^ik,    Ton 

B.  Boae.   .    ._ 28a 

.   Gedieos,  Kinetik,  Beitr&c^  ca  einer  einheitlichen  mechaniacheo  GrondAnsohanony,  * 

Ton  X*  HeiB '  ,   ,   . '282 

Indra,  Die  währe  Gestalt  der  Spannungakurre.    Von  Hh 282 

Nnte  Bücher , 284 

Ahhanälimg8register  1900—1901.    Yon  E.  WSlfftig  in  Stuttgart 287 

Ncu^ag  gu  dem  Verzeichnis  von  Abhandlungen  atis  der  angewandten  Madhe- 
matik,  wdehe  im  Jahre  1900  in  technis^kim  ZeitsehHften  erschienen  sind. 

Yon  E.  W51ffi]lg  in  Stuttgart 317 


IM 


Zum  Abdruck  in  den  nftchaten  Heften  gelangen  Beitrftge  der  Heiren: 

D.  Bohylew,  A.  B^raeh,  L.  Bwmeater,  K«  DoehleaaBB^  B,  Doleialy  0.  Fliakery  i.  Tnueke, 

Tk.  Frietendorff,  K.  Hessy  J.  Hom,  F.  I^leiii,  L.  KrVfer^  J.  KfiMer,  W.  Fr.  Beyer,  C.  Bedemkerf , 

B.  Botke,  F.  BadlOy  B.  Bkateek,  F.  St&ekel,  B.  B.  TImerdiBg,  E.  WJOftBf ,  B.  ZerMelo. 


Für  ein  gröfseres,  süddeutsches,  optisches  Institat  wird  ein 

vissenschalHicher  Jlfitarbeiter 

gesncht.  Herren,  welche  bereits  mit  Rechnungen  der  photo- 
graphischen Optik  vertraut  sind  und  auf  dauernde  Stellung 
reflektieren,  werden  bevorzugt. 

GeMige  Offerten  sind  erbeten  unter  M.  Ü.  8691  an 

Bndolf  M os^e^  Mfinchen. 


Bueliliandlmtg  Gustav  Fcieh:»  G>m>b>HM  Lelpglg» 

^eben  ist  erscliienen  und  steht  gratis  und  franko  zu  Diensten: 

Lagerrerzeielmis  No«  189:  MatliematU:  und  Pbysik^ 

4466  Nummern,  u.  a.  enßialtend:  Bibliothek  fSchlömilcli  xmd  f  Christoifel,  sowie  eine 
grolse  Anzahl  wertrolkr  Zeittchiiften-Senen  und  seltener  Diasertaläonfin-Litteratur. 

; ^ ^- 

Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig. 

£ehrbiich  der  praktischen  f  hysik 

von 

F.  Koblrauseli. 

Zugleich  ak  neunte  Auflage  des  Leitfadens  der  pxaktisehen  Physik. 

Mit  zahlreichen  Figuren  im  Texf. 
[XXVn  u.  610  a]  gr.  8.  Biegsam  in  Leinwand  geb.  n,  JL  8.60. 

IM0MB  eigenartige  Werk  gewinnt  mit  jedvr  neuen  Auflage  an  Tartiefang  nnd  damit  an  Wert 
far  alle  diejenigen^  welche  der  praktischen  Pfajrsik  als  Jjehref  oder  liomende  oAher  stehen.  Anoh  ale 
Naoheehlagelmoh  iet  et  Ton  Bedeutung,  denn  in  knapper,  aber  anerziehend  ▼eiatlndliAher  Pom  uuifaDit 
e«  einen  «Dlii««rdenUi4i  reichen  Inhalt  tind  hrfagt  nieht  wani«««,  wae  man  te  «ehr  «aaCeaegreiehen 
IfOhrbftohern  rergehens  sucht.  Die  aablreichea  ina  f^*»^«y  gf^banen  T»beUen  beruhen  eelbetTerstftndlioh 
aaf  dem  besten  rar  Zeit  rorhandeneu  Material.  Qaea  1901.    10.  H.    S.  MO. 
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Die  Bernonllisclie  Wertetheorie. 

Von  a  E.  Timerding  in  Strafsburg. 

I. 

In  den  ersten  Anfängen  der  Wahrscheinlichkeitsrecluiang  ist  der 
Begriff  der  Wahrscheinlichkeit  eng  verschmolzen  mit  einem  verwandten 
Begriffe^  der  ursprünglich  als  Chance  (mensura  sortis)  und  später,  nicht 
gerade  glücklich  als  mathematische  Hoffnung  bezeichnet  wurde.  Seine 
Festlegung  ist  bei  den  Glücksspielen  sehr  einfach,  und  da  sich 
auf  diese  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  in  den  ersten  Zeiten  aus- 
schliefslich  beschränkte,  wurde  zu  Beginn  sogar  der  Begriff  der  Wahr- 
scheinlichkeit auf  den  Begriff  der  mathematischen  Hoffnung  gegründet. 
Denken  wir  uns,  da  ein  Beispiel  typisch  für  alle  ähnlichen  FäUe  ist,  dafs 
ein  Unternehmer  eine  Lotterie  veranstaltet,  in  der  er  n  Lose  zu  dem 
gleichen  Preise  verausgabt  und  dafür  einen  einzigen  Gewinn  von  dem 
Betrage  G  aussetzt.     Beansprucht  er  dann  für  sich  keinen  Nutzen  aus 

der  Lotterie,  so  wird  er  für  jedes  einzelne  Los  den  Betrag  —  G  ein- 
fordern, und  soviel  darf  jeder  Spieler  auf  sein  Los  wi^en,  ohne  dem 
Unternehmer  etwas  zuzuwenden.  Schliefslich  wird  ja  ein  Spieler  ge- 
winnen und  die  anderen  werden  alle  verlieren,  aber  vor  der  Ziehung 
kann,  wenn  es  lediglich  vom  Zufalle  abhängt,  wen  das  Los  trifft, 
keiner  als  begünstigt  gelten.  Die  Aussicht  zu  gewinnen  ist  für  alle 
dieselbe,  sie  kann  in  bestimmter  Weise  gewertet  werden  und  ist  eben 
durch  die  Zahl 

n 

gegeben.  Dies  ist  die  mathematische  Hoffiiung  für  einen  Spieler,  und 
würde  derselbe  nicht  blofs  ein,  sondern  m  Lose  genommen  haben,  so 
wkre  sie 

n 

Der  Faktor  m;  =  — ,   mit   dem   in   diesem   Ausdrucke   der  Gewinn   G 

multipliziert  erscheint,  ist  ein  echter  Bruch,  der  nur  dann  der  Einheit 

ZelUobiift  f.  Mathematik  u.  Physik.  47.  Band.  190S.  8.  u.  4.  Heft.  21 
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gleich  wird,  wenn  der  Gewinn  vollkommen  sicher,  und  gleich  Null  ist, 
wenn  der  Gewinn  unmöglich.  Je  gröfser  er  ist,  um  so  naher  kommt 
die  Aussicht  auf  diesen  Gewinn  der  Gewifsheit,  und  deshalb  ist  dieser 
Bruch  als  die  Wahrscheinlichkeit  des  Gewinnes  bezeichnet  worden,  ob- 
wohl der  landläufige  Sprachgebrauch  dieses  Wort  nur  dann  rechtfertigt, 
wenn  der  Bruch  w  von  der  Einheit  nicht  sehr  abweicht.  Nachdem 
die  Lehre  von  der  Wahrscheinlichkeit  weiter  entwickelt  war,  hat  man 
umgekehrt  den  Begriff  der  mathematischen  Hoffnung  aus  dem  Begriff 
der  Wahrscheinlichkeit  abgeleitet  und  als  das  Produkt  aus  einem  zu 
erhoffenden  Gewinne  und  der  Wahrscheinlichkeit,  mit  der  er  zu  er- 
warten steht,  definiert.  Entsprechend  ist  der  Begriff  der  mathe- 
matischen Befürchtung,  der  sich  auf  einen  möglichen  Verlust  bezieht^ 
festgelegt  worden. 

Ist  so  der  Begriff  der  mathematischen  Hoffnung  vorlaufig  nur  for 
die  Glücksspiele  bestimmt,  bei  denen  sich  die  Chancen  der  einzelnen 
Spieler  genau  gegen  einander  abwägen  lassen,  so  läfst  sich  fOr  seine 
Erweiterung  gewifs  geltend  machen,  dafs  so  gut  wie  diese  Spielgewinne 
alle  künftigen  Einnahmen  mehr  oder  weniger  ungewÜB  sind.  Aber 
wir  haben  deswegen  doch  fast  in  keinem  einzigen  Falle  eine  genaue 
Schätzung  dafür,  mit  welcher  Wahrscheinlichkeit  dieselben  zu  erwarten 
sind,  ja  wir  können  nicht  einmal  sagen,  ob  wir  ihnen  überhaupt  eine 
bestimmte  Wahrscheinlichkeit  zuschreiben  dürfen.  Es  will  uns  viel- 
mehr scheinen,  als  ob  dieser  Begriff  der  Wahrscheinlichkeit  für  alle 
jene  Fälle  des  wirklichen  Lebens  seine  Bedeutung  verliert,  und  wenn 
wir  ein  künftiges  Ereignis  als  mehr  oder  minder  wahrscheinlich  be- 
zeichnen, so  ist  dies  der  Ausdruck  eines  subjektiven  Ermessens  und 
von  der  objektiven  zahlenmäfsigen  Festlegung  nach  einer  bestimmten 
Methode  durchaus  verschieden.  Es  ist  nun  interessant,  dafs,  wenn 
auch  nicht  die  Ansicht  einer  einzelnen  Person,  doch  von  einer 
gröfseren  Menge  die  Durchschnittsansicht  betreib  Sicherheit  oder  Un- 
sicherheit eines  künftigen  Gewinnes  in  gewissen  Fällen  sich  aus  ihrer 
vagen  Verschwommenheit  zu  einer  genauen  Fixierung  des  vermeint- 
lichen Grades  der  Sicherheit  oder  Unsicherheit  verdichten  kann,  sofern 
sich  diese  Ansicht  nämlich  in  dem  Kurse  der  Wertpapiere,  die  eine 
in  Aussicht  gestellte  bestimmte  Zahlung  repräsentieren,  kimdgiebt  Zq 
jeder  Zeit  läfst  sich  ein  gewisser  Zinsfufs,  der  in  Prozenten  jSq  betrage, 
als  Zinsfufs  der  vollkommen  sicheren  Kapitalanlagen  ziemlich  genan 
feststellen.  Es  habe  nun  ein  Papier,  das  einen  bestimmten  anderen  Zins- 
fufs z  liefert  oder  verspricht,  zu  einer  gewissen  Zeit  den  Kurs  c,  indem 
die  durch  das  Papier  nominell  vorgestellte  Summe  s  in  Wirklichkeit  zu 
dem  Betrage  es  gewertet  wird.    Hierdurch  wird  dann  ausgedrückt,  daCs 
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die  z  Prozent  der  Summe  s  nur  mit  einer  gewissen  Wahrscheinlichkeit  w 
fortdauernd  zu  erwarten  und  infolge  dessen  nur  ebensoviel  wert  sind 
wie  die  sicher  zur  Auszahlung  gelangenden  Zq  Prozent  der  Summe  es. 
Es  wird  also  sein  müssen 

w  '  z==^  C  '  Zq, 
und  mithin  ist 

80  dafs  die  Sicherheit  eines  Papieres  dem  Kurse  direkt^  dem  ver- 
sprochenen ZinsfuCse  umgekehrt  proportional  wäre,  wie  es  auch  glaubhaft 
scheint.  Da  w  nicht  gröfser  als  1  sein  kann,  so  mufs  immer  z^cZq 
sein.  Dies  leuchtet  aus  der  Natur  der  Sache  ein,  denn  wäre  z  <  cz^ 
so  wäre  die  sichere  Anlage  des  zum  Ankauf  des  Papieres  verwendeten 
Kapitals  auf  jeden  Fall  vorzuziehen,  indem  der  Zinsertrag  gröfser  wird 
als  er  überhaupt  durch  das  Papier,  noch  dazu  mit  einer  gewissen  Un- 
sicherheit, in  Aussicht  gestellt  wird. 

Man  hat  es  hier  aber  mit  einer  ganz  rohen  Schätzung  der  Sicher- 
heit einer  Kapitalanlage  zu  thun,  denn  nicht  blofs  sind  die  Befürch- 
tungen und  Erwartungen,  welche  den  Kurs  bestimmen,  äufserst 
schwankend  und  unsicher,  es  ist  auch  eine  solche  Einführung  des  Be- 
griffes der  Wahrscheinlichkeit  von  mathematischer  Strenge  und  Grenauig- 
keit  weit  entfernt.  Man  nimmt  nämlich  die  Auszahlungen  aller  Jahre 
als  gleich  wahrscheinlich  an,  wahrend^  doch  der  Zinsbezug  an  einem 
näher  gelegenen  Termine  gegenüber  den  späteren  Bezügen  eine  grofsere 
Wahrscheinlichkeit  für  sich  hat.  Es  giebt  mm  aber  andere,  einmalige 
oder  wiederholte,  Zahlungen,  deren  Wahrscheinlichkeit  in  gewissem  Sinne 
sich  aus  statistischen  Erhebuni?en  empirisch  festleizen  läfst.  Hierzu  fre- 
hören  die  wichtigsten  Arten  der  Versicherung  und  vor  aUem  die  so- 
genannte Lebensversicherung  in  ihren  verschiedenen  Formen.  Fassen  wir, 
um  ein  Beispiel  zu  haben,  eine  jährliche  Leibrente  von  dem  Betrage  s 
ins  Auge,  so  wird  der  Wert  derselben  für  eine  Person  des  Alters  a 
dadurch  fixiert,  dafs  man  unter  der  Voraussetzung  einer  unverändert 
bleibenden  Sterblichkeit  aus  den  SterbUchkeitstabellen  die  Wahrschein- 
lichkeit Aa,  X  dafür  zu  eiinitteln  sucht,  dafs  diese  Person  nach  x  Jahren 
noch  lebt,  w  sei  das  höchste  vorkommende  Alter.  Nimmt  man  ferner 
an,  dafs  ein  Kapital  Sq  durch  Zinsbildung  in  x  Jahren  zu  Sq  •  ^^  an- 
wächst, dann  ist  der  gesuchte  Ankaufswert  der  Leibrente 


10  —  a 


«=1 

Dies  wäre  also  der  Betrag,  zu  dem  die  a  Jahre  alte  Person  die  Leib- 
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rente  unter  ihren  Aktiven  in  Rechnung  stellen  dürfte.  Es  hat  aber  schon 
Condorcet^)  darauf  aufmerksam  gemacht,  dafs  der  Wert  einer  solchen 
Ton  allerhand  Zufällen  abhängenden  Zahlung  mit  einem  sicheren  Besitz 
keineswegs,  auch  nicht  bei  entsprechender  Reduktion,  zu  identifizieren 
ist.  Ein  Gläubiger  wird  eine  bestimmte  Forderung  durchaus  nicht 
immer  durch  eine  an  das  Leben  des  Schuldners  geknüpfte  Leibrente, 
deren  Ankaufswert  der  Höhe  dieser  Forderung  entsprechen  würde, 
ablösen  lassen,  indem  er  sich  sagt,  dafs,  wenn  sein  Schuldner  in 
der  allernächsten  Zeit  stirbt,  er  der  ganzen  geschuldeten  Summe  Yer- 
lustig  gehen  würde,  und  dieser  Verlust  für  ihn  durch  die  Möglichkeit, 
bei  langem  Leben  des  Schuldners  mehr  zu  erhalten,  als  er  zu  bean- 
spruchen hat,  nicht  aufgewogen  wird.  Ein  solcher  Ausgleich  würde 
erst  eintreten,  wenn  der  Gläubiger  von  einer  grofsen  Anzahl  Schuldner 
auf  die  gleiche  Weise  entschädigt  würde,  und  demgemafs  setzen  die 
Versicherungsgesellschaften  die  Prämieneinnahmen,  die  eine  solche,  tob 
der  Lebensdauer  der  Versicherten  abhängige  Einnahme  repräsentieren, 
wie  einen  festen  jährlichen  Bezug  in  Rechnung.  Die  mathematische 
HofiEaung,  meint  Gondorcet,  stellt  einen  Durchschnittswert  dar,  der 
erst  dann  eine  bestimmte  Bedeutung  erlangt,  wenn  von  einem  Durdi- 
schnitte  die  Rede  sein  kann,  nämlich  dann,  wenn  bei  genügender 
Häufung  der  Einzelfälle  die  Abweichung  von  dem  in  Rechnung  ge- 
stellten Gesamtbetrage  voraussichtlich  einen  gewissen  kleinen  Bruchteil 
des  letzteren  nicht  überschreitQ^  wird. 

n. 

Wenn  nun  die  mathematische  Hoffnung  einen  Durchschnittswert 
darstellt,  der  sich  erst  bei  sehr  häufiger  Wiederholung  desselben  ge- 
winnbringenden Ereignisses  ergiebt,  so  fragt  es  sich,  wie  in  einem  ein- 
zelnen Falle  die  Aussicht  einer  Person  auf  einen  gewissen  Gewinn  zu 
werten  ist.  Handelt  es  sich  lediglich  darum,  zu  entscheiden,  ob  die 
Person  für  eine  bestimmte  Gewinnaussicht  den  richtigen  Preis  gezahlt 
hat,  ob  sie  beispielsweise  ein  Lotterielos  oder  eine  Versicherang  nicht 
zu  teuer  erkauft  hat,  so  kann  hierfür  nur  die  mathematische  Hofihnng 
den  richtigen  Mafsstab  abgeben.  Etwas  ganz  anderes  ist  es  aber,  wenn 
es  sich,  wie  Daniel  Bernoulli  sagt,  nicht  um  ein  Urteil,  sondern 
um  einen  Rat  handelt,  wenn  die  Frage  lautet,  ob  für  die  betreffiende 
Person  nach  Mafsgabe  ihrer  besonderen  Verhältnisse  die  eine  oder 
andere  Möglichkeit  eines  Gewinnes  die  günstigere  ist.    Die  Gesamtheit 


1)  R^flezions   sur  la  r^gle  gdn^rale  etc.    Histoire  de  rAcad^mie  de  Fftrifl^ 
Ann^e  1781. 
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aller  besonderen  Verhältnisse  einer  Person  lafst  sich  nicht  in  Rechnung 
ziehen^  es  giebt  für  dieselben  nur  einen  zahlmäfsigen  Ausdruck,,  nämlich 
das  Yermögen,  und  wenigstens  dieses  kann  man  zu  berücksichtigen 
suchen.  Dies  hat  zuerst  D.  Bernoulli  gethan,  und  er  hat  der  achtzig 
Jahre  vorher  erschienenen  Schrift  von  Huyghens  De  EAtiociniis  in 
Ludo  Aleae,  in  der  die  Lehre  von  der  mathematischen  Hofihung  ent- 
wickelt ist,  eine  Theoria  nova  de  mensura  sortis*)  gegenübergestellt, 
diese  giebt  statt  der  objektiven  diejenige  subjektive  Wertung  einer  be- 
stimmten Gewinnaussicht,  für  welche  später  die  Bezeichnung  als  mora- 
lische HofiBaung  allgemein  üblich  geworden  ist.  Bernoulli  geht  aus  von 
dem  Gedanken,  auf  den  auch  Buffon^)  unabhängig  von  ihm  gekommen 
sein  will,  dafs  eine  bestimmte  Ausgabe  oder  Einnahme  von  jemandem 
um  so  weniger  empfunden  wird,  je  mehr  er  besitzt,  und  macht  dem- 
gemäfs  folgenden  Ansatz.  Ist  dv  der  Wert,  den  eine  kleine  Geldsumme 
dx  für  eine  Person  mit  dem  Vermögen  x  besitzt,  so  wird 

dv  —  Je  — 

X 

gesetzt,  also  dem  Vermögen  umgekehrt  proportional.  Gewinne  sind 
hierbei  positiv,  Verluste  negativ  zu  rechnen,  wenn  der  Wert  dv  sich 
auf  eine  Vermögensänderung  vom  absoluten  Betrage  dx  beziehen  soll. 
Ein  positives  dv  bedeutet  demgemäfs  einen  Vorteil,  ein  negatives  einen 
Nachteil. 

Wollte  man  einen  analogen  Ansatz  nun  auch  für  eine  beliebige 
endliche  Zunahme  0  des  Vermögens  x  machen,  so  würde  man  den 
Wert  V  dieser  Zunahme  folgendermafsen  auszudrücken  haben: 

7     ^ 


x  +  e' 


indem  man  ihn  der  Zunahme  is  direkt,  dem  Vermögen  hingegen,  das 
sich  mit  Hinzurechnung  dieser  Zunahme  ergiebt,  umgekehrt  proportional 
setzt.  Denkt  man  sich  nun  aber  die  ganze  Zunahme  0  in  zwei  Teile 
jg?!  und  jETj  zerlegt  und  sind  v^  und  v^  die  Werte  dieser  Teilgewinne,  so 
müfste 

V^V^+V^ 

sein.    Andererseits  ist  aber 


_     Zi z^ 


1)  Commentarii  Academiae  Petropolitanae,  Yol.  V.  1788.    Deutsch  mit  An- 
merkungen hrsg.  von  A.  Pringsheim  1896. 

2)  Esaai  d'Arithmätique  Morale. 
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indem  man  annimmt,  dafs  erst  die  Snmme  e^  und  dann  die  Summe  r, 
vereinnahmt  wird.     Da  nnn 


mithin 

v  <-  —^ I ^ 

ist^  müTste  notwendig 

V  <  Vi  +  Vj 

sein;  was  mit  der  vorigen  Gleichung  in  Widerspruch  steht.  In  der 
That  kann  der  Wert  einer  Einnahme  nicht  dadurch  erhöht  werden, 
dais  man  sich  die  Geldsumme  statt  in  Zwanzigmarkstücken  in  einzahlen 
Pfennigen  auszahlen  läfst.  Der  Bernoullische  Ansatz  gilt  also  not- 
wendigerweise nur  för  sehr  kleine  Gewinne  oder  Verluste,  welche  das 
Vermögen  der  betreffenden  Person  nicht  merkbar  yerandem,  und  der 
Wert  V  einer  betnlchtlicheren  Vermögensänderung  a  kann  nur  so  ge- 
funden werden,  dafs  man  diese  Vermögensanderung  in  sehr  viele,  sehr 
kleine  Teile  d^  zerlegt  und  die  Werte  dieser  einzelnen  Teilanderangen 
addiert.  Man  wird  mit  anderen  Worten  zu  einer  Integration  geführt, 
und  zwar  ergiebt  sich 


» -/'f 


oder 


V  =  Jclog 


X 


Es  scheint  sehr  überflüssig,  über  alles  das  viel  Worte  zu  machen. 
Indessen  ist  teils  durch  Nachlässigkeit,  teils  durch  Irrtum  die  Meinimg 
entstanden,  als  ob  aufser  der  Bernoullischen  noch  eine  andere,  ve^ 
wandte  Wertung  der  Vermögensänderungen  existierte,  die  auf  den  oben 
angegebenen,  unmittelbaren  Ansatz  für  endliche  Änderungen  hinaos- 
läuft. 

Diese  Ansicht  läfst  sich  bis  auf  eine  allerdings  sehr  flüchtige  Be- 
merkung Buffons  zurückverfolgen,  die  in  das  bekannte  Lehrbuch 
von  Lacroiz^)  übergegangen  ist.  Genauer  formuliert  haben  sie  fast 
gleichzeitig  Fries^)  und  Oettinger.^)     Beide  kommen  daneben  auch 

1)  Trait^  ^^mentaire  du  calcul  des  probabilit^s.    1806  u.  ö. 

2)  Versuch  einer  Kritik  der  Prinsdpien  der  Wahrscheinlichkeitsrechnmig.   184S. 

3)  Die  Wahrscheinlichkeitslehre.  1862.  Auch  im  86.  Bande  des  Journals  fSi 
Mathematik.  Es  ist  zn  beachten,  dafs  Oettinger,  wie  Lacroiz,  fSn  einen 
Verlust  einen  anderen  Ansatz  macht  als  für  einen  Gewinn,  indem  er  seine  Em* 
pfindlichkeit  dem  vorherigen  Vermögen  umgekehrt  proportional  setzt. 
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auf  das  Bernoullische  Verfahren  zu  sprechen;  Fries  allerdings  nur^ 
um  diese  ganze  Lehre  von  der  moralischen  Hofinung  als  unhaltbar  zu 
verwerfen.  Er  sowohl  wie  Oettinger  scheint  aber  eigentümlicher- 
weise zu  glauben^  die  Anwendung  der  Buffonschen  oder  Bernoulli- 
schen  Methode  hange  davon  ab,  ob  die  Änderung  des  Vermögens 
plötzlich  oder  allmählich  erfolge.  Nach  diesen  Vorgängern  hat  ein 
neuerer,  sehr  angesehener  Autor  über  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
den  Buffonschen  Ansatz  vor  dem  Bernoullischen  als  den  einfacheren 
und  naturgemäfseren  empfohlen. 

Den  Widerspruch;  den  wir  oben  in  dieser  Annahme  fanden;  indem 
sich  nach  ihr  der  Wert  eines  Gewinnes  um  so  gröfser  ergiebt;  in  je 
zahlreicheren  und  je  kleineren  Baten  er  ausgezahlt  wird;  kann  man 
nun  versuchen  dadurch  zu  heben,  dafs  man  den  Bruch 


in  dem  Buffonschen  Ansätze  nicht  als  unmittelbaren  Ausdruck  des 
subjektiven  Wertes  ansieht,  sondern  nur  als  eine  GröfsC;  aus  welcher 
derselbe  sich  ergiebt.  Noch  allgemeiner  kann  man  für  den  subjektiven 
Wert  einer  bestimmten  Einnahme  zunächst  nur  die  Voraussetzung  ein- 
führen; dals  er  durch  den  Betrag  des  Vermögens  vor  und  nach  dieser 
Einnahme  gegeben  wird;  ihn  also  in  der  allgemeinen  Form  annehmen 

indem  f  eine  noch  unbekannte  Funktion  der  beiden  eingeklammerten 
Gröfsen  bedeutet.  Zur  Festlegung  dieser  Funktion  Jcann  man  die 
weitere  Annahme  benutzen;  dafs  eine  bestimmte  Summe  z  für  eine 
Person,  deren  Vermögen  x  beträgt,  ebensoviel  wert  sein  soll;  wie  die 
Summe  tb  für  eine  andere  Person,  deren  Vermögen  rx  ist.  Es  mufs 
dann  die  identische  Relation  bestehen 

f{r{x  +  z\  rx)  =  fix  +  z,  x). 
Aus  derselben  folgt  aber,  indem  man  r  =  —  voraussetzt, 


/•(«+., ^)-/-(i±i,  l) 


Das  f(x-]-e,  x)  ist  demnach  eine  Funktion  der  einen  CrröIÜse 

x  +  z 


X 


Dieser  Bruch  reicht  also  in  der  That  unter  der  gemachten  Annahme 
zur  Festlegung  des  subjektiven  Wertes  aus  und  kann  als  die  charak- 
teristische Zahl  für  diesen  Wert  bezeichnet  werden. 
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Zerlegt  man  nun  die  Summe  e  in  zwei  Teile  z^  und  g^^  so  wird 
die  charakteristische  Zahl  f&r  den  Wert  dieser  Snmme 

X  X  X'\-Z^        ^ 

man  findet  sie  also  aus  den  charakteristischen  Zahlen  f&r  die  beidffli 
Teile  durch  Multiplikation.  Da  aber  der  Wert  der  ganzen  Summe 
selbst  sich  aus  den  Werten  der  Teile  durch  Addition  ergeben  mub, 
so  wird  man  von  den  charakteristischen  Zahlen  zu  den  Werten  selbst 
übergehen,  indem  man  Ton  ihnen  den  Logarithmus  nimmt  und  diesen 
noch  mit  einer  konstanten  Zahl  h  multipliziert,  welche  die  Yon  Yome- 
herein  willkürlich  bleibende  Werteinheit  bestimmt,  indem  diese  Wert- 
einheit dann  der  charakteristischen  Zahl 

X 

entspricht. 

So  gelangt  man  wieder  zu  der  Bernoullischen  Annahme,  daXs  der 
subjektive  Wert  v  einer  Summe  e  für  eine  Person,  deren  Vermögeii 
ohne  diese  Summe  x  ist,  durch  die  Gleichung 

X    I    B 

bestimmt  wird.  Hieraus  ergiebt  sich  dann  leicht  der  Wert  einer  an- 
gewissen Yermögensänderung,  wenn  deren  Wahrscheinlichkeit  tc  be- 
kannt ist.  Man  mufs  nur  die  einfache  Hypothese  zu  Hülfe  ziehen, 
dafs  eine  Änderung  in  dem  Vermögen  mehrerer  Personen  für  diese  za- 
sammengenommen  denselben  Wert  besitzt,  als  wenn  man  die  Werte, 
welche  die  Änderungen  im  Vermögen  der  einzelnen  Personen  für  diese 

getrennt  besitzen,  zusammenfügt.    Ist  nun  ti;  =  —  die  Wahrscheinlichkeit 

eines  ungewissen  Gewinnes  z,  so  denke  man  sich  wieder  n  Personen, 
die  alle  dieselbe  Aussicht  auf  einen  solchen  Gewinn  haben.  Man  denke 
sich  nämlich  an  die  n  Personen  n  Lose  verteilt,  dann  liegt  die  Sache 
genau  so,  als  ob  m  unter  diesen  n  Personen  den  Gewinn  g  sicher,  die 
übrigen  hingegen  nichts  zu  erwarten  hätten.  Die  moralische  Hoffimng 
der  n  Personen  zusammen  ist  demnach,  wenn  alle  das  gleiche  Ver- 
mögen X  besitzen, 

m  •  Älog — ' — 

Da  andererseits  die  Gewinnaussicht  für  alle  Personen  dieselbe  ist  und 
sie  demgemäüs,  infolge  der  Gleichheit  ihres  Vermögens,  auch  alle  die- 
selbe moralische  Hofhung  E  haben,  so  mufs  der  soeben  angeschriebene 
Ausdruck  auch 
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sein;  woraus 


10 


folgt;  oder  auch 

^=*.log(i±i)-, 

80  dalb 

als  die  charakteristische  Zahl  fUr  den  Wert  des  Ungewissen  Gewinnes 
anzQsehen  ist.  Dieser  Gewinn  ist  einem  Gewinne  0\  welchem  die 
Wahrscheinlichkeit  w'  zukommt,  vorzuziehen,  wenn 

ist,  weil  dann  auch 

w  '  klog  >  to'  •  klog 

wird.  Umgekehrt  ist  ein  Verlust  —  jer,  der  die  Wahrscheinlichkeit  to 
besitzt,  einem  Verluste  —  0'  von  der  Wahrscheinlichkeit  w'  vorzuziehen, 
wenn 

Eine  charakteristische  Zahl,  die  >  1,  bedeutet  einen  Vorteil,  eine  Zahl 
<  1  einen  Nachteil. 

Nach  diesen  Prinzipien  lassen  sich  in  einer  Reihe  von  Fällen 
Vorteil  und  Nachteil  beurteilen  und  so  einige  interessante  Folgerungen 
aus  dem  Bernoullischen  Ansätze  ziehen.  Zum  Teile  rühren  dieselben 
schon  von  Bernoulli  selbst  her,  mit  gröfserer  Ausführlichkeit  und 
Strenge  hat  sie  Laplace  gegeben.^)  Die  Hülfsmittel,  deren  er  sich 
bedient,  sind  aber  so  verwickelt  und  schwierig,  dafs  es  geboten  scheint, 
diese  Sätze  auch  in  einfacherer  Weise  auf  Grund  ganz  elementarer 
Formeln  herzuleiten.^ 

m. 

Wir  gehen  aus  von  der  Ungleichung: 

m+l 


'.  «,' 


(1 + r  <  (1 + si-tr .      "I-"". 


deren  Richtigkeit  leicht  nachzuweisen  ist,  indem  man  die  Potenzen  auf 
der  linken  und  rechten  Seite   nach   dem  binomischen  Lehrsatze  ent- 


1)  Theorie  analytique  des  Probabilitäs.    Ohapitre  X. 

2)  Eine    Yereinfachang    der    Laplac eschen    Beweismethoden    hat    schon 
Crofton  in  dem  Artikel  Probability  der  Encyclopaedia  Britannica  gegeben. 
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wickelt  und  in  den  beiden  Entwickelangen  die  Glieder  yergleieht,  die 
gleich  weit  Tom  ersten  entfernt  sind.  Die  rechte  Seite  enthalt  ein 
Glied  mehr  als  die  linke  Seite,  welches  die  Ungleichheit  noch  verstärkt, 
wenn  nachgewiesen  ist^  dafs  jedes  Glied  auf  der  linken  Seite  kleiner 
ist  als  das  ebensoyielte  Glied  auf  der  rechten  Seite.  Nun  ist  allgemein 
das  fite  Glied  der  linken  Seite 

m  •  (m  —  l)  •  •  ■  {m  —  ft  +  1)  e/* 
1  •  2  •  •  •  fi  m*< 

und  das  fite  Glied  der  rechten  Seite 

(m  +  1)  •  w  •  •  •  (m  —  ft  +  2)       Zf* 


1  •  2  •  •  •  ft  (***  + 1)"* 

Soll  jenes  also  kleiner  als  dieses  sein,  so  mufs 

(m  +  1)^-*  <  mi"(m  —  ft  +  1) 


oder 


(• + & 


<im(m  —  /!-+  1) 


sein.    Nun  ist  jedenfalls  ft  <  m  +  1,  die  vorstehende  Ungleichung  wird 
also  sicher  allgemein  erfüllt  sein,  wenn 


(' + i)'< 


m 


i»+i 


ist,  denn  indem  man  von  dieser  zu  der  vorigen  Ungleichung  übergeht, 
verkleinert  man  die  linke  Seite  und  vergröfsert  man  die  rechte  Seite. 
Die  neue  Ungleichung  ist  aber  deswegen  immer  erfüllt,  weil  auf  ihrer 
linken  Seite  die  Summe  von  m  Gröfsen  steht,  die  alle  kleiner  als 
Eins  sind,  bis  auf  die  erste,  die  ^  1  ist.  Die  somit  nachgewiesene 
Ungleichung 

(1 + IT  <  (1 + ^)' 

zieht  sofort  die  allgemeine  nach  sich 

«  (i+sr<(i+j)'' 

wenn 

m  <». 

Setzt  man  u  »  mnt  und  nimmt  von  der  linken  und  rechten  Seite 
dieser  Ungleichung  die  mnte  Wurzel,  so  findet  man 

i  i. 

(2)  (1  +  n^ »  <  (1  +  mt)"^      (m  <  n). 

Schreibt  man  femer  die  selbstverständliche  Ungleichung 

(1  -  mt)(l  +  mt)<l 


In 
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in  der  Form  i  i 

(1  —  mO"^(l  +  ^nt)^  <  1, 

80    kann    man,    indem    immer  m  <Cn    sein    soU^    an    die   Stelle    von 
(1  +  mt)^  den  kleineren  Wert  (1  +  n^)»  setzen  und  erhalt  so: 

(^)  (l-m{)^(l  +  nty<l        (m<n). 

Der  Ungleichung  (1)  läfst  sich  die  Gestalt  geben 

(=^)"  <  (4-T 

oder 

(    ^    Y  <(    ^    Y 

Hierfür   kann  man  weiter,   indem  man  die  linke  und  die  rechte  Seite 
in  die  7 te  Potenz  erhebt;  setzen: 

/ Im y«»      /     In     Y 

Nun  schreibe  man 

m  för  l(m  +  u),    n  für  l{n  +  u),    ti  filr  ?u, 
so  wird 

oder 

(4)  (1  _  l)-  <  (1  _  ;)■         („^.) 

Hieraus  ergiebt  sich,  analog  wie  (2)  und  (3)  aus  (1)  folgte: 

(^)  (1  -nty  <(1-  mty^        (m  <  n). 

und 

(^)  (l  +  mO"*(l~w#)^<l        (m<w). 

Aus  diesen  Ungleichungen  lassen  sich  die  Laplaceschen  Sätze 
mit  Leichtigkeit  beweisen. 

1.  Der  Vorteil  eines  möglichen  Gewinnes  imegt  niemals  den  Nackteü 
eines  gleich  grofsen  und  gleich  wahrscheinlichen  Verlustes  auf. 

Ist  nämlich  x  das  Vermögen  der  betreffenden  Person,  z  der  Ge- 
winn oder  Verlust,  w  seine  Wahrscheinlichkeit,  so  ist  die  charakteriii- 
tische  Zahl  fBr  den  subjektiven  Wert  des  ersteren 

(' + i)" 

und  für  den  Wert  des  letzteren 


('  -  D' 
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Das  Produkt  dieser  beiden  Ausdrücke  ist  aber  immer  <  1,  denn  es  ist 

2.  Jedes  reine  Glücksspiel  zwischen  zwei  Spidern  ist,  wenn  es  nocft 
den  Regeln  der  Billigkeit  geordnet  ist,  für  beide  Spieler  nachteäig,  indem 
ihr  möglicher  Gewinn  ihren  möglichen  Verlust  niemals  aufwiegt. 

Ist  nämlich  x  das  Vermögen  irgend  eines  der  beiden  Spieler,  z 
die  Summe,  die  er  Ton  dem  anderen  erhält,  wenn  er  gewinnt,  z  die 
Summe,  die  er  zu  zahlen  hat,  wenn  er  verliert,  w  die  Wahrscheinlich- 
keit für  den  ersteren,  w*  diejenige  für  den  letzteren  Ausgang,  so  mnJs 
nach  den  Regeln  der  Billigkeit 

we  =  tr'jßf', 
also  weil  w  +  w'  =  1: 

z'  r  z 

w  « — : — ;,    w 


z  +  z'*    •"        z  +  z' 

sein.     Der  subjektiye  Wert  des  Spieles  wird  für  diesen  Spieler  durch 
die  charakteristische  Zahl 


(>+ir('-r 


bestimmt.    Diese  Zahl  ist  <  1,  wenn  es  die  Zahl 

ist.     Wählen   wir   in   diesem  Ausdrucke  den  willkürlichen  Wert  r  so, 

dafs  rz  und  rz'  ganze  Zahlen  werden,  so  gelangen  wir  für  —  »  ^  zu 
der  Ungleichung  (3)  oder  (6),  jenachdem 

rz  =  n,     rz'  «  m    oder    rz  =  m,     rz'  =  n 

gesetzt  wird,  was  davon  abhängt,  ob  z>  z'  oder  z  <z*  ist.  In  beiden 
Fällen  ist  der  angeschriebene  Ausdruck  <  1,  und  da  sonach  die  charak- 
teristische Zahl  für  den  Wert  des  Spieles  immer  <  1  ist,  bedeutet  das 
Spiel  für  den  Spieler  stets  einen  Nachteil. 

3.  Jedes  Spiel,  nach  welchen  Begdn  es  auch  geordnet  sein  tnag,  ist 
wenigstens  für  einen  Spieler  nachteilig. 

Nehmen  wir  der  Einfachheit  halber  nur  zwei  Spieler  an,  sind  z 
und  z'  wieder  die  Gewinne,  w  und  w'  ihre  Wahrscheinlichkeiten,  dann 
mufs,  wenn  das  Spiel  für  den  ersten  Spieler,  dessen  Vermögen  x  sei, 
nicht  nachteilig  sein  soll. 
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sein.    Daraus  folgt  nach  dem  Vorigen  aber^  dafs 

m 

ist.  Soll  nun  das  Spiel  auch  für  den  zweiten  Spieler,  dessen  Vermögen 
y  Bei,  nicht  nachteilig  sein,  so  müTste  auch 

(i+ir('-i)'äi 

sein,  und  daraus  würde  sich 

ergeben,  was  nach  der  yorhergehenden  Ungleichung  unmöglich  ist. 

Wenigstens  bei  einem  der  beiden  möglichen  Ausgänge  des  Spieles 
wiegt  der  Gewinn  des  einen  Spielers  den  Verlust  des  anderen  nicht 
auf.    Ist  nämlich 

damit,  wenn  der  erste  Spieler  yerliert,  sein  Verlust  durch  den  Gewinn 
des  anderen  aufgehoben  werde,  so  ist  notwendig  x  >  y,  der  erste 
Spieler  hat  also  das  gröüsere  Vermögen.  Dann  lafst  sich  aber  die  Un- 
gleichung 

nicht  erfüllen,  da  aus  ihi  y>  x  folgen  würde.  Wenn  der  Reichere  ge- 
winnt, so  wiegt  sein  Gewinn  den  Verlust  des  Armeren  niemals  auf. 
4.  Unter  aUen  möglichen  Gewinnen,  wdche  denselben  objektiven  Wert 
besüjgen,  ist  immer  dem  subjektiven  Werte  nach  der  sicherste  den  anderen 
vorzuziehen,  obwohl  sein  Betrag  am  kleinsten  ist,  und  ebenso  ist  unter 
aUen  möglichen  Verlusten  von  demselben  objektiven  Werte  derjenige  am 
ehesten  zu  ertragen,  dessen  Betrag  am  geringsten  ist,  wenn  auch  seine 
Wahrscheinlichkeit  die  gröfste  ist, 

Ist  X  das  Vermögen  der  betreffenden  Person,  z  und  z'  zwei  mög- 
liche Gewinne,  w  und  w'  ihre  Wahrscheinlichkeiten  und  wz  =  w'z, 
so  ist  der  Gewinn  z  Torzuziehen,  wenn 

(1 + .-)'  >  (1 + ö" 

oder 


(' + r  >  (1 + if 


Diese  Ungleichung  ist  nach  (2)  immer  erfüllt,  wenn  z  <  z',  woraus 
dann  w>  w'  folgt.  Die  linke  Seite  überwiegt  um  so  mehr  die  rechte 
Seite,    je   grofser  z'   ist     z  nimmt    den   kleinstmöglichen   Wert    an, 


334  Di»  Bernoullische  Wertetheorie. 

wenn  w  =^  1  wird.  Man  kann  dann  für  z  auch  einen  nm  einen  ziem- 
lich beträchtlichen  Bruchteil  6  erhöhten  Wert  (1  +  <y);er  setzen,  es  wird 
trotzdem 

1  +  (i±..)£  >  (1  +  Ly- 

bleiben.    Hierin  liegt  die  Begründung  für  den  folgenden  Satz: 

5.  Eine  Versicherung  ist  um  so  mehr  angebradit,  je  weniger  wahr- 
scheinlich, aber  auch  je  empfindlicher  der  versicherte  Verlust  für  die  be- 
treffende Person  sein  tcürde. 

6.  Will  ein  Kaufmann  eine  bestimmte  Menge  Waren  Ober  See 
schicken,  so  ist  es  für  ihn  vorteilhafter,  diese  Waren  auf  sncei  gleidi  see- 
tüchtige Schiffe  m  verteilen,  als  sie  einem  einzigen  Schiffe  anzuvertrauen, 

Ist  nämlich  w  die  Wahrscheinlichkeit^  dafs  das  Schiff  den  Be- 
stimmungsort erreicht,  x  das  Vermögen  des  Kaufmannes  ohne  die 
Waren,  u  deren  Gesamtwert,  so  ist  für  den  subjektiven  Wert  derselben, 
wenn  sie  auf  ein  Schiff  geladen  sind,  die  charakteristische  Zahl 


'  + .- ' 


Sind  sie  aber  in  zwei  Teilen  z  und  t  auf  zwei  Schiffe  yerteilt,  so  wird 
für  ihren  Wert  die  charakteristische  Zahl 

t\  110(1-») 


(i+^ri(i+5)('+i)i 


Der  erste  Faktor  dieses  Produktes  entspricht  dem  Falle,  dals  beide 
Schiffe  den  Hafen  erreichen,  wofttr  w^  die  Wahrscheinlichkeit  ist,  der 
zweite  Faktor  dem  Falle,  dafs  nur  das  eine  oder  andere  Schiff  anlangt, 
wofür  die  Wahrscheinlichkeit  beidemal  w(l  —  w).  Es  ist  nun  leicht 
zu  zeigen,  dafs 

(i+'-±-r((i+j)('+i)r'"""'>('+^r- 

Denn  es  ist 

((i+j)('+i)r"-'>('+^r"". 

weil 

{i+ö(i+i)>>+^- 

IV. 

Der  erste  und  nächstliegende  Einwand,  der  sich  gegen  den 
Bernoullischen  Ansatz  erhebt,  ist  der,  dafs  sich  keine  hinreichende 
Begründung  für  die  Annahme  finden  läfst,  es  sei  der  Wert  eines  sehr 
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kleinen  Gewinnes  oder  Verlustes  dem  Vermögen  proportional^  auf  das 
er  sich  bezieht.  Es  ist  nur  die  einfachste  Annahme ,  die  man  machen 
kanU;  um  der  Ansicht  gerecht  zu  werden^  dafs  ein  Gewinn  oder  Verlust 
um  so  weniger  empfunden  wird,  je  gröfser  das  Vermögen  ist,  das  von 
ihm  betroffen  wird. 

Eine  Schwierigkeit,  zu  der  schon  der  blolse  Begriff  Vermögen  An- 
lafs  giebt,  hat  Bernoulli  bereits  hervorgehoben.  Ein  Bettler,  der 
nur  Ton  den  ihm  gereichten  Gaben  lebt,  wird  sich  nicht  gegen  eine 
mäfsige  Geldsumme  dazu  yerstehen,  das  Betteln  aufzugeben,  und  ein 
Mensch,  der  sich  nur  Ton  geliehenem  Gelde  erhält,  wird  nicht  darauf 
eingehen,  wenn  ihm  seine  Schulden  bezahlt  und  überdies  ein  kleiner 
Baarbetrag  yerabreicht  werden  soll  unter  der  Bedingung,  dafs  er  keine 
neuen  Schulden  macht.  Und  doch  besitzt  der  Bettler  nichts  und  der 
Schuldenmacher,  wie  Bernoulli  sagt,  noch  weniger  als  nichts.  Die 
Existenzfähigkeit  eines  jeden  Individuums  ist  aber  nach  dem  Einkommen 
zu  bemessen,  welches  es  geniefst,  gleichgültig  aus  welcher  Quelle  dieses 
Einkommen  fliefst,  wenn  nur  kein  baldiges  Versiegen  der  Quelle  droht. 
So  erfreut  sich  auch  der  Bettler  einer  gewissen  ständigen  Einnahme 
und  der  Schuldenmacher  glaubt  wenigstens,  wenn  auch  an  immer  anderen 
Orten,  sein  Leben  noch  geraume  Zeit  in  der  gleichen  Weise  fortsetzen 
zu  können.  Es  mufs  demnach  auch  ein  Gewinn  oder  Verlust  in  Ver- 
hältnis zu  dem  Einkommen  gesetzt  werden,  indem  er  sich  durch  eine 
Vermehrung  oder  Schmälerung  desselben  bemerkbar  macht  Ob  man 
Gewinn  und  Verlust  im  Verhältnis  zu  einem  oder  mehreren  Jahresein- 
kommen oder  auch  im  Verhältnis  zu  dem  Kapital  rechnet,  dessen 
Zinsen  gerade  dieses  Einkommen  repräsentieren  würden,  ist  fär  die 
Vergleichung  des  Wertes,  den  eine  bestimmte  Summe  für  verschiedene 
Personen  besitzt,  gleichgültig,  wenn  nur  die  Rechnung  für  alle  diese 
Personen  in  der  gleichen  Weise  erfolgt,  denn  die  Zinsen  sind  dem 
Kapital,  das  sie  trägt,  im  allgemeinen  proportional  Wesentlich  ist 
nur,  dafs  man  zum  Mafsstabe  des  Vermögens  das  Einkommen  lediglich 
dann  macht,  wenn  es  ein  sicheres  ist,  das  heifst  der  Voraussicht  nach 
auf  absehbare  Zeit  andauert.  Es  ist  aber  dabei  nicht  zu  verkennen, 
dafs  ein  Einkommen  verschieden  gewertet  werden  mufs,  jenachdem  es 
aus  den  Zinsen  eines  Vermögens  oder  von  der  Erwerbsthätigkeit  einer 
Person  herrührt.  Das  Kapital  ist  beliebig  verwendbar  und  übertragbar 
und  verzinst  sich  auf  unbegrenzte  Zeit,  die  Erwerbsfähigkeit  einer 
Person  aber  hat  ihre  bestimmte  Grenze  und  ist  beständig  durch  Krank- 
heit oder  Tod  bedroht.  Diesem  Umstände  mufs  wenigstens  dadurch 
Rechnung  getragen  werden,  dafs  man  an  Stelle  des  jährlichen,  er- 
worbenen  Einkommens   den  Baarwert  einer   gleich  grofsen  Leibrente 
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dem  zinstragenden  Kapitale  gegenüberstellt  oder  dafs  man  mngekebrt 
an  die  Stelle  des  letzteren  den  Betrag  der  Leibrente  setzt,  welche  die 
betreffende  Person  dafür  erkaufen  könnte. 

Vergleicht  man  nun  jährliche  Einnahmen  oder  Ausgaben  mit  dem 
ganzen  jährlichen  Einkommen,  so  ist  immer  noch  nicht  einzusehen, 
warum  der  Wert  der  ersteren  dem  Betrage  des  letzteren  einfach  um- 
gekehrt proportional  sein  soll.  Plausibel  ist  nur,  dais  der  Wert  des 
Geldes  mit  dem  steigenden  Einkommen  sinkt^  und  es  will  uns  scheineD, 
als  ob  für  jemanden,  der  auch  bei  der  üppigsten  Lebensweise  nicht 
mehr  imstande  ist,  sein  Einkommen  aufzubrauchen,  eine  weitere  Ein- 
nahme überhaupt  keinen  Wert  mehr  hat.  Wenn  trotzdem  solche 
Manner  darnach  trachten,  immer  mehr  Reichtümer  aufisuhaufeoa,  so 
thun  sie  es  nicht,  weil  sie  für  sie  einen  Wert  in  dem  Sinne  der 
Bernoullischen  Theorie,  nämlich  einen  wirklichen  Gebrauchsweit 
haben.  Man  kann  die  blofse  Freude  am  Besitze  f&r  den  Grand 
halten,  viel  mehr  ist  es  aber  das  Streben  nach  Macht,  und 
dieses  Streben  giebt  sich  in  den  Unternehmungen  der  grolsen 
Milliardäre  genugsam  kund.  Auf  der  anderen  Seite  leuchtet  ein, 
dafs  jemand,  der  gerade  so  yiel  hat,  dafs  er  leben  kann,  nichts 
weiter  zu  entbehren  yermag,  ohne  zu  darben  und  zu  Grunde  zu 
gehen,  und  dafs  demnach  eine  Ausgabe  schon  dann  einen  unendlich 
grolsen  (negativen)  Wert  bekommt,  wenn  sie  das  Einkommen  noch 
nicht  TöUig  aufzehrt. 

Was  Torläufig  unbedingt  angenommen  werden  soll,  ist,  dafs  sich 
überhaupt  für  jedes  Einkommen  x  ein  bestimmter  Wert  f(x)dx  finden 
lälst,  welcher  die  relative  Bedeutung  einer  kleinen  Geldsumme  dx  för 
eine  Person  von  diesem  Einkommen  angiebt.  Von  der  Funktion  f(i  • 
wissen  wir  dann  zunächst  nur,  dafs  sie  mit  steigendem  x  immer  ab 
oder  wenigstens  niemals  zunimmt,  dafs  sie  für  sehr  kleine  x  unendhch 
oder  wenigstens  sehr  grols,  für  sehr  grofse  x  dagegen  Null  oder 
wenigstens  sehr  klein  wird. 

Aus  dieser  Wertefonktion  läfst  sich,  wenn  sie  bekannt  ist^  leicht 
der  Wert  einer  beliebig  grofsen  Yermögensänderung  für  eine  Penon, 
deren  Einkommen  irgend  einen  Betrag  x  hat,  berechnen.  Wenn  man 
nämlich  diese  Yermögensänderung  z  in  sehr  viele,  sehr  kleine  Teile  d/ 
zerlegt,  die  einzeln  die  Werte  f{x)dx  haben,  indem  x  in  den  Liter- 
vallen  dx  von  x  his  x-^  e  anwächst,  so  findet  man  für  die  Yermögen»* 
änderung  z  den  Wert 

V  =»  jf(x)dx. 


Von  H.  E.  TmERDiNQ.  337 

Bezeichnen  wir  nun  mit  F{x)  das  Integral 

unbestimmt  ausgeführt^  das  heifst  von  einer  bestimmten^  aber  beliebigen 
unteren  Grenze  bis  zu  dem  veränderlichen  x  erstreckt^  so  wird 

v^F{x  +  e)'-F{x), 

und  wir  haben  eine  neue  Funktion  F  {x)  gewonnen,  mit  deren  Hülfe 
sich  der  Wert  einer  beliebig  grofsen  Yermögensänderung  angeben  laXst. 
Diese  Funktion  F{x)  hat  dann  die  Eigenschaft,  dafs  ihre  Deriyierte 

bestandig  ab  oder  wenigstens  nie  zunimmt.  Stellen  wir  sie  also  durch 
eine  Kurve  (die  Wertlinie)  dar,  indem  wir  x  als  Abszisse,  F  (x)  als 
Ordinate  abtragen,  so  mufs  diese  Kurve  wohl  fortwährend  ansteigen, 
ihre  Steigung  aber  immer  geringer  werden. 

Es  sind  nun  zwei  Fälle  denkbar.  Entweder  wächst  F{x)  mit  zu- 
nehmendem X  über  alle  Grenzen,  oder  es  nähert  sich  einem  bestimmten 
Maximalwerte.  Das  erstere  würde  beispielsweise  aus  der  Bernoulli- 
sehen  Annahme  folgen,  das  letztere  aber  ausdrücken,  dafs  auch  das 
grofste  Einkommen  nur  einen  begrenzten  Wert  besitzt.^)    Da  dem  Wesen 

1)  Ein  sehr  einfacher  Ansatz,  welcher  zn  einer  solchen  Wertefdnktion  F{x) 
fahrt,  besteht  darin,  dafs  man  den  Wert  einer  sehr  kleinen  Geldsumme  dem 
Quadrate  des  Einkommens  x^  von  dem  man  noch  einen  bestimmten  Betrag  a  ab- 
ziehen kann,  proportional  setzt.    Dann  wird  Fi^s^  von  der  Form 

^  X  —  a 

indem  j,  k  Eonstanten  bezeichnen,  und  zwar  ist  j  der  gröfste  Wert,  den  F{x)  an- 
nehmen kann  und  dem  es  sich  fdr  unendlich  anwachsendes  x  nähert.  Für  x^^a 
wird  es  negativ  unendlich.  Der  Wert  einer  bestimmten  Einnahme  «r,  die  zu  einem 
Einkommen  x-=^x'  +  a  hinzukommt,  ist  nun 

F^x  +  z)^F(x)^k-^.^y 

Dies  ist  ein  Ansatz  ftir  endliche  Beträge,  der  ganz  an  den  Buffonschen 
erinnert,  der  aber  im  Gegensatze  zu  diesem  wirklich  die  Eigenschaft  hat,  dafs  der 
Wert  zweier  nacheinander  vereinnahmten  Beträge  dem  Werte  ihrer  Sunmie  gleich 
iat.  Um  eine  Anwendung  dieses  Ansatzes  zu  geben,  denken  wir  uns  eine  Ver- 
sicherung gegen  einen  mit  der  Wahrscheinlichkeit  u>  drohenden  Verlust  g  und 
fragen  nach  der  Prämie  p,  die  dafOr  der  Versicherungnehmer,  wenn  x  sein  Ein- 
kommen ist,  zahlen  kann,  ohne  nach  diesem  Werteansatze  einen  Verlust  zu  er- 
leiden.   Es  ergiebt  sich  dann 

we  p 

x\x'—z)        x'{x'^p) 

Zelttohrift  f.  Mathematik  u.  Phyaik.  47. Band.  1909.  S.u. 4.  Heft.  22 


338  I^ie  Bemoollische  Werfcetheorie. 

der  Sache  nach  von  einem  unendlich  hohen  Einkommen  nicht  die 
Rede  sein  kann,  ist  es  eine  nicht  weiter  zu  erörternde  GeschmackBaeke, 
ob  man  das  eine  oder  andere  annehmen  will.  Dagegen  I&fst  sich  der 
Verlauf  der  Wertlinie  nach  der  Ordinatenachse  hin  genau  feststellen. 
Eine  Abnahme  des  Einkommens,  die  so  grols  ist,  daGs  sie  dasselbe 
unter  das  Existenzminimum  hinabdrückt^  bedeutet  jedenJCalls  einen  sehr 
grofsen  Nachteil,  und  deshalb  hat 

wenn  e  das  Existenzminimum  bedeutet^  einen  sehr  grolsen  negatiren 
Wert.  F(x)  muls  daher  einen  sehr  grolsen  negatiyen  Wert  annehmen, 
wenn  x  sich  dem  Existenzminimum  nähert^  und  kann  schlieJGslich  für 
eine  positive  Gröfse^  die  gleich  oder  etwas  kleiner  als  e  ist,  negatir 
unendlich  angenommen  werden. 

Es  ist  nun  die  Frage^  ob  die  Sätze^  die  oben  aus  der  BernouUi- 
sehen  Annahme  hergeleitet  sind  und  deren  Übereinstimmung  mit  der  ge- 
sunden Vernunft  zeigen  sollen^  nicht  dazu  dienen  können^  um  die 
Wertefunktion  F(x)  naher  festzulegen  ^  oder  ob  sie  schon  aus  den 
erwähnten  allgemeinen  Eigenschaften  dieser  Funktion  folgen.  Es  ist 
nicht  schwer  nachzuweisen,  dats  dies  letztere  der  Fall  ist. 

V. 

Daraus,  daCs  die  Funktion  f(x)  niemals  zunimmt,  folgt,  dab  in 
dem  bestimmten  Integrale 

ff{x)dx  =  F(xo  +  0)-  F(x^) 

«0 

der  gröfste  Wert,  den  die  Funktion  unter  dem  Integralzeichen  annimmt, 
für  die  untere  Grenze  Xq  und  der  kleinste  für  die  obere  Grenze  (pcQ  +  g) 
stattfindet.     Das  Integral  wird  also  yergröüsert,  wenn  man  f(x^  für 

Hieraus  berechnet  sich  der  Überschuis  dieser  Maximalprämie  p  über  die  Netto- 
prämie p^^^wz,  die  nach  dem  Prinzipe  der  Gleicliheit  von  Leistung  ond  G^egen- 
leistong  resultieren  würde 

Dieser  Ausdruck  ist  bei  konstantem  p^  um  so  gröfser,  je  gröfser  z  ist.  Die  Ter- 
Sicherung  ist  denmach  tmi  so  wertvoller,  je  unwahrscheinlicher  und  bedeutendier 
der  drohende  Verlust  ist,  und  besitzt  jedenfalls  einen  sehr  grofsen  Wert^  wenn 
X  —  a  —  z  sehr  klein  ist,  also  der  Verlust  das  Einkommen  des  Versicherten  eoweit 
aufzehren  würde,  dafs  es  zu  seinem  Lebensunterhalte  nicht  mehr  ausreicht,  yoraos- 
gesetzt  nfimlich,  dafs  man  mit  a  die  hierzu  erforderliche  oder  eine  noch  kleineie 
Summe  bezeichnet  hat. 
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f(x)  setzt,  und  yerkleiuert,  wenn  man  daftlr  ({x^  +  z)  setzt.    Daraus 
folgt,  indem  man  wieder  x  statt  x^  schreibt^  dafs  stets 

(I)  /•(*)>  £^dL^zJ>)>;^(a,  +  ^) 

ist,  und  es  ist  um  so  mehr 

wenn  t  eine  beliebige  positive  Gröise  bedeutet.     So  ergiebt  sich  aber 
weiter,  dafs  man  das  Integral 

ff(x)dx  ^Jf{x)dx  +ff{x  +  z  +  t)dt 

X  X  0 

vergröfsert^  wenn  man  in  seinem  zweiten  Teile 

f(x  +  0  +  t)  durch  — ^^ — ^— ^ ^ 

ersetzt.     Es  wird  somit 

Jf(x)dx<(l  +  j){F(x  +  B)^Fix)] 

* 
oder 
/xn  F{x  +  z  +  t)--F{x)        F{x  +  z)-F{x) 

Dagegen  yerkleinert  man  das  Integral 

ff{x)dx  ''Jf(x)dx  +ff{x)dxy 

«  X  *+' 

wenn  man  in  dem  ersten  Teile 

fi^)  durch  J'(x  +  ^  +  0-J'(»  +  ^) 

ersetzt    So  findet  man 

Jf{x)dx>(\+'-^[F{x  +  0+t)--F(x  +  B)], 

X 

und,  indem  man  noch  x  ^  x  +  fs  +  t  schreibt, 
am  F{x)-^F{x^t-~z)        F{x)^F{x^f) 

Wenn  man  femer  in  dem  Integral 


«0  +  « 

ff{x)dx 

32 
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f{x)  durcli  f^x  —  a)  ersetzt,  so  wird  dasselbe  yergrd&ert,  es  ist  also^ 
indem  man  wieder  x  für  x^  und  x'  für  Xq  —  e  schreibt^  so  dala 

x>  x' 
anzunehmen  ist: 

Jf(x)dx  <Jf{x)dx 
oder 

Macht  man  insbesondere 

x'==  x  —  z, 
so  findet  man: 

ry)  F(x  +  z)'-Fix)  ^  F{x) -- F(x-^z) 

Diese  letzte  Formel  läfst  sich  sofort  dahin  interpretieren,  dals  ein 
Oewinn  immer  weniger  empfunden  wird  als  ein  gleich  grolser  Verlust 

Ist  ein  Gewinn  g  ungewifs  und  tv  seine  Wahrscheinlichkeit,  so 
wird  sein  Wert  durch  den  Ausdruck  gemessen 

w{F{x  +  g)'-F(x)y 
Setzt  man  nun  in  der  Formel  (II) 

indem  w  einen  echten  Bruch  bezeichnet,  so  ergiebt  sich 

Fix  +  wg)  -  F{x)  >w[F{x  +  9)-  F{x) } . 
Setzt  man  dagegen  in  der  Formel  (III) 

so  wird 

F(x)  -  F(x  -  wY)  <  w'{F(x)  -  F(x  -g')]. 

Soll  also 

(a)  wiFix  +  g)--  F(x) ]  >  w'  {F{x)  -  F{x  -  g")] 

sein,  so  muis  um  so  mehr 

F(x  +  wg)  -  F{x)  >  F{x)  -  F{x  -  w'^O 

sein.    Hieraus  folgt,  daCs 

(b)  wg  >  wY 

ist,  denn  wäre  wg  ==  wY)  so  würde  nach  (V) 

F{x  +  wg)  -  F{x)  <  F(x)  -  F{x  -  w'g') 
sein,   und   wäre   wg  <  w'g\   so   würde   diese  Ungleichung  noch   Ter- 
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stärkt.  Die  Ungleichung  (a)  drückt  aber  aus^  dafs,  wenn  zwei  Spieler 
mit  einander  spielen  nnd  der  erste  Spieler  den  Gewinn  g  mit  der 
Wahrscheinlichkeit  w^  der  zweite  den  Gewinn  g'  mit  der  Wahrschein- 
lichkeit w'  zn  erwarten  hat^  das  Spiel  für  den  ersten  Spieler  Torteilhaft 
ist.  Die  Ungleichung  (b)  zeigt  dann^  dafs  dasselbe  Spiel  ftlr  den 
zweiten  Spieler  notwendig  nachteilig  ist^  denn  sonst  müXste  aus  den- 
selben Gründen  w'g'  <  wg  sein^  was  durch  die  erste  Ungleichung  aus- 
geschlossen ist. 

Nehmen  wir  nun  an^  es  sei 

(c)  wg^w'g\    w>w', 
dann  wird 

(d)  w  [F{x  +  i7)  -  F(x)}  >  w'[F{x  +  (70  -  F(x)}, 

denn  wenn  man  entsprechend  der  Gleichung  (o)  g  =  aw',  g'  =^  ato  setzt 
und  die  linke  und  rechte  Seite  der  Torstehenden  Ungleichung  durch 
aww'  dividiert;  so  folgt 

F(x  +  g)^F(x)       F(x  +  g')^Fix) 
9  ^  9' 

und  diese  Ungleichung  ist  nach  (11)  erfüllt,  wenn  g  Kg'  ist,  woraus 
w>w'  folgt.  Die  Ungleichung  (d)  sagt  aber  aus,  dafs,  wenn  sich 
mit  der  gleichen  Einlage  E  =>  wg  ==  w'g'  die  Anwartschaft  auf  zwei 
yerschiedene  Gewinne  g  und  g\  deren  Wahrscheinlichkeiten  w  und  w' 
sind,  erkaufen  läfst,  diejenige  Verwendung  der  Einlage  die  yorteil- 
hafbeste  ist,  bei  welcher  der  Gewinn  g  mit  der  gröfseren  Wahrschein- 
lichkeit w  zu  erwarten  steht,  wenn  er  auch  kleiner  ist  als  der  andere 
Gewinn  g\ 

Endlich  ist  wiederum  der  Vorteil  nachzuweisen,  der  in  der  Ver- 
teilung des  Risikos  liegt.  Ist  bei  einem  in  Gefahr  schwebenden 
Kapital  u  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  es  verloren  geht,  1  —  to  und 
somit  w  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  es  erhalten  bleibt,  so  ist  der 
Wert,  den  es  für  eine  Person  von  dem  Vermögen   oder  Einkonmien  x 

^^^^^  w{F(x  +  u)-F{x)}. 

Läfst  sich  nun  das  Kapital  u  in  zwei  Teüe  0  und  t  zerlegen,  so 
dafs  der  Verlust  des  einen  Teiles  von  dem  Verluste  des  anderen  Teiles 
unabhängig  ist,  dann  ist,  dafs  beide  Teile  eingebracht  werden,  mit 
der  Wahrscheinlichkeit  w^  zu  erwarten,  dafs  ein  Teil  verloren  geht  und 
der  andere  erhalten  bleibt,  mit  der  Wahrscheinlichkeit  w{l  —  «?),  und 
der  Wert,  welchen  das  so  verteilte  Kapital  repräsentiert,  ist 

w^{F{x+z+t)-F{x)}+w{l-w)}F{x  +  0)-F{xy;^F(x+t)-F(^^^ 
Es  ist  zu  zeigen,  dafs  dieser  Ausdruck  grofser  ist  als  der  vorige. 
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Nun  folgt  au8  der  Formel  (IV),  indem  man  x'  durch  x  und  i 
durch  x^t  ersetzt 

F{x  +  <  +  i?)  -  F{x  +  0  <  JP(a?  +  iBr)  -  F(ä:) 
oder 

F(a?  +  ^  +  0  -  -^W  <  -^(^  +  ^)  -  J^(«)  +  F(x  +  0  -  -F(a:). 

Multipliziert  man  beide  Seiten  dieser  Ungleichung  mit  w{y  —  w),  so 
kaim  man  sie  schreiben 

f€{F(x  +  B+t)--F(x)] 

<w^F{x+e+{)-F(x))+w(l-w){F(x+g)-F(x)+F{x+t)-F{x)]^ 

womit  der  yerlangte  Nachweis  geliefert  ist. 

Werden  die  beiden  Teile  b  und  t  noch  weiter  zerlegt,  so  wird  der 
gesamte  Wert  noch  weiter  vergrofsert,  und  so  fort,  in  je  mehr  und  je 
kleinere  Teüe  das  Kapital  aufgelöst  wird.  Man  gekngt  so  schKefisHch  ra 
einem  Grenzwerte,  über  den  hinaus  man  den  Wert  des  Kapitals  aadt 
bei  noch  so  weit  gehender  Verteilung  der  Risiken  nicht  erhohen  kann. 
TJm  diesen  Ghrenzwert  festzustellen,  nehme  man  an,  das  Kapital  sei  in 
eine  sehr  grolse  Anzahl  n  von  gleichen  Teüen  zerlegt.  Dami  ist  die 
Wahrscheinlichkeit,  dafii  gerade  n  —  {i  von  diesen  Teilen  verloren  gehen 

n  •  (n  —  1)  •  •  •  (n  —  fi  +  1)     ^  ^^  v,     .. 

und  dieser  Ausdruck  wird  nach  dem  Bernoullischen  Theorem,  wenn 
n  sehr  grols  ist,  angenähert  gleich  dem  folgenden: 

d8 


>— «« 


—  > 


indem 

«  — Vs — 77- r(-— w')»    da  ^  -===== 

Y  2«  (1  —  w)  \n  P  y2w(l— w)ii 

gesetzt  wird.     Sei  femer 
so  wird 

,  T  /2  w  (1  —  «?) 

und  der  Ausdruck  f&r  den  subjektiven  Wert  des  in  sehr  viele,  sehr 
kleine  Teile  zerlegten  Kapitals  wird  angenähert  durch  das  Integral 
dargestellt 


—  OO 
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indem  die  Grenzen  —  cx>  und  +  (x>  ^  die  sehr  grofsen  Zahlwerte 

_T/«._JL_    und     l/^.i=ii 

genommen  sind.  Ist  mm  F(x)  nicht  (negativ)  unendlich,  was  der  Fall 
wäre,  wenn  das  Einkommen  der  betreffenden  Person,  abgesehen  von 
dem  in  Gefahr  schwebenden  Kapital,  das  Existenzminimum  unterschritte, 
so  hat  das  vorstehende  Integral  immer  einen  endlichen  angebbaren 
Wert.     Dieser  Wert  ist  positiv  und  jedenfalls  kleiner  als 

F(x  +  u)'-F{x). 

Schreiben  wir  demgemäfs  den  Wert  des  Integrals  in  der  Form 

F(x+pu)-F{x), 
wo  p  einen  echten  Bruch  bedeutet,  so  wird 

00 

(«)        F(x+pu)  =  2Jf(x  +  wu  +y^^^^^su)e'-''~ 


0 

Nim  läfst  sich  eine  Zahl  6  so  bestimmen,  dafs 

ds 


jF(^x+wu+y^^^^su)e 


a 


wird,  indem  s  eine  beliebig  kleine  vorgegebene  Gröfse  bezeichnet.    Wird 
dann  das  linksstehende  Integral 


=  f{x  +  wu+  -(/ÜfcJÖ  g'u)  fe- 


00 

ds 


•i 


Yn 


gesetzt,  so  ist  tf'  nur  wenig  grofser  als  ö,  und  es  läfst  sich  n  so  grofs 
wählen,  dafs 

wird,  wenn  s'  eine  neue,  sehr  kleine  Gb-ofse  ist.     Ersetzt  man  dann  in 
der  Gleichung  (a) 

Fix  +  wu+y  — ^ su) 

durch  den  zu  kleinen  Wert 

F(x+{w  +  b')u), 

so  wird  der  Wert  des  ganzen  Integrales  verkleinert,  es  wird  also,  da 

oo 
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ist;  die  Ungleichung  bestehen 
(ß)  F{x  +  pu)>F(x  +  (w  +  «0 u)  . 

Ersetzt  man  andererseits 

durch  den  zu  grofsen  Wert 

F{X    +    WU)y 

so  sieht  man,  dafs 

(y)  F{x  +  pu)  <  F{x  +  wu) 

ist.     Der  Wert 

F(x  +  wu)  -  F{x) 

bildet  nach  diesen  Ungleichungen  (j3)  und  (y)  also  für  den  Wert  des 
in  Gefahr  schwebenden  Kapitals  eine  obere  Grenze,  die  derselbe  niemab 
überschreiten,  der  er  sich  aber  bei  genügender  Verteilung  des  Kapitals 
beliebig  nähern  kann,  so  daCs  er  einem  sicheren  Besitze,  welcher  den 
gleichen  objektiven  Wert  hat,  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann. 

VI. 

Wie  nunmehr  nachgewiesen  ist,  ergeben  sich  in  der  That  aus  der 
Annahme  einer  allgemeinen  Wertefonktion  wieder  die  Laplaceschen 
Sätze,  und  es  scheinen  somit  zur  Begründung  dieser  Sätze  nur  solche 
Voraussetzungen  herangezogen  zu  sein,   deren  Richtigkeit  unmittelbar 

m^^  ■♦Sa 

einleuchtet.  Es  erhebt  sich  indessen  gegen  alle  derartigen  Uberl^ung^i 
ein  Bedenken,  das  ihre  Möglichkeit  überhaupt  in  Frage  stellt  Es 
handelt  sich  nämlich  um  die  Berechtigung,  von  dem  subjektiven  Werte 
einer  Geldsumme  zu  reden,  der  sich  nur  nach  der  Gröfse  des  Ein- 
kommens richten  soll.  In  Wirklichkeit  sind  für  den  Unterschied,  der 
zwischen  dem  Werte  derselben  Menge  Geldes  für  zwei  verschiedene 
Personen  besteht,  so  viele  und  so  mannigfaltige  Umstände  ma&gebend, 
dafs  es  unmöglich  ist,  auf  sie  eine  Berechnung  dieses  Wertunterschiedes 
oder  Wertverhältnisses  zu  gründen,  und  dais  jedes  schliefslich  aus- 
gesprochene Urteil  nur  den  Charakter  einer  willkürlichen  und  un- 
zuverlässigen Schätzung  hat.  Es  wird  nur  der  allgemeine  Satz  bestehen 
bleiben,  dafs  fUr  den  Reicheren  dieselbe  Summe  einen  geringeren  Wert 
hat  als  f&r  den  Armeren.  Wohl  kann  es  Ausnahmeverhaltnisse  geben, 
unter  denen  ein  kleiner  Geldbetn^  für  einen  Ärmeren  leichter  ent- 
behrlich ist  als  für  einen  Reicheren,  dieser  braucht  nur  z.  B.  eine 
zahlreichere  und  mehr  Kosten  verursachende  Familie  oder  grolsere 
gesellschaftliche  Verpflichtungen  zu  haben,  aber  im  Durchschnitt  wird 
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doch  der  Wert  des  Geldes  mit  wachsendem  Vermögen  sinken.  Damit 
wäre  die  Ableitung  der  Laplaceschen  Sätze  vollkommen  gesichert^ 
wenn  sich  nur  wenigstens  die  Möglichkeit  einsehen  liefse^  die  Werte- 
funktion empirisch  zu  ermitteln.  Eine  solche  Möglichkeit  ist  aber 
nicht  zu  finden.  Denn  weder  Versuche  noch  Beobachtungen  können 
je  zu  einer  Skala  führen^  welche  die  relativen  Werte  der  Geldeinheit 
für  die  einzelnen  Einkommenklassen  liefert. 

Man  könnte  daran  denken^  diese  Skala  so  aufzustellen,  daiüs  man 
die  Werte  den  Beträgen  umgekehrt  proportional  setzt,  welche  eine 
Anzahl  Personen  der  verschiedenen  Vermögensklassen  für  denselben, 
zum  unmittelbaren  Genufs  oder  Gebrauch  dienenden  Gegenstand  zu 
zahlen  bereit  sind,  und  den  Irrtum  des  Einzelnen  durch  die  Menge 
der  herangezogenen  Personen  auszugleichen  suchen.  Aber  es  be- 
darf kaum  einer  Erwähnung,  wie  wenig  zweckdienlich  ein  solches 
Verfahren  wäre.  Denn  es  giebt  kaum  einen  Gegenstand,  der  fär 
eine  grö£sere  Anzahl  von  Personen  genau  denselben  Wert  hat,  und 
abgesehen  davon,  wäre  die  Feststellung  dieses  Wertes  nach  dem  ur- 
teile der  betreffenden  Personen  eine  faktische  Unmöglichkeit.  Denken 
wir  uns  z.  B.,  es  handle  sich  um  eine  gemeinnützige  Unternehmung, 
die  in  gleichem  Mafse  das  Interesse  aller  Bürger  trifffc.  Dann  sollte 
man  nach  den  Regeln  der  Billigkeit  erwarten,  es  würden  alle  Bürger 
gleiche  Äquivalente  beitragen,  nämlich  soviel,  wie  sie  alle  mit  der 
gleichen  Leichtigkeit  entbehren  können,  der  Arme  wenig,  der  Reiche 
viel,  und  hiemach  hätte  man  sofort  einen  Mafsstab  dafür,  welche 
Summen  in  den  verschiedenen  Vermögensverhältnissen  denselben  Wert 
besitzen.  Aber  ein  solches  Verfahren  würde  bei  allen  Menschen  die 
gleiche  Freigebigkeit  und  Opferwilligkeit  voraussetzen,  was  der  Wirk- 
lichkeit durchaus  widerspricht.  Im  Gegenteile  würde  ein  armer  Hand- 
werker von  seinem  mühsam  ersparten  Gelde  vielleicht  mehr  hergeben 
als  ein  geiziger  MiUionär  von  seinem  Überflüsse. 

Eine  andere  und  zuverlässigere  Methode  würde  sich  aus  einer 
Menge  gut  und  gleichmäfsig  geführter  Haushaltungsbücher  von  Familien 
aller  möglichen  Lebenslagen  herleiten.  Vergleicht  man  nämlich  die 
Ausgaben  eines  Hausstandes  mit  denen  eines  anderen,  der  über  ein  etwas 
höheres  Einkommen  verfügt,  so  kann  man  leicht  feststellen,  was  dieser 
letztere  Haushalt  entbehren  müfste,  wenn  er  auf  das  Einkommen  des 
ersteren  herabgedrückt  würde,  und  was  somit  für  ihn  diese  Einbufse 
zu  bedeuten  hat.  Würde  man  nun  eine  bestimmte  Werteskala  bereits 
besitzen,  so  könnte  man  wenigstens  bemessen,  inwieweit  sie  den  wirk- 
lichen Verhältnissen  entspräche.  Man  müfste  nämlich  die  einzelnen 
Ausgaben  ordnen  nach  dem  Gb^e,  in  welchem  sie  erforderlich  oder 
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überflüssig  sind;  indem  man  den  notwendigsten  Ausgaben  die  niedriggie 
Ordnung  giebt.  Dieses  Ordnen  geschieht  sehr  einfach^  indem  man  das 
durchschnittliche  Einkommen  feststellt^  bei  welchem  jede  der  Angaben 
zuerst  bemerkbar  wird.  Zu  jeder  Ausgabe  gehörte  dami  ein  bestimmtes 
Gewicht;  nach  welchem  sich  der  Grad  ihrer  Dringlichkeit  bemilst, 
und  dieses  Gewicht  wäre  dem  Werte  der  Geldeinheit  für  diejenige 
Einkommensklasse  proportional  zu  setzen,  bei  welcher  die  betreffmde 
Ausgabe  zuerst  aufbritt.  Die  Bedingung  dafür,  dab  die  Werteekala 
richtig  bemessen  ist,  wäre  dann  die,  dafs  mit  der  steigenden  Ordnung 
das  Gewicht  der  Ausgaben  stetig  abnehmen  müfste.^) 

Es  ist  jedoch  schwer  einzusehen,  wie  man  auf  diesem  W^e  eiae 
Werteskala  erst  herleiten  und  einen  genauen  Ansatz  der  Wertefunktion 
finden  könnte.  Diese  läfst  sich  in  keiner  Weise  festlegen.  Die  Un- 
möglichkeit des  Operierens  mit  einer  undefinierbaren  Funktion  würde 
aber  der  Bernoullischen  Theorie  auch  in  ihrer  erweiterten  Fassung 
den  Boden  entziehen.  Da  kommt  ihr  nun  merkwürdigerweise  mitten 
aus  dem  wirtschaftlichen  Leben  heraus  eine  unerwartete  Hülfe.  Die 
Umlegung  der  Einkommensteuer^,  die  bekanntlich  in  dem  modenien 
Steuerwesen  eine  sehr  grofse  Rolle  spielt,  erfordert  nämlich  die  Fest- 
stellung der  Beträge,  welche  für  die  verschiedenen  Staatsangehörigen 
nach  Mafsgabe  ihres  Einkommens  als  äquivalent  anzusehen  and 
Nach  der  heutigen  Anschauung  ist  die  Steuer  als  ein  Beitrag  zu 
betrachten,  den  der  Einzelne  fOr  die  Befriedigung  eines  kollektiven 
Bedürfnisses  leistet,  sie  ist  sonach  ebensogut  eine  zweckmä&ige  Ausgabe 
wie  jede  andere  und  keineswegs  ein  Opfer,  das  der  Einzelne  der  All- 
gemeinheit bringt.  Wenn  ein  solches  kollektives  Bedürfnis  für  jedoi 
gleich  dringlich  ist,  so  müssen,  könnte  man  sagen,  billigerweise  aaeh 
alle  ihren  Verhältnissen  entsprechend  gleich  viel  beisteuern,  das  heibi, 
was  ein  jeder  infolge  dieser  Ausgabe  an  seinen  anderen  Ausgaben 
kürzt  und  deswegen  entbehrt,  darf  für  keinen  empfindlicher  als  fdr 
einen  anderen  sein.  Somit  hätte  man  die  in  den  Steuersätzen  an- 
gegebenen Beträge  als  äquivalente  Sunmien  für  die  einzelnen  Ein- 
kommensklassen anzusehen  und  dürfte  die  Wertefunktion  ihnen  um- 


1)  Die  hier  gestreiften  Überlegungen  haben  durch  die  Theorie  des  Gienznntseiu, 
wie  sie  von  Jevons  und  Menger  begründet  ist,  einen  breiten  Baum  in  der 
Nationalökonomie  eingenommen.  Für  die  folgenden  AnsfOhningen  möge  man 
etwa  die  kritischen  Bemerkungen  von  Sax,  Die  Progressivstener,  in  der  ZdfcBchrift 
für  Volkswirtschaft,  Band  1,  vergleichen,  wo  auch  holländische,  in  DentBcfahuid 
wenig  gekannte  Litteratur  herangezogen  ist. 

2)  Die  umfangreiche  Litterator  über  den  hiermit  berührten  Gegenstand  findet 
man  in  dem  HandwOrterbuche  der  Staatswissenschaften  unter  Einkommensteatt 
und  Grenznutsen  zusammengestellt. 
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gekehrt  proportional  annehmen.  Es  ist  nun  nicht  zu  yerkennen^  dafs 
jede  wirklich  bestehende  Steuer  im  besten  Falle  der  Ausdruck  einer 
augenblicklich  allgemein  herrschenden  Empfindimg  ist^  und  es  ist 
deswegen  keineswegs  anzunehmen,  dafs  diese  Empfindung  das  Richtige 
trifft^  das  heiüst^  das  nicht  doch  eine  Yermögensklasse  durch  die  Steuer 
siärker  als  eine  andere  belastet  ist.  Aber  man  könnte  sich  doch 
wenigstens  an  die  Hoffiiung  halten,  dafs  sich  eine  solche  Ungerechtig- 
keit in  der  Steuerverteilung  doch  im  Laufe  der  Zeit  bemerkbar  machen 
und  beseitigt  werden  würde  und  man  sich  so  dem  Ideale  der  ge- 
rechtesten Steuerverteilung  schliefslich  immer  mehr  nahem  wird,  wenn 
dieses  Ideal  auch  niemals  ganz  erreicht  wird,  weil  es  selbst  mit  den 
wirtschaftlichen  Verhältnissen  sich  verändert  und  daher  immer  neue 
Reformen  in  der  Steuergesetzgebung  fordert.  Es  würde  sich  aber, 
wenn  erst  einmal  ein  ToUkonmiener  Ausgleich  der  Leistungen  ver- 
wirklicht ist^  doch  nur  um  geringe  und  ganz  allmählig  nötig  werdende 
Modifikationen  handeln,  die  sich  den  ünterhaltungsarbeiten  an  einem 
einmal  aufgeführten  Bau  vergleichen  lassen.  Nur  heftige  wirtschaft- 
liche Umwälzungen  würden  wie  ein  zerstörendes  Naturereignis  eine 
Erneuerung  der  ganzen  Anli^  erfordern.  Im  übrigen  aber  wäre  gerade 
die  Solidität  der  einzige  Mafsstab  &.T  die  Yortrefflichkeit  eines  Steuer- 
systems. Es  ist  indessen  nicht  abzusehen,  wie  diese  Solidität  darüber 
entscheiden  soll,  ob  dieses  System  auch  von  allen  gleiche  Äquivalente 
an  Werten  fordert. 

Die  Frage  der  Steuerbelastung  ist  durchaus  nicht  so  persönlich, 
wie  es  der  Bernoullische  Gedankengang  erfordern  würde.  Es  kommt 
bei  ihr  nicht  blofs  die  Person  des  Steuerzahlers  in  Betracht,  sondern 
auch  der  Charakter  seiner  Unternehmungen,  aus  denen  er  sein  Ein- 
kommen schöpft  und  welche  somit  die  Steuer  trifft.  Die  Steuer 
lastet  nach  der  älteren  Ansicht  geradezu  auf  der  Unternehmung  und 
berührt  den  Unternehmer  erst  mittelbar.  Wenn  nun  auch  der  groCse 
Fortschritt  der  neueren  Auffassungen  eben  darauf  beruht,  dafs  sie 
das  persönliche  Element  mehr  in  den  Vordergrund  stellen,  so  hat  dies 
doch  seine  bestimmte  Gh*e|ize.  Der  Staat  ist,  wenigstens  unter  unseren 
heutigen  Verhältnissen,  zu  einer  ziemlich  weitgehenden  Rücksicht  auf 
das  Kapital  genötigt.  Er  hat  ein  Interesse,  industrielle  und  kommer- 
zielle Unternehmungen  zu  begünstigen,  statt  sie  durch  zu  grofse  Be- 
oteuerong  zu  drücken.  Es  ist  eine  bekannte  Thatsache,  daCs  Steuern, 
welche  das  Kapital  stark  belasten,  zu  einer  Auswanderung  desselben 
tmd  vor  allen  Dingen  zu  Steuerhinterziehung  führen.  DaCs  die  grofsen 
Kapitalien  sich,  wie  es  scheint,  leichter  verbergen  lassen  als  der  Zehr- 
pfennig des  armen  Mannes,  verschiebt  die  Steuer  stark  zu  Ungunsten 
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des  letzteren,  und  doch  lälst  sich  hierfttr  keine  Bemedur  dadurch  schaffen, 
dafs  man  die  Steuersätze  för  die  hohen  Einkommensklassen  noch  weiter 
erhöht;  denn  dadurch  würde  das  Übel  noch  yerschlimmert.  So  giebt 
es  sehr  wichtige  Momente;  welche  dem  Ideal  der  Steuerverteilung,  dab 
Alle  gleiche  Äquiyalente  zahlen,  genau  entgegenwirken. 

Bei  alledem  ist  es  sehr  merkwürdig,  dals  die  Bernoullische  An- 
nahme, es  seien  die  Wertaquivalente  dem  Einkommen  proportional,  za 
einer  gleichmäfsigen  Einkommensteuer  fuhrt,  wonach  jeder  gleich  viel 
in  Prozenten  seines  Einkommens  zu  entrichten  hat.  Dies  nämlich  ist 
der  gelindeste  Ansatz,  der  je  für  die  Vermögens-  und  Einkommensteuer 
gemacht  ist^  indem  alle  anderen  die  höheren  Einkommen  noch  starker 
belasten.  Die  heutigen  Steuersysteme  befolgen  der  Mehrzahl  nach  eine 
gelinde  Progression  in  der  Steuerquote.  Die  Berechtigung  einer  solchen 
Progression  ist  allerdings  lange  Zeit  heftig  umstritten  worden,  und 
viele  Autoritäten,  an  der  Spitze  Adam  Smith,  der  freilich  auch  Ton 
der  Zulässigkeit  einer  schwachen  Progression  spricht,  haben  sich  ent- 
schieden der  gleichmälfiigen  Steuer  zugewandt.  Mit  ihrer  Ansieht  wäre 
der  Bernoullische  Ansatz  in  Einklang.  Wenn  er  aber  abzuändern 
ist,  so  ist  er  es  in  der  Richtung,  welche  den  Wert  des  Geldes  noch 
schneller  als  dem  Vermögen  proportional  sinken  lafst.  Es  mag  nicht 
uninteressant  sein,  einen  solchen  Ansatz  zu  versuchen. 

vn. 

Zuvörderst  ist  aufe  neue  zu  betonen,  dafs  nicht,  wie  BernouUi 
meinte,  erst  dann,  wenn  das  Einkommen  Null  wird,  der  Wert  einer 
kleinen  Geldsumme  ins  Unendliche  steigt,  sondern  schon  dann,  wenn 
das  Einkommen  zur  Bestreitung  des  notwendigsten  Lebensunterhaltes 
nicht  mehr  ausreicht.  Es  ist  deswegen  von  dem  Einkonmien  x  ein 
gewisser  Betrag  a  abzuziehen,  den  man  mit  dem  Existenzminimum 
zusammenfallen  lassen  kann,  und  statt  einÜEU^h  des  reziproken  Wertes 
von  X  ist  für  die  Wertefunktion 

anzusetzen.     Das  würde  f&r  die  Steuer  einen  Betrag 

S(x)  =  gi(x  —  a) 

ergeben,  indem  (i  die  absolute  Höhe  der  Steuer  festlegt  Dtf 
Existenzminimum  würde  also  steuerfrei  bleiben,  und  der  Mehr- 
betrag des  Einkommens  wäre  einer  gleichmäCsigen  Besteuerung  unter- 
worfen. 
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Es  ist  leicht  zu  sehen^  wie  schon  dieser  Ansatz  eine  Progression 
der  Einkommensteuer  bedingt.  Rechnen  wir  nämlich  die  Steuer  im 
Verhältnis  zu  dem  ganzen  Einkommen^  so  haben  wir  zu  setzen 

s(^)-/»(i-|>, 

und  die  Steuerquote  ist  sonach 

Sie  ist  für  sehr  grofses  Einkommen  so  gut  wie  konstant^  nämlich 
gleich  fi,  für  kleinere  Einkommen  nimmt  sie  ab  und  wird  schliefslich 
gleich  Null  für  rr  »  a.  Dieser  Ansatz  kann  aber  für  praktische  Zwecke 
noch  ungenügend  sein.  Man  fasse  nämlich  einmal  den  Steuertarif, 
der  aus  ihm  resultieren  würde,  näher  ins  Auge.  Wählt  man  für 
das  Maximum  fi,  welchem  die  Steuerquote  g  für  ein  sehr  hohes  Ein- 
kommen sich  annähert,  5  %  ^^^^  setzt  a  =  1000  Mark,  so  wird  die 
Quote  für  ein  Einkommen  von  2000  Mark  bereits  2\%,  fttr  5000  Mark 
ist  sie  4:%,  für  10000  Mark  4|%.  Man  wird  demnach  vielleicht  die 
niedrigeren  Einkommen  für  nicht  genügend  entlastet  halten,  besonders 
da  die  Personen,  die  diesen  Einkommensklassen,  etwa  von  1000  bis 
3000  Mark,  angehören,  z.  B.  Volksschullehrer,  Unterbeamte,  Buchhalter 
u.  a.,  oft  schwer  mit  materiellen  Sorgen  zu  kämpfen  haben,  indem 
sie  grofsenteils  zu  einer  nach  aufsen  hin  würdigen  und  anständigen 
Lebenshaltung  gezwungen  sind.  Da  man  ihnen  diese  auch  zu  ermög- 
lichen suchen  muTs,  ist  es  nicht  gerade  angebracht,  die  Steuerquote 
von  dem  niedrigsten  besteuerten  Einkommen  an  sehr  rasch  wachsen  zu 
lassen,  und  es  ist  auch  beispielsweise  nach  dem  preulsischen  Systeme 
nicht  der  Fall.  Um  dem  entsprechend  den  vorigen  Ansatz  zu  modi* 
fisderen,  kann  man  der  Wertefimktion 


X  —  a 
ein  Zusatzglied  von  der  Form 


(x  +  by 

hinzufügen,  so  dafs  sie  sich,  wenn  noch  j:'^  ic  gesetzt  wird,  in  folgender 
Gestalt  schreiben  läfst 

1)  Hieraus  folgt  für  die  Funktion  F{x)  durch  Integration 
Der  Wert  einer  Einnahme  z,  tun  die  das  Einkommen  x  vermehrt  wird,  ist  sonach 
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Der  eingeklammerte  Faktor  nimmt,  wenn  x  von  a  bis  2a  +  i  wächst, 
Ton  1  bis 


a  +  b 


zu,  sinkt  dann  aber  wieder,  wenn  x  weiter  wächst,  mn,  wenn  x  sehr 
grofs  ist,  sehr  angenähert  gleich  Eins  zu  werden. 
Der  Bruch 

bestimmt  so  die  Begünstigung,  die  das  Einkommen  x  gegenüber  dem 
ursprünglichen  Ansätze  erfährt.    Sein  Maidmalwert  tritt  fflr 

c  —  2a  +  6 
ein,  und  wir  wollen 

setzen.  Dann  wird  der  Steuersatz  für  dieses  relatiy  am  meisten  be- 
günstigte Einkommen 

wenn  er  für  ein  beliebiges  Einkommen  x 

o/  \  X  —  a      1 

ist.    Der  Steaenstz  ftlr  ein  sehr  hohes  Einkommen  o  wird  jagegea 

S((d)  -  ft, 
nnd  es  ei^ebt  sich 

SC)  -  ««  - "  iii¥li 

oder 

5(0)  '-S(x)^(il  +  q>(x)8(x). 

Die    Entlastung,    die    ein   niedrigeres    Einkommen    x   gegenüber 

einem  sehr  hohen  Einkommen  w  erfährt,  zerlegt  sich  so  in  zwei  TeQe. 

Der  erste  Teil 

a 

rührt  daron  her,  dafs  nicht  das  ganze  Einkommen,  sondern  nur  sein 
ÜberschuTs  über  das  Existenzminimum  zur  Besteuerung  herangexogeii 
wird,  und  würde  der  auf  Grund  einer  Wertefdnktion 

k 


/ 
/ 
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bereclmeten  Steuer  entsprechen.    Der  zweite  Teil 

stellt   dann   die   Vergünstigung  gegenüber  diesem  Ansätze  dar.     Man 
bemerke  endlich^  dafs  man 

setzen  kann,  und  daCs  somit  der  Steuersatz  S{x)  durch  die  Gh*öfsen  a, 

c,  C  und  (i  vollkommen  bestimmt  ist. 

Diese  Formeln,   welche   die   Abhängigkeit   des   Wertes   Ton   dem 

Vermögen  oder  Einkommen  darzusteUen  versuchen,  zeigen  eine  gewisse 

Analogie  mit  der  sogenannten  Zustandsgieichung  der  Thermodynamik, 

nämlich  der  Gleichung,  die  zwischen  dem  Drucke  und  dem  Volumen 

eines  Oases  bei  einer  bestimmten  Temperatur  aufgesteUt  wird.    Zunächst 

nämlich  wird  angenommen,  dafs  der  Druck  p  dem  Volumen  t;  umgekehrt 

proportional  sei,  also  ^ 

«  =  -. 

Da  diese  Formel  aber  bei  gewöhnlicher  Temperatur  nur  für  wenige 
Gase  mit  hinlänglicher  Annäherung  richtig  ist,  hat  man  sich  genötigt 
gesehen,  sie  abzuändern.  Es  wird  zunächst  ein  gewisses  Volumen  a 
eingeführt,  unter  das  sich  das  Gas  auch  durch  den  stärksten  Druck 
nicht  komprimieren  läfst,  und  demgemäfs 

a 


V  —  a 

gesetzt.  Der  äufsere  Druck  p  ist  aber  weiter  nur  ein  Teil  des  wirklich 
vorhandenen  Druckes,  und  es  ist  der  Kohäsionsdruck  ^,  der  von  der 
gegenseitigen  Anziehung  der  Teilchen  des  Gases  herrührt,  noch  hinzu- 
zufügen, so  daCs  die  vorige  Formel  die  Gestalt 

^   '  t?  — a 

annimmt,  in  der  sie  van  der  Waals  zuerst  aufgestellt  hat.  Dieser 
nimmt  aber  den  Kohäsionsdruck  immer  dem  Quadrate  des  spezifischen 
Volumens  umgekehrt  proportional  an,  was  mit  der  Erfahrung  nicht 
recht  in  Einklang  zu  bringen  ist.  Clausius  versuchte  daher  eine 
Verbesserung,  indem  er  den  Kohäsionsdruck  einer  Grölse 

1 

proportional  setzte,  und  er  gelangte  so  zu  einer  Formel 

_u g__ 

in  der  noch  a  der  absoluten  Temperatur  direkt  und  ß  ihr  umgekehrt 
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proportional  sein  soll/  Diese  Formeln  scheinen  den  oben  g^^benen 
Ansätzen  für  die  Wertefonktion  ganz  analog,  nnr  ist  in  der 
Glausiusschen  Formel  das  zweite  Glied  wesentlich  negatiy^  wahrend 
wir  es  in  der  Werteformel  positiv  annehmen  muTsten.  DaCs  es  sich 
indessen  um  eine  ganz  zufallige  Analogie  handelt,  der  keinerlei  kausaler 
Zusammenhang  zu  Grunde  liegt,  braucht  wohl  nicht  betont  zu  werden. 
Ebensowenig  wird  es  notig  sein,  noch  besonders  hervorzuheben, 
dafs  der  für  die  Wertefunktion  von  uns  gegebene  Ansatz  ein  durchaus 
willkürlicher  ist  und  nicht  wie  eine  physikalische  Formel  richtig  oder 
falsch,  sondern  nur  zweckmäfsig  oder  unzweckmäfsig  sein  kann.  Er 
hat  nur  gewissen  allgemeinen  Forderungen  zu  genügen,  und  die  in 
ihm  enthaltenen  Konstanten  sind  lediglich  nach  einer  ungefähren 
Schätzung  so  zu  bestimmen,  daüs  den  praktischen  Bedür&issen  genügend 
Rechnung  getragen  ist.  Es  handelt  sich  also  gewissermaben  um  einen 
probeweisen  Ansatz,  der  von  der  empirischen  Bestimmung  der  Werte- 
funktion, wenn  sie  möglich  wäre,  durchaus  verschieden  bleibt.  Das, 
was  die  Formel  für  eine  solche  wirtschaftliche  Aufgabe  wie  die  Fest- 
legung einer  Einkommensteuer  nützlich  machen  könnte,  ist  allein  der 
umstand,  dals,  nachdem  ihre  Übereinstimmung  mit  den  Prinzipien  der 
beabsichtigten  Steuerverteilung  einmal  zugegeben,  die  Bestimmung  der 
Eonstanten  in  ihr  viel  weniger  umständlich  und  schwierig  ist  als  die 
Feststellung  der  Steuerquote  für  alle  einzelnen  Einkommenklassen,  die 
eine  weit  gröfsere  Willkür  und  Unsicherheit  involviert.  Diese  Eon- 
stanten sind  aus  folgenden  Daten  herzuleiten.  Erstens  muls  die  Zahl  a 
festgelegt  werden.  Wir  liefsen  sie  oben  mit  dem  Existenzminimum  e 
zusammenfallen.  Es  ist  aber  angebracht,  sie  in  der  Steuerformel  grölst 
anzunehmen.  So  werden  die  im  allgemeinen  sehr  zahlreichen  Personen 
mit  ganz  kleinem  Einkommen  (zwischen  e  und  a)  völlig  von  der  Steuer 
befreit.  Als  das  durchschnittliche  Existenzminimum  sieht  man  in 
Deutschland  gegenwärtig  etwa  600  Mark  jährlich  an,  die  preufsische 
Einkommensteuer  besteuert  dagegen  erst  ein  Einkommen  von  900  Mark. 
Zweitens  ist  das  Einkommen  c^2a  +  b  zu  bestinmien.  Hierfiür  sind 
allerdings  Erwägungen  mafsgebend,  welche  die  besondere  Lage  und 
Bedeutung  der  einzelnen  Einkommensklassen  betreffen  und  sich  nicht 
in  Form  von  einfachen  Regeln  aussprechen  lassen.  Man  könnte  aber 
daran  denken,  versuchsweise  für  c  einfach  das  mittlere  Einkonunen 
überhaupt   zu   wählen.^)     Soll  dann  drütens  durch  die  Grölse  C  das 

1)  Es  läuft  dies  unter  den  gegenwärtig  herrschenden  VerhältnisBen  ungeföhr 
darauf  hinaus,  dafs  man  c=de  setzt.  Ist  also  aasy^e,  so  wäre  &=s0  zu  maehen. 
Die  preuTsisclie  Einkommensteuer  würde,  wenigstens  fSr  Einkommen  bis  xa 
10000  Mark,  etwa  einem  Werte  6  =  2a»3e  entsprechen. 
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Mafs  der  Abweichung  von  dem  ursprünglichen  Ansätze  einer  gleich- 
formigen  Besteuerung  des  Überschusses  über  das  Existenzminimum 
angegeben  werden^  so  ist  dies  wiederum  reine  Sache  des  persönlichen 
Ermessens  oder  dui-ch  den  Zug  der  Zeit  gegeben.  In  wieweit  die 
Annahme  das  Richtige  getroffen  hat,  kann  erst  die  Zukunft  lehren. 
Was  viertens  noch  nötig  ist,  die  Bestimmung  der  Maximalquote  ^  für 
sehr  hohe  Einkommen,  ergiebt  sich  aus  den  Zensuslisten  dadurch,  dafs 
die  durch  die  Steuer  insgesamt  erhobene  Summe  die  erforderliche  Höhe 
erreichen  soll. 

Wünscht  man  ein  rascheres  Ansteigen  der  Steuerquote,  als  es  der 
Yon  uns  gegebene  Ansatz  liefert,  so  kann  man  diesen  durch  einen 
anderen 

ersetzen,  in  dem  n  ==  3  oder  noch  gröfser  angenommen  wird.  Die 
Gröfse  b  ist  nur  an  die  Bedingung  gebunden,  dafs  a  +  b  positiv  sein 
soU.  Man  könnte  auch  andere  Ansätze  versuchen,  deren  äuTsere  Gestalt 
ganz  verschieden  ist.  Das  ganze  Verfahren  läfst  sich  passend  mit  der 
Aufstellung  empirischer  Formeln  in  der  Technik,  beispielsweise  in  der 
Hydraulik  für  die  Geschwindigkeit  und  Geschwindigkeitsänderungen  des 
in  Röhren  oder  Kanälen  strömenden  Wassers,  vergleichen.  Was  aber 
die  hier  erörterte  Art  der  Verwendung  von  Formeln  davon  durchaus 
unterscheidet,  ist  die  Unmöglichkeit,  die  Tauglichkeit  des  Ansatzes  em- 
pirisch zu  prüfen.  Allgemeine  Erfahrungen  können  wohl  das  Vor- 
handensein und  die  Richtung  eines  Fehlers,  nicht  aber  seine  Gröfse 
ergeben.  Deshalb  müssen  die  auf  eine  solche  Wertefunktion  aufgebauten 
wirtschaftlichen  Wertlehren  der  sicheren  Begründung  entbehren,  auch 
wenn  sie  nicht  den  analytischen  Ausdruck,  sondern  nur  allgemeine 
Eigenschaften  dieser  Funktion  als  bekannt  voraussetzen.  Denn  wenn 
nicht  wenigstens  die  Möglichkeit  gesichert  ist,  die  Funktion  nötigenfalls 
zu  bestimmen,  ist  sie  als  empirische  Funktion  nicht  definiert  und  kann 
mit  ihr  schlechterdings  nicht  operiert  werden,  ohne  dafs  alle  diese 
Operationen  einen  gewissen  hypothetischen  Charakter  tragen,  der  es 
unmöglich  macht,  aus  ihnen  auf  die  Wirklichkeit  zu  schliefsen. 

Die  Laplaceschen  Sätze  sind  deswegen  so  merkwürdig,  weil  sie 
in  der  That  zu  dem  Glauben  Anlafs  geben  können,  es  lasse  sich  die 
Mathematik  auf  das  praktische  Leben,  ja,  was  den  Männern  der  Auf- 
klärung besonders  wichtig  war,  auf  das  moralische  Gebiet  anwenden. 
So  fest  scheinen  sie  begründet,  und  so  einleuchtend  und  vernünftig 
sind  die  Maximen,  die  sie  ergeben  und  die  sich  andererseits  aus  der 
einfachen  Voraussetzung,  dafs  der  Wert  des  Geldes  mit  dem  wachsenden 

Zeitochrift  f.  Mftthemfttlk  n.  Phyiik.  47.  Band.  1908.  8.  n.  4.  Heft.  28 
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Besitze  sinke,  durch  rein  logische  Schlüsse  kanm  ableiten  lieüsen.  Es 
ist  aber  ans  diesen  Sätzen ,  wenn  sie  nur  auf  jene  Yoraussetzung  und 
die  blofse  Existenz  einer  Wertefunktion  gegründet  werden^  nicht  zu 
ersehen,  wieviel  z.  B.  jemand  für  eine  bestimmte  Versicherung  bezahlen 
darf,  ohne  dafs  sie  für  ihn  „moralisch  unvorteilhaft^^  wird,  es  läCst  sich 
überhaupt  nicht  für  jeden  einzelnen  Fall  nach  diesen  Maximen  be- 
stimmen, was  zu  empfehlen  oder  zu  widerraten  ist.  Jeder  einzelne  Fall 
erfordert  vielmehr  doch  wieder  die  Erwägung  aller  besonderen  Um- 
stände und  die  schliefsliche  Entscheidung  entspringt  ganz  anderen  als 
mathematischen  Überlegungen.  Der  Gedanke  eines  zahlmäfaig  angeb- 
baren Wertes,  der  sich  nur  nach  dem  Vermögen  der  betreffenden  Person 
richten  soll,  ist  eben  eine  blofse  Fiktion. 


über  das  perimetrisclie  Rollen  eines  Kreisels, 
dessen  Schwerpunkt  unter  dem  üntersttLtznngspnnkte  liegt 

Von  D.  BoBTLEW  in  St.  Petersburg, 
bearbeitet  von  Th.  Fbiesendorff  in  St.  Petersburg. 

Der  Apparat^  dessen  Bewegung  hier  behandelt  werden  soll,  ähnelt 
einem  gewohnlichen  Kreisel,  der  aus  einem  cylindrischen  Stabe  mit 
konischen  Spitzen  und  aus  einem  darauf  befestigten  Drehongskorper 
besteht;  er  unterscheidet  sich  vom  gewohnlichen  Kreisel  dadurch,  dab 
der  Drehungskorper  die  Gfestalt  einer  Glocke  besitzt  und  dieselbe  auf 
dem  Stabe  so  befestigt  ist,  dafs  die  eine  der  Spitzen  des  Stabes  inner- 
halb der  Glocke  sich  befindet  und  bei  vertikaler  Aufstellung  mit  nach 
oben  gerichtetem  freien  Ende  der  Schwerpunkt  des  ganzen  Kreisek, 
der  ja  auf  der  Figurenachse  liegen  mufs,  noch  unterhalb  der  zweiten 
Spitze,  also  auf  die  Verlängerung  des  Stabes,  zu  liegen  kommt  Um 
die  Bewegung  eines  solchen  Kreisels  zu  beobachten,  wird  auf  einem 
Gestell  eine  Pfemne  angebracht^  in  welche  die  untere  Spitze  des  Stabes 
hineingestellt  wird.  Wenn  der  Kreisel  ruht^  nimmt  seine  Figurenachse 
eine  vertikale  Stellung  an.  Lenkt  man  den  Kreisel  aus  dieser  Gleich- 
gewichtslage ab  und  erteilt  man  ihm  dabei  eine  starke  Drehung  um 
seine  Achse  und  lafst  man  ihn  darauf,  ohne  ihm  einen  seitlichen  An- 
sto£3  erteilt  zu  haben,  frei,  so  wird  es  uns  scheinen,  dals  seine  Achse 
einen  Kreiskegel  um  die  Senkrechte  beschreibt  und  dafs  die  freie 
Spitze  sich  auf  einem  horizontalen  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  auf  der 
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Senkrechten  gelegen  ist^  bewegt.  In  Wirklichkeit  aber  wird  die  Bahn- 
küTve  der  freien  Spitze  kein  Kreis  sein^  sondern  eine  sphärische  Gy- 
cloide  mit  sehr  vielen  sehr  kleinen  Zacken  (vergl.  F.  Klein  und  A. 
Sommerfeld  — '  Über  die  Theorie  des  Kreisels  T.  I,  Kap.  IV  und  V) 
Befestigt  man  aber  über  dem  Kreisel  eine  horizontale  Scheibe 
mit  Rändern  beliebiger  Gestalt  und  wird  die  Entfernung  der 
Scheibe  vom  ünterstützungspunkte  des  Kreisels  so  gewählt^  dals 
die  obere  Spitze  nie  unter  die  Scheibe  gelangen  kann,  sondern 
sich  ständig  auf  den  Rand  stützen  mufs^  dann  wird  der  rotierende 
Ejreisel  längs  des  ganzen  Randes  der  Scheibe  rollen.     (Yergl.  Abbild.) 


Eine  derartige  Bewegung  wurde  von  dem  französischen  Physiker 
Sire  beobachtet  und  perimetrische  Rotation  (rotation  p^rim^trique)  ge- 
nannt. Eine  allgemeine  Behandlung  dieser  Frage  findet  man  in  dem 
Werke  von  Resal  „Trait^  de  cin^matique  pure,  1862'',  wo  gezeigt 
wird,  daCs,  wenn  das  Rollen  mit  einem  Gleiten  verbunden  ist,  die  Inte- 
gration der  Differentialgleichungen  nur  in  dem  Falle  ausführbar  ist, 
dafs  der  Rand  der  Scheibe  ein  horizontaler  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte 
auf  der  Senkrechten  durch  den  ünterstützungspunkt  ist. 

In  dem  Lehrbuche  der  analytischen  Mechanik  von  D.  Bobylew 

(Bd.  n,   S.  656—673;    1888)    wird   das   Problem    des   perimetrischen 

Rollens   ohne  Gleiten,  welches  sich  für  beliebige  Gestalten  der  Rand- 

kurve   lösen   läfst,    behandelt.    Hier   soU   dasselbe  Problem   einfacher 

dargestellt  werden  und  dabei  werden  für  den  Fall  eines  kreisförmigen 

23* 
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Randes  die  Bedingongen  aufgestellt,  unter  denen  die  freie  Spitze  des 
Kreisels  den  Rand  nicht  verlassen  und  nicht  zu  gleiten  anfangen  wird, 
sowie  auch  die  Bewegungen  betrachtet ,  die  dann  eintreten,  wenn  die 
freie  Öpitze  den  Rand  yerläfst  und  ihn  wieder  berührt  Für  beliebige 
Gestalten  des  Randes  wird  das  Problem  analog  behandelt  und  ea  wird 
gezeigt,  dafs  die  Formeln,  die  den  Druck  des  Kreisels  auf  den  Rand 
ausdrücken,  ein  von  der  geodätischen  Krümmung  der  Randkuire  ab- 
hängiges ÖUed  enthalten  — 

§  1. 
Den  Unterstützungspunkt  0  der  unteren  Spitze  wählen  wir  zum 
Koordinatenanfang  der  Achsen  OX,  OT,  OZ,  die  fest  mit  dem  Kreisel 
verbunden  sind,  so  wie  auch  der  im  Räume  unbeweglichen  Achsen 
OX^,  OY^,  OZ^]  dabei  ist  die  Achse  OZ^  lotrecht  nach  oben  und 
die  Achse  OZ  nach  der  oberen  freien  Spitze  hin  gerichtet.  Die  Koor- 
dinaten irgend  eines  Punktes,  bezogen  auf  die  ersten  Koordinaten- 
achsen seien  x,  y,  je?,  bezogen  auf  die  zweiten  —  x^,  y^,  0^,  Der  Schwer- 
punkt des  Kreisels  befindet  sich  auf  dem  negativen  Teile  der  O^Achse 
in  der  Entfernung  l  von  0. 

Die  unbewegliche  Randkurve   auf  der  das  Rollen  stattfindet,  be- 
findet sich  auf  der  Kugel  mit  dem  Mittelpunkte  in  0  und  vom  Radius 

B,  so  dafs  der  Abstand  eines  Punktes 
des  Randes  von   0  gleich  R  laL     Der 
Schnittkreis    des   Stabes,    der  auf  dem 
Rande    rollt,    hat    dann    den    Radius 
a  »  i2  sin  £    und    sein  Mittelpunkt  hat 
von    0   auf   der    OZ- Achse    die   Ent- 
fernung   c  =  B  cos  £;    s    ist    also    der 
Winkel,  unter  welchem  von  0  aus  der 
Radius  des  Schnittkreises  erscheint  Der 
Berührungspunkt  n  des  rollenden  Kreises 
mit   dem   unbeweglichen  Rande  hat  in 
Bezug  auf  die  X,  F,  Z-Achsen  die  Ko- 
ordinaten X,  y,  c^B  cos  £  (vergL  Fig.  1). 
Der  normale  Gegendruck  X  des  un- 
beweglichen   Randes    ist    immer    nach 
aufsen  gerichtet,  d.  h.  dorthin  wo  sich 
der  rollende  Kreis  befindet,  und  mufs  immer  positiv  sein.    Die  Momente 
dieses  Gegendrucks  um  die  Achsen  OX^  OY,  OZ  sind  resp.  Ay,  —Ix,  0. 
Die  Reibungskraft  F  hat  die  Richtung  der  gemeinsamen  Tangente 
der  beiden  auf  einander  rollenden  Kurven,  und  wenn  wir  ihre  Kom- 
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ponenten  nach  der  X-  und  F-Achse  mit  F^  und  F^  bezeiclinen^  so 
sind  ihre  Momente  um  die  X-,  T-  und  Z- Achse  resp.  —cF^,  cF^,  aF, 
so  dafs  die  Kraft  jP  dann  positiv  ist;  wenn  ihr  Moment  um  die  Z- Achse 
positiv  ist. 

Die  Momente  der  Schwerkraft  um  die  beweglichen  Achsen  sind 
resp.  —  ^gly')  ^glVi  0,  wobei  M  die  Masse  des  Kreisels,  g  die  Be- 
schleunigung der  Schwerkraft  und  y,  y\  y"  die  Richtungscosinus 
zwischen  der  positiven  Richtung  der  Z^-Achse  und  denen  der  X-,  F-, 
Z-Achse  bedeuten;  in  den  Euler  sehen  Winkeln  d;  97,  ^  drücken  sich 
^^  Yi  y'i  y'j  bekanntlich  folgendermafsen  aus: 

y  =  sin  9  »sin  9?,    y' =  sinö-cosy,    y''  =  cos9. 

Ferner  haben  die  Komponenten  ^,  q^  r  der  Winkelgeschwindigkeit  Ä 
nach  den  beweglichen  Achsen  folgende  Ausdrücke  in  den  Eul  er  sehen 
Winkeln  und  ihren  Ableitungen  nach  der  Zeit: 

p=  ■^smö-sm9?  +  ^  ^^  V 

dib   •    ^  dB    • 

q  =  ^smö-cosy  —  ■jrsuig) 

Die  Tifigheitsmomente  des  Kreisels  sind:  um  die  Symmetrieachse  C, 
um  die  äquatoriale  Achse  A. 

Hiemach  können  wir  für  das  Rollen  des  Kreisels  auf  dem  Rande 
folgende  Differentialgleichungen  aufstellen: 


(1) 


A%^{A^  qqr  ^  Mgl/  +  Ay  -  cl^ 
^^  =  {C^A)rp  +  Mgly  ^  Ix  +  cF, 
C^  =  aF,  oder  auch:  C^  =  xF^  -  yF^ 


Beim  Rollen  ohne  Oleiten  fallt  die  augenblickliche  Drehungsachse 
mit  der  Richtung  On,  oder  mit  der  ihr  entgegengesetzten,  zusammen, 
und  deshalb  haben  wir  folgende  Gleichungen: 

^  -^  X      y      c       a       E 


Dabei  bedeutet  ©  =  +  Yp^  +  q^  die  Projektion  der  Winkelge- 
schwindigkeit Sl  auf  die  XF-Ebene  oder,  was  dasselbe  ist,  auf  die 
Richtung  des  vom  Mittelpunkte  des  Kreises  zum  Punkte  n  geführten 
Badius  a;  das  obere  Vorzeichen  +  bezieht  sich  auf  die  Falle,  wo  diese 
Projektion  positiv  ist. 
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Wir  multiplizieren  die  erste  der  (xleichungen  (1)  mit  p,  die  zweite 
mit  q,  die  dritte  mit  r,  addieren  und  erhalten 

(3)  |.[t(^„«  +  Cr«)]  =  Jf<^i^, 

denn  in  Folge  der  Gleichung  (2)  ist  der  Koeffizient  (yp  —  xq)  Ton  2 
gleich  Null   und   die  Reibungsglieder  —  cpF^  +  ctf^x  +  ^^-fy  —  V^^x 

heben  sich  weg;  aufserdem  ist  bekanntlich  2y— l>y'  =  — 37 — 

Die  so  erhaltene  Differentialgleichung  (3)  besitzt  ein  Integral, 
welches  das  Gesetz  der  Erhaltung  der  vollen  Energie  des  rotierenden 
Kreisels  ausdrückt.  Dieses  Integral  kann  auf  Grund  der  Gleichung  (2) 
so  geschrieben  werden: 

©*  ==  -gij  {Mgl '  cosö  +  Ä), 

wo  J'= -4sin*«  +  Ccos*f  das  Trägheitsmoment  des  Kreisels  um  die 
augenblickliche  Drehungsachse  bedeutet.  Die  Konstante  h  wird  durch 
den  Wert  o^  der  Winkelgeschwindigkeit  für  den  Wert  Oq  des  Winkels  6 
bestimmt,  und  so  erhalten  wir: 

(4)  o*  =  (dJ  +    \tj    (<5ö8  ö  "~  ^08  Ö0). 

Das  Integral  (4)  bestimmt  das  Rollen  des  Kreisels  auf  dem  ge- 
gebenen Rande  y  wenn  der  rollende  Kreis  nirgends  den  Rand  yerlalst 
Das  Verlassen  kann  nur  in  den  Punkten  des  Randes  stattfinden,  wo  l, 
welches  bis  dahin  positiv  war,  zu  Null  wird  und  bei  weiterem  Rollen 
negative  Werte  annimmt.  Um  über  das  Vorzeichen  von  X  urteilen  zu 
können,  mufs  man  aus  den  ersten  zwei  Gleichungen  (1)  den  Ausdruck 
für  A  ableiten;  zu  diesem  Zwecke  multiplizieren  wir  die  erste  Glei- 
chung mit  y,  die  zweite  mit  —  x  und  addieren  sie,  dann  erhalten  wir: 

ka'=^Ä{y^^^x^)  +  iC^Ä)r(px  +  qy)  +  Mgl{xy  +  yr') 

+  c(yF^  +  xF^). 

In  dieser  Gleichung  sind: 
px  +  qy^^ato,    xy  +  yy'  =^  e^  — cy"    und    a;F, +  yFy  =  0, 

da  die  Reibungskraft  F  senkrecht  zum  Radius  a  gerichtet  ist.  Was  die 
Differenz  y  -Ä  —  ^-^'  anbetrifft,  so  lafst  sie  sich  folgendermaben  be- 
stimmen:   aus    der    Gleichung    yp  —  xq^^O    folgt,    dafs    ffir   jeden 

Moment  t: 

dp  äq  dx         dy 

yTt'^^di''^di'~'Pdi 


Von  D.  BoBYLBw.  359 

ist;  zur  Bestimmung  von  -^  und  ■—  betrachten  wir  den  Berülirungs- 

punkt   des   rollenden  Kreises  mit  dem  festen  Rande:  ^  und  -^  sind 

die  X-  und  F- Komponenten  seiner  relativen  Geschwindigkeit  gegen 
den  KreiseL  Der  Berührungspunkt  ändert  stetig  seine  Lage  auf  dem 
Rande^  so  wie  auch  auf  dem  rollenden  Kreise.  Die  absolute  Ge- 
schwindigkeit der  Bewegung  dieses  Punktes  auf  dem  Rande  wollen 
wir  mit  v  bezeichnen.  Die  Geschwindigkeit  der  relativen  Bewegung 
ist  bekanntlich  gleich  der  geometrischen  Differenz  der  absoluten  Ge- 
schwindigkeit und  der  Geschwindigkeit  des  bewegten  Systems;  die 
X,  !F- Komponenten  der  letzteren  Geschwindigkeit  sind  hier  gleich: 
(qc  —  ry)  und  (rx—pc),  also  haben  wir: 

^  =  f;cos(i;,  X)  -  (qc  -  ry) 


^  =  t;co8  ((t;,  Y)  -  {rx  -pc) 


dt 
und  so  ist: 

2^  — 1>^  =  t;(g'COs(t;,  X)— |>cos(t;,  Y))  —  cco*  +  raco. 

Man  kann  sich  leicht  überzeugen^  dafs  für  jede  Richtung  der 
Drehung  und  des  Rollens  die  Richtung  von  o  zur  Richtung  von  v  so 
gelten  ist^  wie  die  positive  Richtung  der  Y-Achse  zur  positiven 
Richtung  der  X-Achse^  d.  L 

cos(t?,  X)  =  cos(cD,  Y),    cos(t;,  Y)  =  — cos(ai,  X), 

folglich  ist: 

€7(2  cos  (t;,    X)— |>C0s(t7,    Y))^V'(0. 

Infolge  des  Gesagten  erhält  also  der  Ausdruck  für  Aa'  folgende 
Gestalt: 

(5)  Aa>  =^Äva  +  {C-Ä)  m^c  +  Mgl{zy^  -  c •  cosö). 

Die  Groüse  und  das  Vorzeichen  der  Reibungskraft  F  kann  aus  der 
dritten  der  Gleichungen  (1)  bestimmt  werden: 

jP c  dr ^c  da C    c    da!^ 

ädi  ~'     ä^~di  ""Yööö*  dT 

und  da 

dm*       2a* Mgld  cos  $ 
'dt  ^      B*J        5F" 

ist,  so  erhalten  wir: 

/ßx  TP      CMglcdf^osB 

(^>  ^^    E'Jm      dt    ' 
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Damit  auf  dem  Rande  nirgends  Gleiten  stattfindet,  mufe  die  ab- 
Bolute  Gröfse  der  Reibungskraft  kleiner  als  xl  sein  (x  ist  der  Reibung»* 
koef&zient). 

§2. 

Als  Beispiel  woUen  wir  zur  Randbure  irgend  einen  Kreis  der 
Kugel  Yom  Radius  R  wählen.  Es  sei  Rsiaß  der  Radius  dieses  Kreises 
und  sein  Mittelpunkt  habe  folgende  sphärische  Koordinaten:  die  Ent- 
fernung Yom  Punkte  0  ist  gleich  Rcosß,  der  Winkel,  den  dieser 
Radiusvektor  mit  der  OZ^- Achse  bildet^  ist  a  (auf  die  Länge  des  Meri- 
dians dieses  Radiusvektors  kommt  es  nicht  an).  Wir  beschreiben  eine 
Kugel  vom  Radius  Eins,  konzentrisch  zur  Kugel  yom  Radius  B,  und 
zwei  Kegelflächen  mit  den  Spitzen  in  0  und  deren  Leitlinien  der  Rand 


Fig.  5. 


Wg.  2. 


und  der  rollende  Kreis  bilden.  Der  Durchschnitt  dieser  Kegelflachen 
mit  der  Einheitskugel  besteht  aus:  einem  Kreis  vom  sphärischen 
Radius  ß,  dessen  Mittelpunkt  sich  im  Pole  P  mit  der  spMrischen 
Koordinate  a  befindet,  und  einem  rollenden  Kreis  vom  sphärische 
Radius  £,  dessen  Pol  wir  mit  Z  bezeichnen.  Der  Berührungspunkt 
dieser  beiden  Kreise  sei  mit  {i  bezeichnet,  der  Durchschnittspunkt  der 
positiven  OZ^- Achse  mit  der  Einheitskugel  sei  mit  Z^  bezeichnet  Das 
Rollen  kann  von  auTsen  oder  von  innen,  aufserdem  nach  zwei  ent- 
gegengesetzten Richtungen  stattfinden. 

Auf  Fig.  2  und  3  sind  Fälle  des  äuJberen  und  des  inneren  Rollens 
dargestellt,  wobei  die  Richtung  des  Rollens  durch  Pfeile  angegeben  ist 
Die  Formeln,  die  wir  für  diese  Fälle  ableiten  werden,  gelten  auch  für 
die  Fälle  des  Rollens  in  entgegengesetzter  Richtung. 

Wir  bezeichnen  mit  rj  den  sphärischen  Winkel  Z^Pii,  mit  F  den 
sphärischen  Winkel  Z^ZP.    Der  Bogen  Z^P  ist  gleich  a,  der  Bogen 
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Z^Z  gleich  ö,   der  Bogen  'PZ  gleich  (/?  +  «)  im  Falle  des  äufseren,  • 
gleich  {p  —  i)  im  Falle  des  inneren  Rollens.     Im  sphärischen  Dreiecke 
TZ^Z  haben  wir: 

(7)  cos  ö  =  cos  a  •  cos  (/J  +  «)  +  sin  a  •  8in(j5  +  fi)  •  cos  iy. 

Wenn  wir  mit  d6  das  von  dem  Punkte  ft  auf  dem  festen  Kreise 
zurückgelegte  Bogenelement  bezeichnen^  so  beschreibt  der  Punkt  n  auf 
der  Eugel  vom  Radius  It  ein  Element  Itd6.  In  den  vorliegenden 
Fällen  ist  d6  =  ^mß  -  dri,  also  haben  wir: 

de       -D  '    adri 
t;  =  3-^  =  iJ8m/S5?. 

Bekanntlich  drückt  sich  die  Winkelgeschwindigkeit  O;  die  gleich 

i  Vp^  +  2*    ^st,    durch    die    Ableitungen    von    0    und    tff   folgender- 
mafsen  aus: 

Andererseits  kann  die  Differentialgleichung  der  Bahn  des  Punktes  Z 
folgendermafsen  dargestellt  werden: 

de  =  d^.sine-tgr, 

also  haben  wir 

dB  .    „ 

j^=»ai.smr, 

oder  wenn  wir  beide  Teile  dieser  Gleichung  mit  sind  multiplizieren: 

(8)  ^7-  =  o  •  sm  r-  sm  ö. 

Femer  finden  wir  aus  dem  sphärischen  Dreiecke  PZ^Z: 

Binr  •  sind  »  sina  •  sinij, 

also  haben  wir  folgenden  Ausdruck  für  die  Ableitung  von  cosd: 

(9)  ~dT"  =*  ®  •  sm  a  •  sm ij. 
Schliefslich  folgt  aus  der  Gleichung  (7): 

dcoBß  .  •    //>    I     \      •  dri 

-_—  =  —  sm  a  •  sm  (p  +  *)  •  sm  iy  •  -jj  • 

Aus  diesen  beiden  Ausdrücken  für  ,  und  aus  dem  Zusammen- 
hange zwischen  v  und  -^  ergiebt  sich  dann: 

(10)  V  == --Tä-TT' 
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•  In  der  Formel  (5)  fttr  Aa*  findet  sich  noch  die  Differenz  (zi  —  c-cobO). 
Wenn  wir  den  Bogen  Z^/t  mit  q>  bezeichnen,  so  ist 

;?!  =  U  •  cos  9,  j?!  —  c  •  cos  0  ^  R  (cos  9  —  cos  e  •  cos  0). 

Aus  dem  sphärischen  Dreiecke  ZZ^fi  finden  wir: 

cos  q)  =  cos  6  '  cos  ö  +  sü^  *  •  sin  ö  •  cos  F, 

wobei  das  obere  Zeichen  auf  das  äufserO;  das  untere  Zeichen  auf  das 
ümere  Rollen  sich  bezieht. 

Aus  dem  Dreiecke  PZ^Z  finden  wir  ebenso: 

sin  6  '  cos  r  =  cos  a  •  sin  (/3  +  £)  —  sin  a  •  cos  (ß  +  b)  -  cos  1^. 
Infolge  dessen  kann  also  Xa^  folgendermafsen  dargestellt  werden: 
Aa*  ^^  D'G)^  +  MglR  •  sin  s  [cos  a  •  sin  (/J  +  ^)  ~-  sin  a  •  cos(/3  +  e)  -  cosrj], 
wo 

•^T^  ,+{C--Ä)R'COB6 

sm  (p  ± «)        ^  ^ 


j^^^Jismß 


immer  positiv  ist,  solange  s<ß  ist. 

Für   (D*   wollen   wir   seinen    Ausdruck   (4)   einsetzen^    wobei    die 
Differenz  (cos  ö  —  cos  ö^)  nach  der  Formel  (7)  durch 

2sina.sin(/J  +  fi)(sin«|-sin2-|-) 

ersetzt  werden  kann,  und  rj^  hier  sich  auf  den  Anfangspunkt,  wo 
(o  '^  coq  ist,  bezieht.  Wir  setzen  zur  Vereinfachung  ^^^O,  d.  h.  wir 
setzen  voraus,  dafs  in  der  Anfangslage  ft  auf  der  Verbindungslinie 
Z^P  liegt,  dann  läfst  sich  ka^  so  ausdrücken: 

Aa*  =  DoJ R«jr~  sin  a  •  sin (/J  +  £)sin*  -|- 

+  Mgla(Bm{ß  +  £  -  a)cos«|  +  sin(/S  +  «  +  a)  8in»5) 


oder  auch: 


Xa»  =  Pco8»5+«8m»5 


wo 

P  =  Do»  +  MglaBia(ß  ±e-cc) 

^  =  P  +  2Mgl  a  sin  « •  cos  (/J  +  «) p,  £  **  sin  cc  •  sin  (ß  +  «). 

Wir  können  auch 
(11)  Q  =  P-2GMglaBma 

schreiben,  wobei 

G  =  ^sm(ß  ±s)  +  coB(ß±  e) 
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ist.  (Die  oberen  Zeichen  beziehen  sich  auf  das  äofsere^  die  unteren 
auf  das  innere  Brollen.) 

Diese  Formeln  zeigen  uns  folgendes:  damit  die  Achse  des  Kreisels 
sich  vom  Rande  im  oberen  Punkte  nicht  trennt,  mufs  P>0  sein.  Falls 
beim  äufseren  Rollen  (/?  +  «)>«  und  beim  inneren  Rollen  (jS  —  a)  <  a 
ist,  wird  P  >  0  sogar  für  (Oq  =  0.  Jedenfalls  aber  kann  P  immer 
positiv  gemacht  werden,  wenn  man  nur  dem  (Oq  eine  entsprechende 
Grölse  erteilt.    Damit  auch  Q>  0  wird,  mufs  P >  2 GMgla  -  sin a  sein. 

Wenn  P  und  Q  beide  positiv  sind,  so  wird  der  rollende  Kreis 
sich  nirgends  vom  Rande  trennen. 

Wenn  bei  positivem  P  die  Gröfse  (^  <  0  ist,  so  wird  sich  die 
Achse    des   Kreisels    vom   Rande   an   der   Stelle   trennen,   wo    rj  ^  % 

=  2  arctg  |/;:7n  ^^'  Von  diesem  Punkte  an  bis  zur  nächsten  Be- 
rührung mit  dem  Rande  wird  die  Spitze  der  Achse  auf  einem  horizon- 
talen Kreise  fortschreiten.  Wenn  die  Bewegung  des  Kreisels  wider- 
standslos vor  sich  ginge,  so  müfste  die  nächste  Berührung  an  der 
Stelle  1?  =  — 1^1  eintreten.  Von  da  an  wird  dann  der  rollende  Kreis 
weiter  längs  des  Randes  nach  oben  roUen  und  zwar  von  der  Stelle 
—  rj^  durch  die  Stelle  iy  =  0  hindurch  bis  zur  Stelle  i^^,  wo  wieder 
eine  Trennung  vom  Rande  stattfinden  wird.  In  Wirklichkeit  aber 
werden,  infolge  des  Widerstandes  (durch  Reibung  ia  der  Pfanne, 
Widerstand  der  Luft),  den  die  Bewegung  findet,  die  Berührungs-  und 
Trennungs- Stellen  sich  allmählich  verschieben  imd  zwar  so,  dafs  bei 
der  ersten  Berührung  ^  =  ^i  <  i^i,  bei  der  folgenden  i?  =  ly^'  <  ^i  u.  s.  w. 
wird.  — 

Nach  den  Formeln  (6)  und  (9)  läfst  sich  die  Reibungskraft  in 
der  Form  cj^gi^  . 

E^f  ^^^  « •  Sin  1^ 

ausdrücken.  Damit  nun  kein  Gleiten  stattfindet,  mufs  F<.^x  sein 
und  deshalb  die  Differenz 

längs  des  ganzen  Randes  positiv  bleiben. 

Wir    bezeichnen    mit   S  die   Gröfiie    — bIt^     uiid    stellen    die 

Differenz 

P  co8»|  +  «  Sin»  J  -  258m«  •  sin|  •  cos^ 

in  der  Gestalt 

P[(coB^-psma^sm^)  +  "^ ^, sm^^J 
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dar.  Damit  dieser  Ausdruck^  bei  positivem  P  nicht  negativ  wird, 
muls  die  Differenz  (QP  — fl^sin^a)  >  0  sein.  Auf  Gmnd  von  (11) 
kann  man  schreiben: 

^{P-MglaG sin «)»  -  ]iPgH^a^ sin« a (o^  +  ^^^)  - 
Wir  finden  also: 


P  —  MglaG'siaa  muss  >  MglaG-sina  1/1+  r>ijtQt  i 

sein. 

Aus  dem  Gesagten  kann  man  folgendes  ersehen: 

Beim   Bollen   des  Stabes   des    Kreisels  aufserhalb   oder  innerhalb 

eines  kreisförmigen  exzentrischen  Randes  (a  ist  die  Exzentrizität)  wird 

weder  eine  Trennung  des  Stabes  vom  Rande  noch  ein  Gleiten  eintreten, 

wenn  P  eine  positive  Gröfse  grofser  als 


2MglaG.Bina  {l  +  \{Yl  +  5^^.  -  l)} 
ist. 

§3. 

Auf  analogem  Wege  können  die  Bedingungen  des  Rollens  ohne 
Gleiten  längs  beUebiger  sphärischer  d.  h.  ganz  auf  der  Kugel  gelegener 
Randkurven  aufgestellt  und  behandelt  werden;  natürlich  werden  diese 
Bedingungen  je  nach  der  Gestalt  der  Randkurve  eine  mehr  oder  minder 
verwickelte  Form  annehmen. 

Zu  allererst  stellt  sich  die  Frage  nach  dem  Zusammenhange 
zwischen  v  und  o^  folglich  auch  nach  der  Gestalt  desjenigen  Gliedes 
in  dem  Ausdrucke  D,  welches  von  dem  Gliede  Avo  herrührt.  Man 
kann  eine  allgemeine  Bemerkung  über  den  Ausdruck  von  t;  in  o 
machen y  nämlich:  dieser  Ausdruck  hängt  von  drei  Grofsen  ab:  vom 
sphärischen  Radius  s  des  rollenden  Kreises,  von  der  geodätischen 
Krümmung  der  sphärischen  Randkurve  im  Berührungspunkte  und  vom 
Radius  B. 

Bei  der  Bildung  dieses  Ausdruckes  werden  wir  ebenso  verfohren 
wie  im  Falle  des  Kreisrandes.  Auf  der  Kugel  vom  Radius  1,  die  ihren 
Mittelpunkt  im  ünterstützungspunkte  hat,  denken  wir  uns  die  Durch- 
schnittslinien mit  Kegelflächen,  die  ihre  Spitzen  im  Ünterstützungs- 
punkte besitzen  und  als  Leitlinien  die  sphärische  Randkurve  und  den 
rollenden  Kreis  haben. 

In  den  Fig.  4  und  5  sind  zwei  Winkel  F  und  %  markiert; 
der  Punkt  {i  hat  die  sphärischen  Koordinaten  q>  und  ^.     Nach  den 
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bekannten 
schreiben: 
(12) 

(13) 


Formeln     der     sphärischen     Trigonometrie     können     wir 

sin  r*  •  sin  0  »  sin  ;|f  •  sin  q> 

cos  0  =  cos  s  '  cos  9  ^  sin  «  •  sin  9  •  cos  %, 


Fig.  6. 


Fig.  i. 


wobei  sich  das  obere  Zeichen  auf  die  Fig.  4,  das  untere  auf  die  Fig.  5 
bezieht. 

Aus  der  bekannten  Differentialgleichung  der  sphärischen  Kurve 

dq> 


folgt: 

(14) 


sin  q> '  dip 


dq> 


=  tga: 


V^^^^) 


(15) 


cosz- 


dib 

avam  ■  -^ 

dtp 


v^+»-'0"' 


dö  . 


wo  dö  =  y{dq>y  +  sin*  q>  (ßty  imd  dabei  v  =  R-ji  ist. 
Aus  den  Formeln  (8),  (12)  und  (14)  ergiebt  sich: 


(16) 


d  cos  $  dw 


Andererseits  erhalten  wir  aus  den  GUeichungen  (13)  und  (15): 


.  ,      d^ 

^   d(p 


cos  0  =»  cos  6  •  cos  9  ^  sin  £ j- 

dtp 


366     Über  das  perimetrische  Rollen  eines  Kreisels  etc.    Von  D.  Bobtlsw. 


und   indem   wir   beide  Seiten   nach  t  differentiieren,  finden  wir  einen 
zweiten  Ausdruck  für 


dt 


dcoBd 
~~dt~ 


dtp    da 
da     dt 


(17) 


d'if) 


sm  qp  -3-^  dl  sin  9  •  3-^ 

•      .  aap    I      .  .  \  da 

COS  £  •  Sin  97  +  B^^  COS  9  — 2 —    X  8"^  *  •  Sin  9  — 


d<p 


dtp 


Durch  Vergleich  beider  Ausdrücke  (16)  und  (17)  folgt: 

dtp' 


(18) 


CO  = 


dt 


cosa  +  sinf 


da        '   dfp\       da 


dtp  \     dtp 

Man  kann  sich  überzeugen^  dab  der  Ausdruck  in  den  geschweiftoi 
Klammem   {  }  gleich 


2  cos  9  ■  7^  +  ^^B  9 '  B^ 
dtp 


d-^\J\«/S 


('+"»•»00 


ist.    Das   ist    aber  gerade   die  geodätische  Krümmung  der  Projektion 

der  Randkurre  auf  die  Kugel  vom  Radius  1;  wenn  wir  mit  -  die  geo- 

dätische   Krümmung   der   Bandkurve    im    entsprechenden   Punkte  der 
Kugel  vom  Radius  It  bezeichnen,  so  ist  der  betreffende  Ausdruck  gleich 


— .  und  wir  erhalten  also: 
9  ' 


(O 


und 
(19) 


da 
Tt 


(cos  fi  +  sin  £  •  —  j 


-nda 
dt       cosf 


(D 


+ 


sine 


B    —    Q 


Um  die  Richtigkeit  der  abgeleiteten  Formeln  zu  prüfen,  wenden 
wir  sie  auf  den  Kreis  Tom  sphärischen  Radius  /)  an.  In  diesem  Falle  b&t 
der  Radius  der  geodätischen  Krümmung  die  konstante  Grölse  ü  -  tgf} 
folglich  ist 


V  = 


o)i2sin/9 

sin(/J±c)' 


was  gerade  mit  unserer  früheren  Formel  (10)  übereinstimmt. 

Für  jede  Randkurve  läist  sich  die  Gröfse  D  folgendermafsen  aus- 
drücken: 


D  = 


cos  «   ,   sm  fi 


+  (C~^)ücosf. 
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Falls  sich  auf  dem  Rande  eine  Ausbuchtung  befindet^  in  die  der 
rollende  Kreis  gerade  bequem  hineinpafst  (dazu  ist  es  nötige  dafs  der 
Radius  der  geodätischen  Krümmung  in  dieser  Ausbuchtung  wenig  ver- 

cos  E 

schieden   von  Rtg  s  ist),   so   haben   die   beiden  Ausdrücke   — g-  und 

+ verschiedene  Vorzeichen  und  das  erste  Glied  des  Ausdruckes  D 

wird  daher  einen  sehr  grofsen  positiven  Wert  annehmen.  Hieraus 
folgt,  dafs  bei  beliebiger  Winkelgeschwindigkeit,  mag  sie  noch  so  klein 
sein,  der  Kreisel  in  den  Ausbuchtungen  sich  vom  Rande  nicht  trennen 
wird,  da  hier  die  Gröfse  la^  sicher  positiv  sein  wird. 

Wenn  sich  aber  auf  dem  Rande  Spitzen  mit  unendUch  kleinen 
Radien  der  geodätischen  Krümmung  befinden,  so  wird  das  erste  Glied 
des  Ausdruckes  D  zu  Null  (da  q  gleich  Null  gesetzt  werden  kann) 
und  D  nimmt  die  Gröfse  {C  —  ä)Rcobb  an. 

Wenn  dabei  der  Kreisel  so  beschaffen  ist^  dafs  C  =>  A  ist,  so  wird 
Do^  gleich  Null,  unter  diesen  Bedingungen  kann  leicht  der  Stab 
des  Kreisels  an  den  Spitzen  von  dem  Rande  abspringen,  da  hier  die 
Drehungsbewegung  zum  Drucke  des  Stabes  auf  den  Rand  nichts  bei- 
trägt. 


Noch  einmal  die  richtige  Enickfonnell 

Von  J.  KüBLEB  in  Efslingen. 

Die  verschiedenen  Einwendungen  gegen  meine  Knickungstheorie 
veranlassen  mich,  auf  diesen  Gegenstand  hier  noch  einmal  zurückzu- 
kommen, teils  um  durch  neue  Gesichtspunkte  dergleichen  Einwendungen 
überhaupt  den  Boden  zu  entziehen,  teils  aber  auch  um  ein  Übersehen 
richtig  zu  stellen,  welches  mir  bei  der  Berechnung  des  Biegungspfeils 
f  und  bei  der  Anwendung  meiner  Theorie  der  vollkommen  elastischen 
Stäbe  auf  die  nicht  vollkommen  elastischen  Baustoffe  der  Technik 
imterlaufen  ist.  Weil  ich  dabei  mich  vollständig  auf  die  früher  ge- 
gebene Entwicklung  beziehe  und  überall  dieselben  Bezeichnungen  bei- 
behalten habe,  so  kann  ich  —  zu  Gunsten  der  gröfstmöglichen  Über- 
sichtlichkeit —  mich  kurz  fassen,  wie  folgt: 

Wenn  der  ursprünglich  gerade,  elastische  Stab  vom  Querschnitt 
F  und  der  freien  Knicklänge  l  in  seiner  Längsrichtung  zentrisch  mit  P 

gedruckt  wird,    so   erfährt  er  unter  allen  Umständen  die  Pressung  ^ 
und  infolgedessen  die  Zusammendrückung   ^^  =  e^,   die  unter  Beibe- 
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haltung   meiner   früheren  Bezeichnungen  auch  =  -^  ^  =  n^i^  gesetzt 

werden  kann.  Wird  dieser  Druck  grofs  genug,  so  erleidet  der  Stab 
erfahrungsmäifiig  auch  noch  eine  Biegung  vom  Pfeil  f.  Eine  solclie 
Biegung  mufs  notwendiger  Weise  angenommen  werden,  wenn 
man  es  nicht  mit  dem  besonderen  Fall  eines  nur  labilen  Gleichgewicht»- 
zustandes  zu  thun  haben  will.  Denn  selbst,  wenn  es  auch  praktisch 
möglich  wäre,  durch  alle  Sorgfalt  und  künstliche  Mittel  alles  fernzu- 
halten, was  eine  Biegung  irgendwie  begünstigen  könnte,  so  würde  ein 
solcher  Zustand  in  der  Technik  doch  nicht  weiter  in  Betracht  kommen, 
weil  durch  irgend  einen  Zufall,  also  beim  geringfügigsten  AnlaGs,  der 
Stab  aus  diesem  künstlich  herbeigeführten,  labilen  Gleichgewichtszustand 
überspringen  würde  in  den  stabilen  Gleichgewichtszustand,  mit  dem  in 
der  Praxis  immer  gerechnet  werden  mufs.  Ja  es  mufs,  im  Hinbhck 
auf  diesen  stabilen  Gleichgewichtszustand,  diese  Biegung  mit  dem 
gröfsten  Wert,  den  sie  überhaupt  annehmen  kann,  in  Rechnung  gestellt 
werden,  weU  nur  dann  die  gröistmögliche  Wirkung  mit  dem  geringsten 
Aufwand  von  Kraft  erzielt  wird.  Es  ist  deshalb  diese  Biegung  in  der- 
jenigen Ebene  anzunehmen,  für  welche  der  Stabquerschnitt  den  gering- 
sten Widerstand  entgegensetzt,  d.  i.  die  kleinste  Steifigkeit  besitzt;  denn 
diese  gröfste  Biegung  erzeugt  alsdann  im  Bruchquerschnitt,  d.  L  im 
vorliegenden  Fall  in  der  Stabmitte,  auch  die  gröfstmögliche  Biegung^ 

Spannung  ±  ^^  =  ±  ^,   wenn  unter    W  das    kleinste   Widersiands- 

moment  des  Stabquerschnitts  verstanden  wird,  und  diese  grofstmogUche 

P 
Biegungsspannung   giebt  addiert    zu    der    obengenannten  Pressung  f. 

die   gröfstmögliche    Eantenpressung    beziehungsweise    Eantenspannung 

P       Pf 
Ä  *=  -^  ±  ^,  welche  vom  Druck  P  herbeigeführt  werden  kann.    Wird 

also  unter  Tz  insbesondere  der  Enick- Koeffizient  des  betreffenden  Ban- 

P       Tf       P  /        ef\ 
Stoffes  verstanden,  so  hat  man  aus  Gleichung  Ä=^±-~:  =  ^n±^j 

als  kleinsten  Druck  P,  welcher  die  Knickung  des  Stabes  herbeifiikren 
kcmn  und  im  allgemeinen  amh  herbeiführen  wird: 

Was  den  Biegungspfeil  f  betrifft,  so  ist  derselbe  rechnungsmaisig  Ge- 
stimmt, insbesondere,  wenn  es  sich  um  Baustoffe  handelt,  die  innerhalb 
der  Belastungsgrenzen  beim  Knickvorgang  als  vollkommen  elastisch 
angesehen  werden  dürfen.  Obgleich  kein  Baustoff  streng  g^iommot 
diese  Eigenschaft  besitzt,  umsomehr  als  die  Belastung  beim  Knickror- 
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gang  bis  zum  Bruch  hinaufreicht^  so  soll  doch  —  aber  mit  dem  Vor- 
behalt späterer  Richtigstellung  —  zunächst  angenommen  werden,  dafs 
im  Bereiche  des  Enickrorganges  die  Dehnungen  proportional  seien  den 
Spannungen^  durch  welche  sie  hervorgebracht  werden. 

Unter  dieser  Annahme  eines  vollkommen  elastischen  Stabes  findet 
sich^  dalB  die  im  allgemeinen  gebogene  Mittellinie  des  zentrisch  ge- 
drückten Stabes  nach  der  Gleichung 

y  =  /*(!  —  cos  nsy)  =  2/*sin*~y' 

geformt  ist.  Diese  Gleichung  giebt  wohl  Aufschlufs  über  die  geo- 
metrische Form  der  gebogenen  Mittellinie^  nicht  aber  auch  über  den 
statischen   Zustand   des   gedrückten   Stabes ,    denn    sie    würde    ebenso 

heifsen^  wenn  von  der  Druckspannung  -^  überhaupt  abgesehen  worden 

wäre.  Im  letzteren  Fall  würde  sie  aber  auch  den  statischen  Zustand 
im  Stab  richtig  zum  Ausdruck  bringen  ^  weil  jetzt  nur  noch  Biegung 
vorhanden  wäre^  die  sich  ohne  weiteres  geometrisch  darstellt.  Für 
diesen  Sonderfall^  der  aber  in  Wirklichkeit  nicht  möglich  ist;  weil 
gerade  der  darin  fehlende  Druck  P  und  damit  auch  die  Druckspannung 

^  doch  unter  allen  Umstanden  auftreten  mülste^  ich  wiederhole:  für  diesen 

Sonderfall  wäre  y  — /*(!  —  cosns}/)  nicht  nur  die  geometrische  Glei- 
chung,  sondern  sie  würde  auch  den  statischen  Zustand  dieses  Sonder- 

p 

falls  p  =  0  richtig  ergeben  und  müfste  deshalb  für  jedes  Wertsystem 

Sj  y  erfüllt  sein.  Insbesondere  würde  sich  für  die  zusammengehörigen 
Koordinaten   s  ^  -^  und  y  =  /*  der  Stab-Enden  aus  ihr  die  Bedingung: 

f=^f(l  —  cos  Yj/j  ergeben,   die  hiemach  für  jedes  f  und  also  unab- 

liangig  von  f  erfüllt  wäre  mit  cos  ^  V'  =  0. 

Weil  l  die  freie  Enicklänge  sein  soll,  so  würde  sich  daraus  un- 
zweideutig für  Y  V  =  2^  ergeben  und  weil  femer  für  kleine  f,  um  die 

es  sich  bei  den  hier  in  Rede  stehenden,  nicht  stark  federnden  Stäben 
allein   handelt,  die  Wurzelgröfse  y  von  1  nicht  merklich  verschieden 

ist,  so  hätte  man  für  diesen  Sonderfall  also  einfach:  y  ^  ¥'  ^  ^'  ^^ 
Eulersche  Gleichung:  P  =  ^  EJ. 

Zur  Eulerschen  Gleichung  kommt  man  hiemach  also  nur  mit  der 
ganz   willkürlichen   und   statisch  unmöglichen  Annahme,   dafs  von  der 

Druckspannung  ^  abgesehen   wird.     Dabei   wäre  ^  der  einzige,  aber 

Zeitachrift  f.  Mathematik  Q.  Physik.  47.  Band.  1902.  S.ii.4.H«ft.  24 
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nl 
zugleich   auch  der  gröfste  Wert,  den  y}/  überhaupt  annehmen  kann, 

d.  h.  P  =  -|j  EJ  wäre  der  kleinste  Druck,  welcher  die  Enickung  herbei- 
führen würde  (thatsächlich  mufs  er  aber  noch  entsprechend  kleiner 
ausfallen,    durch   das  Hinzukommen   der   hier  aufser  Acht  gelassenen 

Für  einen  kleineren  Druck,  als  diese  Enickkrafk  P,  wäre  die  Be- 
dingung aber  nur  erfüllt  mit  /*="0;  daraus  folgt,  dafii  ein  kleinerer 
Druck  als  die  Ejiickkraft  überhaupt  keine  Biegung  herrorrafen  würde, 
wenn  es  möglich,  wäre,  alle  umstände  mit  mathematischer  (Jenaiiigkeit 
Yom  Stab  fernzuhalten,  die  irgendwie  eine  Bi^ung  begünstigen  konnten; 
damit  hängt  die  fast  plötzliche  Enickung  der  steifen  Siäbe  zosammeiL 

Immer  noch,  wie  bisher,  einen  Yollkommen  elastischen  Stab  yor- 
ausgesetzt,  habe  ich  weiter  gefunden,  dafs  in  ähnlicher  Weise  wie  Torhin: 

Vi  ="  /i(l  —  cosnsy)  =  2/;  sin*  yV 

die  Gleichung  der  Mittellinie  des  künstlich  mit  dem  Moment 
Jfi  =  P(/'i  —  yj  =  Pfi  QOBnsy  gebogenen  Stabes  ist^  den  ich  in  diesem 
Zustand  mit  gestrichelter  Linie  dargestellt  habe  und  dafs  der  so  Tor- 
bereitete  Stab  vollkommen  in  den  thatsächlichen  Zustand  des  zentrisdi 
mit  P  gedrückten  Stabes  übergeht,  wenn  er  in  seinen  Enden  gelenk- 
artig festgehalten,  im  übrigen  aber  ganz  sich  selbst  überlassen  wiri 
Denn  alsdann  wird  der  Stab  in  dem  Bestreben,  seine  ursprünghch  ge- 
rade Form  wieder  anzunehmen,  durch  die  Konstanz  seiner  Bogensebe 
2  a  gehindert,  indem  er  sich  g^en  die  so  gebildeten  Widerlager 
stemmt  und  die  Eämpferdrücke  P  hervorruft.  Durch  diesen  Druck  ?, 
der  somit  jetzt  und  zwar  zentrisch  im  Stab  herrscht,  wird  seine  Mittel- 
linie aber  kürzer  und  nimmt  infolgedessen,  bei  gleichbleibender  Sehne 
2  a,  den  Pfeil  f  an,  vorausgesetzt,  dafs  für  den  Pfeil  ^^  der  künstüchen 

Biegung  die  öröfse  f^  =  )/i*+/^^)  gewählt  worden  ist.  Hiervon  wird 
man  sich  leicht  überzeugen,  wenn  man  im  Auge  behält^  daJb,  wie  schon 
oben  betont,  bei  den  nicht  stark  federnden  Stäben,  auf  die  es  hier 
allein  ankommt,  die  Biegung  und  damit  auch  der  Biegungspfeil  f  immer 
nur  verhältnismälsig  gering  sind. 
Die  Gleichung: 

»1  =  y?Tr(i  -cosnsi/)  =  2ywTr^i^'^v, 


1)  nicht  1/2»*+/**,  wie  früher  irrtümlich  angegeben,  weil  der  Druck  All- 
mählich von  0  bis  P  geht  and  deshalb  die  Zusammendrückmig  nur  mit  der  fflliU 
in  Rechnung  komn;it. 
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welche  man  damit  erhalt,  ist  aber  jetzt  nicht  mehr  nur  die  geometrische 
Gleichung  der  gebogenen  Mittellinie  des  Stabes  im  gestrichelt  ange- 
gebenen Zustand,  sondern  weil  es  dabei  sich  allein  um  Biegung  handelt, 
so  giebt  sie  auch  diesen  gestrichelt  dargestellten  Zustand  des  Stabes 
statisch  richtig  an.  Letzterer  ist  aber  nicht  der  Zustand,  in  dem  der 
zentrisch  gedrückte  Stab  sich  thatsächlich  befindet,  sondern  er  wird  in 

diesen  erst  versetzt  durch  die  Erteüung  der  Druckspannung  ^,  was  in 

obiger  Gleichung  dadurch  zum  Ausdruck  gebracht  wird,  dais  die  Ordi- 
naten  y^  übergehen  in  die  Ordinaten  y  des  gedrückten  Stabes.  Nebenbei 
gesagt  ninmit  also  der  zentrisch  gedrückte  Stab  vom  Biegungspfeil  f 

durch    die    Befreiung    seiner   Mittellinie    von    der  Druckspannung  ~p 

unter  sonst  gleichen  umstanden  den  Pfeil  y»*  +  /^  an;  dabei  wird  die 
Mittellinie  des  Stabes  von  der  Länge  l  um  n^i^l  verlängert. 
Nach  Vorstehendem  ist  abo 

y  «  YF+f\l- cos  nsy)  =  2y?Trsm' Y>^ 

die  Gleichung,  welche  den  statischen  Zustand  des  zentrisch  gedrückten 
Stabes  richtig  angiebt  Sie  ist  erfällt  für  jedes  Wertsystem  der  Koor- 
dinaten $  und  y  und  mufs  insbesondere  auch  erfüllt  sein  für  die  Koor- 
dinaten 8  ^  -  und  y  ^f  der  Stab-Enden.    Hieraus  ergiebt  sich  die  Be- 

dingungsgleichung :  f=»2 Vr+7* sin* -j- y ,  aus  welcher  rechnungs- 
mäfsig  der  Biegungspfeil  als 

yi-4ain*yy/ 

hervorgeht^  wenn  wie  früher  zur  Abkürzung  für 

2sin*  — }/  =  1  —  cos-r-y  =  siß^ 

gesetzt  wird. 

Die  vorstehenden,  bereits  früher  ausftthrUcher  gegebenen  Ent- 
wickelungen  beruhen,  wie  nochmals  betont  wird,  auf  der  Voraussetzung 
—  die  stillschweigend  auch  bei  Herleitung  der  Eul  er  sehen  Gleichung 
gemacht  worden  ist  — ,  dafs  nämlich  der  Stab  vollkommen  elastisch 
sei.  Nun  sind  aber  die  Baustoffe,  um  die  es  in  der  Technik  sich 
handelt,  durchaus  nicht  vollkommen  elastisch,  sondern  es  wachsen  die 
Dehnungen,  beziehungsweise  Zusammendrückungen,  mehr  oder  weniger 
rascher  an  als  die  Spannungen  bezw.  Pressungen,  durch  welche  sie  her- 
vorgerufen werden  und  zwar  nach  Gesetzen,  die  jedem  Baustoff  eigen- 


372  Noch  einmal  die  richtige  Knickformel. 

tümlich  sind  und  die  sich  selbst  beim  gleichen  Bansioff  andern,  je 
nach  den  verschiedenen  Belastungsgrenzen;  die  jeweils  in  Betracht 
kommen. 

So  verschieden  aber  und  so  verwickelt  auch  immer  diese  Gesetze 
für  die  verschiedenen  Baustoffe  sein  mögen^  so  läfst  sich  doch  für  alle 
gemeinsam  behaupten,  dafs  durch  das  raschere  Anwachsen  der  Dehnnngen, 
worin  auch  die  bleibenden  Dehnungen  inbegriffen  sind,  jeden&Us  die 
Biegung  besonders  in  der  Gegend  der  Stabmitte,  wesentlich  grolser 
ausfällt.  Der  Biegungspfeü  wird  also  dementsprechend  gleichfalls 
mehr  oder  weniger  gröfser  ausfaUen,  je  nach  den  diesbezüglichen 
Eigenschaften  des  betreffenden  Baustoffes,  wahrend  der  Ti^heitsradias 

i  ^Yl,   der  mit   seinem  Werte  i  dem  Werte  von  f  (in  der  Bedin- 

gongsgleichnng  für  f)  gegenübersteht,  als  nur  vom  Querschnitt  ab- 
hängig, derselbe  bleibt  wie  beim  vollkommen  elastischen  Stab.  Beaditet 
man  noch,  dals  es  sich  überhaupt  nur  um  geringe  Biegungen  handelt 
und  es  de;halb  auch  -  besonders  im  HinbHcl  TaUe  rTrwickelten 
und  anders  nicht  besser  zu  fassenden  Nebenumstande  —  von  wenig 
Belang  sein  kann,  ob  für  die  bei  Annahme  der  Proportionalität  giltige 
Gosinuslinie,  eine  etwas  andere  Form  für  die  gebogene  Stabmittellinie 
gesetzt  wird  oder  nicht,  so  wird  es  richtig  genug  erscheinen,  dals  in 
der  Bedingungsgleichung  für  den  Pfeil  einfach  ein  entsprechend  grolserer 
Pfeil  eingestellt  wird,  der  aus  den  besonderen  Eigenschaften  des  nicht 
vollkommen  elastischen  Stabes  entwickelt  worden  ist.  Was  diese  Ent- 
wickelung  anbelangt,  so  kann  dieser  grofsere  Gesamtpfeü  f  nämlich 
zusammengesetzt  gedacht  werden  aus  2  Teilen,  wovon  der  eine  Teil  f^ 
der  elastische  und  der  andere  f^  der  unelastische  Bestandteil  sein  soll 
Der  Effekt  beim  Enickvorgang  ist  alsdann  derselbe,  wie  wenn  der  Stab 
ursprtlnglich  schon  mit  dem  kleinen  Anfangspfeil  f^  gleich  dem  un- 
elastischen Bestandteil  gebogen  gewesen  wäre  und  zwar,  nach  dem  Oben- 
gesagten, nahezu  nach  der  Form: 

Vu  -fuO^-  cos  nsy)  -  2/; sin«  y  >/. 

Der  elastische  Teil,  der  sich  an  diesen  letzteren  aufbaut,  hat  dami 
ebenso,  hier  aber  genau,  die  Form: 

Ve  =  /i  (1  -  cos  nsy)  =  2/;  sin«  y  >/, 

so   dafs   also    die  Mittellinie  des  zentrisch  gedrückten  Stabes  grfoimt 

ist  nach  der  Summe  von  beiden,  mit  y  =  y„  +  y^  imd  /*  =  jf^  -J-  f^^  also 

nach:  ^g 

y  =  /*(l  —  cos  WS}/)  =  2/*sin«  y}/. 
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Man  bringt  nun  diesen  Stab^  ähnlich  wie  oben^  in  den  gestrichelten 
Zustand^   indem  man  also   seine  Mittellinie  von  der  Dmckspannting  ^ 

be&eit.  Beim  vollkommen  elastischen  Stab  geschieht  das,  wie  wir  ge- 
sehen haben,  einfach  dnrch  Umsetzung  der  Verlängerung  nhn  seiner 
Mittellinie  in  den  dadurch  bedingten  gröfseren  PfeU,  der  infolgedessen 

von  f  auf  ]/i*  +  /**  vergröfsert  wird.  Beim  unvollkommen  elastischen 
Stab  wird  die  StabmitteUinie,  bei  der  hier  ähnlich  vorzunehmenden 
Prozedur,  durch  ihre  Befreiung  von  der  Druckspannung,  gleichfalls  um 
n^i^l  verlängert;  da  aber  im  vorliegenden  Fall  der  Stab  angesehen 
werden  kann,  wie  wenn  er  mit  dem  Anfangspfeil  f^  =  dem  Überschufs 
des  Gesamtpfeils  f  über  den  als  vollkommen  elastisch  gedachten  Be- 
standteil f^  behaftet  wäre,  so  verhält  er  sich  von  da  ab  genau  wie  der 
vollkommen  elastische  Stab,  d.  h.  dieser  vollkommen  elastische  Teil  f^ 

wird  durch  die  Verlängerung  n^iH  auf  ]/i*  +  /*!  vergröfsert,  so  dafs  der 

GesamtpfeU  f^  +  f^  auf  f^=^f^  +  V**+7«  vergröfsert  wird.  Die  Glei- 
chung  der  Stabmittellinie   im   gestrichelt   angedeuteten  Zustand  heifst 

*^«^  *^^®^-  y,  =/;(l-cosw5i/) 

und  mithin  die  Gleichung,  welche  den  Zustand  im  gedrückten  Stab 
richtig  angiebt: 

y  =  /i (1  -  cos nsy)  ^2[f,+  V^T]?] sin«  yV- 

Mit  den  Koordinaten  s  =  -^  und  y  =  /*  erhält  man  also  hieraus,  ähnlich 
wie  oben,  als  Bedingungsgleichung  für  den  GesamtpfeU  f: 

fe 

Setzt  man  j  ^  (i,   wo  alsdann  ft  ein  ächter  Bruch  ist,   der  den 

Elastizitätsgrad  des  betreffenden  Baustoffs  angiebt,  so  ist  f^ « fif  und 
also  /;  =  (1  -  /i)/: 

Damit  erhält  man,  indem  man  nach  f  auflöst,  fdr  den  Gesamtpfeil 
beim  unvollkommen  elastischen  Stab: 

f=^i—--  =itg^i, 

y^l  _  2(1  -  fi)  sin«  !^>/ J  -  4,*«  sin*  ~y 

wo  aber  jetzt,  beim  unvollkommen  elastischen  Stab,  im  Gegensatz  zu 
früher,  fiir  «  .  .«^  , 


|/[l  -  2  (1  -  ^)  Bin«  ^yj  -  4.  ^«  Bin*  ^y 
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zu  setzen  ist.  Mit  fi^  1,  d.  i.  yoIUkommener  Elastizität^  ergeben  sich 
daraus  natürlich  die  f&r  den  vollkommen  elastischen  Stab  giltigen 
Werte  von  tg^  und  f. 

ft  ist  ebenso  wie  E  und  k^  »  mk  Materialkoeffizient  Diese  Material- 
koef&zienten  beziehen  sich  speziell  auf  die  Knickung  und  sind  abo 
durch  sachgemäfse  Enickversuche  zu  bestimmen.  Erst  wenn  diese  Knick- 
koeffizienten  als  Durchschnittswerte  festgestellt  sind,  kann  man  den  Ab- 
minderungskoeffizienten  a  für  die  verschiedenen  Baustoffe  als  Fmiktion 

von  —  berechnen  und  die  Werte  tabellarisch  zusammenstellen. 

Zu  dieser  Berechnung  dienen  die  bereits  früher  hierfür  gegebeMi 
Formeln,  nachdem  sie  den  obigen  Ausführungen  entsprechend  richtig 
gestellt  sind,  wie  folgt: 

Es  ist  jetzt  h 

a  = bezw. 


und  

16^ 


7  -  (tV)V^ 


mk 
zu  setzen. 

Dabei  liegt  —  für  die  verschiedenen  Querschnittsformen  zwischen 
den  Grenzen  1,2  und  2,4  und  —  y  kann  alle  Werte  zwischen  0  vaA 

j  annehmen. 

Mit  Vorstehendem  glaube  ich  den  Beweis  erbracht  zu  haben,  dtb 
der  Biegungspfeil  bei  der  Knickung  rechnungsmäfisig  bestimmt  ist,  nnd 
zwar  mit  seinem  mathematisch  genauen  Wert  fdr  vollkommen  elastische 
Stabe.  Aber  auch  für  unvollkommen  elastische  StiLbe  muls  der  rech- 
nungsmäbig  hierfür  gefondene  Biegungspfeil  als  vollkommen  geoftQ 
genug  für  alle  praktischen  Aufgaben  angesehen  werden,  wenn  die 
Durchschnittswerte  der  Enickkoef&zienten  ft,  E  und  k^  ^mh  durch 
sachgemäfse  Versuche  mit  den  verschiedenen  Baustoffen  ebenso  bestimmt 
sind,  wie  es  derartige  Materialkoefifizienten  fUr  andere  Belastongsarten 
auch  sein  müssen. 

Efslingen,  im  September  1901. 
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Die  Horopterknrre. 

Von  Fred.  Schuh  in  Amsterdam. 

Einleitnng. 

Das  Auge  entwirft  von  der  Aufsenwelt  auf  die  Netzhaut  eine 
eigenÜidbe  Perspektive  ^  deren  Zentrum  der  Knotenpunkt  K  des  Auges 
genannt  wird.  Wir  nehmen  jedenMls  als  mathematische  Idealisierung 
an^  dafs  dies  in  strengem  Sinne  der  Fall  sei,  indem  wir  von  allen 
störenden  Einflüssen  (sphärischer  und  chromatischer  Aberration)  absehen. 
Auch  nehmen  wir  an',  dafs  das  Auge  sich  als  starrer  Körper  bewegen 
kann  und  dabei  der  Knotenpunkt  fest  bleibt  (in  Wirklichkeit  liegt  der 
Ejiotenpunkt  etwa  2  mm  vor  dem  Augendrehpunkt).  Dala  die  Netz- 
haut keine  Ebene  ist,  kommt  nicht  in  Betracht,  weil  wir  nicht  mit 
Netzhautpunkten,  sondern  vielmehr  mit  Strahlen  durch  den  Knotenpunkt 
operieren  werden,  und  der  Netzhautpunkt  uns  nur  als  äulüserer  Orien- 
tierungspunkt des  betreffenden  Strahles  dient. 

Unter  allen  Augenstellungen  ist  eine  bestimmte  bevorzugt,  die  wir 
nach  Listing  die  primäre  ÄugensteBung  nennen  werden,  während  die 
übrigen  Stellungen  sekundär  heifsen.  Beide  Augen  nehmen  ihre  primäre 
Stellung  ein,  wenn  wir,  aufrecht  stehend,  horizontal  geradeaus  blicken, 
die  beiden  Gesichtslinien  also  horizontal  und  senkrecht  auf  K^K^  ver- 
laufen (Kf  und  K^  sind  die  Knotenpunkte  des  linken  und  des  rechten 
Auges). 

Zwischen  den  Netzhautpunkten  beider  Augen,  somit  auch  zwischen 
den  Strahlen  durch  iT,  und  jE).,  besteht  eine  Korrespondenz.  Nur 
jAckteindrückey  die  cmf  korrespondierende  NebshautsfeUen  fdUen,  werden 
cds  ein  einziger  Einchruck  wahrgenommen.  Wir  werden  annehmen,  dafs, 
wenn  beide  Gesichtslinien  parallel  sind,  auch  die  korrespondierenden 
Strahlen  durch  K^  und  K^  parallel  sind,  also  die  beiden  Strahlenbündel 
jE)  und  K^  kongruent  auf  einander  bezogen  sind.  Dafs  dies  aber  nicht 
genau  der  Fall  ist^  hat  Recklinghausen  entdeckt;  vielmehr  gilt  das 
folgende  Gesetz:  Haben  beide  Augen  ihre  primäre  Stellung,  so  li^en 
korrespondierende  Strahlen  in  derselben  Ebene  durch  Ki  und  K^, 
wahrend  die  Meridiane  (Ebenen  durch  die  Gesichtslinien)  der  korre- 
spondierenden Strahlen  gleiche  Winkel  mit  den  scheinbar  vertikalen 
Meridianen  bilden;  die  scheinbar  vertikalen  Meridiane  (die  wir  als 
vertikal  zu  sehen  glauben)  weichen  nach  Helmholtz  von  den  wirklich 
vertikalen  Meridianen  um  den  Winkel  1^13'  nach  oben  divergierend 
ab.    Die  Beziehung  zwischen  den  korrespondierenden  Strahlen  ist  also 
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nicht  mehr  kongruent^  noch  immer  aber  projektiv.  Wir  werden  jedoch 
in  dem  Folgenden  an  der  kongruenten  Beziehung  festhalten. 

Fixieren  wir  (ohne  den  Eopf  zu  bewegen)  einen  Punkt  F,  den 
wir  Fixationspunkt  nennen,  bo  richten  wir  die  beiden  Gesichtslinien  auf  F. 
Donders  und  Meifsner  haben  gefunden,  dafs,  wenn  dieselbe  Lage  der 
Gesichtslinie  zurückkehrt,  immer  das  Auge  dieselbe  Stellung  wieder 
einnimmt.  Bei  festbleibender  GesichtsUnie  ist  also  eine  Drehung  um  diese 
Linie  nicht  möglich.  Dieses  Gesetz  macht  eine  leichte  Orientierung  im 
Gesichtsfelde  möglich.  Welche  Stellung  das  einzelne  Auge  bei  be- 
stimmter Gesichtslinie  einnimmt,  wird  durch  das  folgende  von  Listing 
aufgestellte  Gesetz  angegeben:  y^Die  Stdhmg  des  Auges  in  einer  Sekundar- 
stdlung  wird  geffmden^  wenn  dasselbe  aus  der  Primärstelhmg  in  die 
Sehtmdärstdlung  übergeführt  wird^  durch  Drehung  um  eine  Achsen  welche 
auf  der  primären  und  sekundären  Bicktung  der  Gresichtdinie  senk- 
recht steht^ 

Die  Versuche  von  Donders  und  Meifsner  hatten  schon  gezeigt, 
dafs  bei  den  Augenbewegungen  die  Literessen  des  binokularen  Sehens 
(möglichst  viele  Punkte  einfach  zu  sehen)  viel^tig  verletzt  sini 
Deshalb  haben  Fick  und  Wundt  gemeint,  dais  das  Gesetz  der  Augen- 
drehungen gamicht  von  einem  optischen  Prinzipe,  sondern  nur  von  der 
Bequemlichkeit  der  Augenmuskeln  abimngen  soll.  Helmholtz  di^^egen 
hat  nachgcvriesen,  dafs  andere  optische  Literessen  deti  Ausschlag  geben, 
wie  er  sofort  aus  der  Bildsamkeit  des  Muskelsystems  vermutete;  er  hat 
gezeigt,  dafs  das  Listingsche  Gesetz  am  meisten  dazu  geeignet  ist^  die 
Orientierung  möglichst  sicher  zu  behalten,  ^wuhrend  der  Fixationspunkt 
im  Gesichtsfelde  sich  verschiebt,  sodafs  wir,  trotz  des  Wechsels  der 
Lichteindrücke  auf  die  Netzhäute,  die  Objekte  als  ruhend  anerkennen 
(Prinzip  der  leichtesten  Orientierung).  Wir  verweisen  hieräber  aof 
Bd.  n  seiner  Wissensch.  Abb.,  worin  er  eingehend  die  Augenbew^ungen 
und  seine  Versuche  zur  Bestätigung  des  Listingschen  Gesetzes  bespricht 

Durch  den  Fixationspunkt  jP  ist  die  Lage  beider  Augen  festgel^ 
Die  Raumpunkte,  deren  beide  Bilder  in  korrespondierende  Netzhaut- 
stellen fallen,  liegen  auf  einer  Kurve,  die  Horopter  genannt  wird.  Der 
Horopter  ist  also  der  Ort  der  BoMmpunktCf  die  einfach  gesehen  werden. 
Zu  jedem  FixaMonspunM  gehört  ein  Horopter,  Als  Ort  der  Schnittpunkte 
korrespondierender  Strahlen  der  beiden  projektiven  Bündel  K^  und  E^ 
ist  der  Horopter  eine  Bamnkurve  dritter  Ordnung  durch  K^  und  K^, 
auch  wenn  man  das  Eorrespondenzgesetz  von  ßecklinghausen  za 
Grunde  legt. 

Wir  werden  die  Beziehung  der  Strahlenbündel  als  kongruent  an- 
nehmen, und  uns  die  Gestalt  (Windungssinn)  des  Horopters  klar  zn 
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machen  yersuchen.  Es  wird  sich  herausstellen^  dafs  im  allgemeinen 
der  Horopter  eine  auf  einem  Kreiscylinder  aufgerollte  Tangenslinie  ist. 
Wir  werden  hierbei  sowohl  mit  elementar  projektiv-geometrischen 
Hilfsmitteln  operieren^  wie  mit  dem  mehr  abstrakten  imagiii&ren  Engel- 
kreis.  Doch  können  für  das  Verständnis  die  auf  den  Eugelkreis  be- 
züglichen Paragraphen  2  und  5  des  ersten  Kapitels  übergangen  werden^ 
während  in  den  anderen  Paragraphen  von  diesen  Dingen  nur  ganz  bei- 
läufig die  Bede  sein  wird. 

Es  ist  klar;  dafs  der  Horopter  nur  von  der  relativen  Stellung 
beider  Augen  gegen  einander  abhän^ft^  also  von  der  reloMven  Drehtmg, 
Darunter  verstehe  ich  die  Drehung  des  rechten  Auges ;  die  korre- 
spondierende Strahlen  parallel  stellt.  Nun  giebt  es  oo^  Fixationspunkte^ 
also  oo^  verschiedene  relative  Drehungen^  während  im  ganzen  auch  nur 
<x>^  relative  Drehungen  möglich  sind.  Hiermit  ist  natürlich  nicht 
bewiesen^  dals  auch  zu  jeder  relativen  Drehung  ein  Fixationspunkt 
gehört,  aber  jedenfalls  braucht  diese  Drehung  dazu  keinen  Gleichheits- 
bedingungen zu  genügen,  höchstens  üngleichheitsbedingimgen. 

Wir  werden  in  dem  ersten  Kapitel  annehmen,  dafs  alle  relativen 
Drehungen  möglich  sind,  und  dann  von  dem  Fixationspunkt  vollständig 
abstrahieren.  In  dem  zweiten  Kapitel  werden  wir  dann  die  Frage  be- 
handeln, ob  und  wie  aus  dieser  Drehung  der  Punkt  jP  bestimmt  werden 
kann.  Wir  werden  dabei  unser  Problem  noch  insofern  idealisieren, 
dafs  wir  auch  hinter  dem  Kopf  gelegene  Fixationspunkte  zulassen, 
immer  an  dem  Listingschen  Gesetze  festhaltend;  hauptsächlich  in  den 
beiden  letzten  Paragraphen  wird  von  dieser  Idealisierung  die  Rede  sein. 


Erstes  Kapitel. 
Beziehung  des  Horopters  zur  relativen  Augenstellung. 

i  1.   Erzeugung  duroh  kongruente  StrahlenbündeL 

Der  Horopter  ist  bestimmt  durch  die  relative  Drehung,  und  diese 
wieder  durch  die  relative  Drehungsachse  a,  und  den  relativen  Drehungs- 
winkel ß.  Die  beiden  kongruenten  Strahlenbündel  betrachte  ich  als 
zwei  kongruente  Ebenenbüschel,  deren  Trägerinnen  ai  und  ar  parallel 
zu  a  durch  Ki  und  Kr  verlaufen,  während  jede  Ebene  dieser  Büschel 
einen  Strahlenbüschel  trägt.  Die  korrespondierenden  Ebenen  der 
Büschel  ai  und  a^,  die  den  Winkel  ß  einschliefseu,  schneiden  einander 
in  den  Erzeugenden  eines  Kreiscylinders  durch  ai  und  ar-  Der  Horopter 
ist  also  ein  hubischer  Kreis,  d.  h.  er  liegt  auf  einem  Kreiscylinder,  Die 
Ebene  E  durch  0,  den  Halbierungspunkt  der  Strecke  KiKr^  senkrecht 
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auf  ay  schneidet  ai  und  ar  in  Kl  bzw.  K'ry  und  den  Ereiscylinder  in 
einem  Kreise  ü  durch  Kl  und  K'r'^  durch  diese  beiden  Punkte  wird  der 
Ereis  ü  in  zwei  Segmente  geteilt,  einen  eigentlichen  Teil,  der  den 
Winkel  ß^  und  einen  uneigentlichen  Teil,  der  den  Winkel  %-^ 
enthält. 

Fassen  wir  nun  zwei  entsprechende  Ebenen  ins  Auge,  die  einander 
in  der  Gylindererzeugenden  h  schneiden,  wahrend  Je  den  Ereis  B'mF 
schneidet.  In  diesen  beiden  Ebenen  liegen  zwei  kongruente  Strahlen- 
büschel, die  auf  der  Linie  Je  zwei  ahnliche  Pimktreihen  ausschneiden, 
und  zwar  mit  positiver  oder  negativer  Ahnlichkeitskonstante  c,  je 
nachdem  P'  auf  dem  eigentlichen  oder  auf  dem  uneigentlichen  Teil 
des  Kreises  jR  liegt.  Beide  Punktreihen  haben  im  Endlichen  einen 
Punkt  P  gemeinsam  (auTserdem  noch  den  unendlich  fernen  Punkt  P.), 
der  auf  der  Horopterkurve  liegt.  In  P  schneiden  sich  zwei  kone- 
spondierende  Halbstrahlen,  oder  ein  Halbstrahl  und  die  YerlSngernng 
des  korrespondierenden,  je  nachdem  c  positiv  oder  negativ  ist  Dem- 
entsprechend unterscheiden  wir  den  eigentlichen  und  den  uneigentlichen 
Teil  des  Horopters,  die  sich  auf  die  Ebene  E  in  den  eigentlichen  nnd 
den  uneigentlichen  Teil  des  Kreises  jR  projizieren.  Die  Schnitfcpnnkte 
der  Mediomebeney  der  Ebene,  die  KiKr  senkrecht  halbiert,  mit  dem 
eigentlichen  und  dem  uneigentlichen  Teil  des  Kreises  wollen  wir  mit 
A  und  B  bezeichnen. 

Damit  P  ein  Horopterpunkt  sei,  müssen  KiP  und  KrP  dieselk 
Neigung  gegen  E  haben,  also  (Fig.  1): 

pp---  KiK^     pp--  k;k^ 

KIP        ""         Kj^        > 

wobei  die  Vorzeichen  von  P'P,  KlKi  und  KrKr  zu  beachten  sind. 
Projizieren  wir  jetzt  P',  Kl  und  Kr  von  A  aus  auf  die  Ereistangente 
in  B  in  die  Punkte  P",  Kl'  und  K  (Fig.  2),  so  folgt  aus  der  Ähn- 
lichkeit der  Dreiecke  AKIP^  und  AP'' Kl'  einerseits,  und  der  Dreiecke 
AKrP'  und  AP"Kr  andrerseits: 

KIP' :  Kl'P"  =  KP' :  KP". 

Die  Bedingung  ^r  P  wird  also,  wenn  man  beachtet,  dab 
KKr K'iKi  ist: 

P'P{KrP"  -  Kl'P")  «  K'iKiiK'r'P"  +  Kl'P") 
odeT,if!^Kl'P"^KiB+BP"xmAK;:P^KrB  +  BP"^^Kl'B+BP" 

P'P      ^'i^i      p      . 
BP'  ="  ]g^  =  Oonstans . 


Von  Fbxd.  Schuh. 


379 


Hieraus  sieht  man;  dafs  die  Kurve  durch  B  geht^  und  die  Linie  l  durch 
A  senkrecht  <mf  der  Ebene  E  Asymptote  ist.  Die  obige  Formel  drückt 
aus,  dafs  die  Projektion  der  JBorqpterkurve  auf  eine  Ebene  durch  B  senkr 
recht  auf  BA  mittdst  der  Asymptote  l  eine  Gerade  ist^  und  sswar  die 
Kurventangente  in  B.  unter  dem  Projizieren  mittelst  l  ist  verstanden, 
dafs  man  das  Lot,  von  P  aucT  auf  l  gefallt,  mit  der  betreffenden  Ebene 
zum  Schnitt  bringt.  Auch  auf  eine  beliebige  Ebene  senkrecht  auf  BA 
projiziert  sich  die  Kurve  mittelst  l  in  eine  Gerade,  die  Sekante  der  Kurve 
ist;  speziell  in  KiKr,  wenn  man  die  Ebene  durch  KiKr  hindurchlegt  (Fig.  1). 
Wenn  von  der  Kurve  der  Kreiscylinder,  der  Punkt  B  und  die 
Tangente  in  B,  die  willkürlich  angenonmien  werden  können,  bekannt 

Flg.  1. 


Hg.  a. 


sind,  so  kann  man  ihre  Punkte  konstruieren.  Man  bestimmt  erst  den 
Punkt  A  (als  Gegenpunkt  von  B),  also  die  Asymptote  Z;  aus  einem 
Punkte  der  Tangente  in  B  fallt  man  das  Lot  auf  l,  das  den  Kreis- 
cylinder in  einem  Kurvenpunkt  schneidet.  Hieraus  folgt,  dafs  die  Ge- 
stalt des  Horopters  nur  von  dem  Winkel  y  abhängt,  den  die  Tangente  in 
B  mit  der  Ebene  E  (senkrecht  auf  l)  bildet;  wir  werden  y  die  Steilheit 
des  Horopters  nennen.  Seine  absoluten  Dimensionen  sind  dann  weiter 
dem  Radius  r  des  Kreiscylinders  proportional  Ist ;/  »  0  d.  h.  KiKi »  0, 
so  zerfallt  der  Horopter  in  den  Kreis  R  und  die  Gerade  L 

Die  Hohe  P'P  des  Punktes  P  über  die  Ebene  E  läfst  sich  leicht 
durch  den  Winkel  P'AB  »  q>  ausdrücken,  nämlich: 

P'P  «2r.tg  9).  tgy. 
Hieraus  folgt,  dafSy  wenn  man  den  Cylinder  abwickelt,  der  Horopter^  von 
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Fig.  s. 


konstanten  Faktaren  abgesehen,  eine  Tangmdinie  wird.    Von  B  ab  neigt 
sich  die  Kurve  immer  starker  gegen  E. 

Aus  dem  Yorhergehenden  sieht  man:  Die  Linie  AB  durch  0 
senkrecht  auf  KiKr  und  auf  der  relativen  Drehungsachse  ist  eine  ztceh 
zählige  Symmetrieachse  der  Kurve.  Dies  geht  auch  sofort  daraus  herror^ 
dals,  wenn  ich  beide  Strahlenbündel  dtirch  den  Winkel  x  im  BA 
drehC;  ihre  relative  Stellung  sich  nicht  ändert. 

Es  ist  klar,  dals  Ki  und  Kr  keine  aas- 
gezeichneten Punkte  der  Horopterkorve  nni 
Wählt  man  zu>ei  andere,  eu  BA  symmdrisA 
gelegene,  Kurvenpunkte  als  Schuld  gw6er 
Strahlenbündel,  so  sind  diese  Bündd  durd 
die  Kurve  immer  noch  kongruent  auf  eM- 
ander  bezogen.  Unsere  Kurve  ist  also  oo^ 
Mal  als  Horopter  aufzufassen. 

Hieraus  ist  leicht  die  Tangente  in 
einem  Punkte  P  der  Kurve  zu  bestimmen. 
Dazu  wähle  ich  P  und  den  symmetriflch 
gelegenen  Punkt  Q  ab  Scheitel  der  er- 
zeugenden StrahlenbündeL  Mit  QP,  ab 
Strahl  des  Bündels  Q,  korrespondiert  die 
Tangente  in  P  als  Strahl  des  Bündels  P, 
also  haben  QP  und  die  Tangente  in  P  die- 
selbe Neigung  gegen  die  Ebene  E,  Die 
Tangente  mufs  auch  noch  den  KreiscyUnder 
berühren,  und  ist  damit  also  festgel^ 

Man  kann  die  Konstruktion  der  Kurven- 
punkte  und  -tangenten  in  eine  Konstruk- 
tion vereinigen.  Durch  Ki  ziehe  ich  die 
Gerade  h,  die  die  Asymptote  l  senkreM 
schneidet,  und  durch  einen  Punkt  C  vonBA 
eine  h  schneidende  Gerade,  senkrecht  auf 
BA;  diese  Gerade  schneidet  den  Cylinder 
in  zwei  Kurvenpunkten  P  und  Q,  während  die  Tangenten  in  P  widQ 
dieselbe  Neigung  gegen  E  haben  wie  CP.    (Fig.  3.) 

In  Fig.  3  ist  die  Horopterkurve  gezeichnet.  Ki  ist  oberhalh,  Kr 
unterhalb  der  Ebene  E  angenommen,  und  dementsprechend  ist  die  Kurve 
links  gewunden  (wie  eine  linkshändige  Schraube);  liegt  Ki  unterhalb  £, 
so  ist  die  Kurve  rechts  gewxmden.  Das  Kurvenstück  KiBKr  ist  d^ 
uneigentliche  Teil  des  Horopters. 
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i  2«    Beziehnng  des  Horopters  zum  Kugelkreis. 

Der  Horopter  zeichnet  sich  von  der  allgemeinen  Baumkurve  dritter 
Ordnung  (7,  aus  durch  die  Lage  seiner  unendlich  fernen  Punkte  gegen 
den  imaginären  Eugelkreis  C^,  den  Ereis^  in  dem  jede  Kugel  durch  die 
unendlich  ferne  Ebene  E^  geschnitten  wird.  Die  beiden  kongruenten 
Strahlenbündel  schneiden  E^  in  zwei  kongruenten  Punktfeldeni;  deren 
drei  gemeinschaftliche  Punkte  die  Schnittpunkte  des  Horopters  mit  E^ 
sind.  Diese  kongruenten  Punktfelder  sind  aufzufassen  als  projektive 
Punktfelder^  bei  denen  der  Eugelkreis  C^  sich  selbst  entspricht. 
Aulserdem  ist  dasselbe  der  Fall  mit  dem  unendlich  fernen  Punkt  P^ 
der  relativen  Drehungsachse  a.  Die  Tangenten  von  C^  durch  P^  ent- 
sprechen entweder  sich  selbst,  oder  einander  gegenseitig.  Das  letzte  ist 
aber  ausgeschlossen,  weil  man  durch  eine  Drehung  um  a  beide  Punkt- 
felder stetig  in  einander  überführen  kann,  und  also  nicht  plötzlich  das 
gegenseitige  Entsprechen  der  Tangenten  durch  P^  auftreten  kann. 
(Das  gegenseitige  Entsprechen  hat  man,  wenn  die  Punktfelder  nicht 
kongruent,  sondern  symmetrisch  sind.)  Also  entsprechen  P,  und  die 
beiden  Berührungspunkte  T^  und  T^  der  Tangenten  durch  P^  an  C^ 
sich  selbst  und  sind  deshalb  die  Schnittpunkte  des  Horopters  mit  E^. 
Nun  ist  aber  T^T^  die  Polare  von  P^  in  Bezug  auf  C^,  liegt  also  in 
einer  Ebene  senkrecht  auf  der  relativen  Drehungsachse  a.  Da  nun 
Tj  und  T^  die  beiden  Ereispunkte  dieser  Ebene  sind,  so  hat  man: 

Der  Horopter  geht  durch  die  beiden  Kreisptmkte  der  Ebene,  die 
senkrecht  steht  auf  der  einzigen  reellen  Asymptote, 

Wir  werden  sofort  sehen,  dafs  auch  umgekehrt  jede  C,,  die  E^ 
in  den  genannten  Punkten  schneidet,  als  Horopter  aufzufassen  ist. 

Wir  werden  unser  Resultat  reell  zu  interpretieren  versuchen.  Wenn 
man  durch  die  Horopterpunkte  parallel  zu  a  Oeraden  zieht,  bekommt 
man  einen  Gylinder  zweiter  Ordnung,  und  zwar  einen  Ereiscylinder, 
da  die  unendlich  ferne  Gerade  einer  Ebene  senkrecht  auf  a  den 
Gylinder  in  den  beiden  Ereispunkten  dieser  Ebene  schneidet.  Wir 
finden  also  wie  früher,  dafs  der  Horopter  auf  einem  Ereiscylinder  ge- 
legen ist.  Das  sagt  aber  nicht  so  viel  aus  wie  die  Bedingung,  dafs 
der  Horopter  durch  die  Ereispunkte  der  zu  a  senkrechten  Ebene  geht. 
Wenn  ich  nun  aber  noch  die  Bedingung  hinzufüge,  dafs  die  tmendlich 
ferne  Gerade  m  einer  Ebene  senkrecht  auf  a  Seikante  der  Kurve  ist,  so 
mufs  die  Eurve  notwendig  durch  die  Ereispunkte  dieser  Ebene  hin- 
durchgehen. Wir  müssen  also  die  reelle  Bedeutung  davon  suchen,  dafs 
eine  reelle  Gerade  m  Verbindungslinie  zweier  konjugiert -imaginären 
Punkte  einer  Q  ist.    Das  werden  wir  erst  für  eine  beliebige  C^  thun. 
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Wir  konstruieren  dazu  mit  dem  Eunrenpunkt  S  als  Spitze  den 
Eegel  zweiter  Ordnung  durch  die  C,;  die  Kegeleizeugende  l  ist  dann 
Sekante  der  Emre.  Weitet:  konstruieren  wir  die  geradlinige  Flache  F 
durch  C^y  l  und  m;  die  Linie^  von  der  untersucht  werden  soll,  ob  sie 
Sekante  von  C^  ist.  Nur  wenn  m  Sekante  ist,  ist  die  Flache  F  zweiter 
Ordnung  (JPg).  (Sind  l  und  m  keine  Sekanten,  so  ist  F  sechster 
Ordnung;  jeder  Schnittpunkt  von  l  oder  m  mit  C^  erniedrigt  ihre 
Ordnung  um  eins.)  Sei  nun  m  eine  Sekante;  F^  entsteht,  wenn  man 
durch  jeden  Eurvenpunkt  P  die  Gerade  g  zieht,  die  l  und  m  schneidei 
Ist  g^  eine  dieser  Linien  durch  P^,  und  legt  man  durch  g^  eine  be- 
liebige Ebene,  so  schneidet  diese  die  Fläche  F^  in  einer  zweiten 
Geraden  n.  Weil  nun  der  vollständige  Schnitt  von  F^  mit  dem  Eegd 
die  Gerade  l  und  unsere  Eurve  C^  ist,  so  schneidet  n  den  Eegel  in 
zwei  Punkten  von  C,.  Ich  kann  ako  n  definieren  als  die  Yerbindungs- 
gerade  der  beiden  Punkte  Q^  und  Q^y  die  die  Ebene  durch  g^  anliser  Pj 
noch  mit  C^  gemeinsam  hat.  Die  Fläche  F^  ist  durch  die  Erzeugenden 
ly  m  und  n  desselben  Systems  bestimmt;  sie  enthalt  die  Emre  C^ 
Liegt  nun  umgekehrt  C^  auf  der  Fläche  zweiter  Ordnung  durch  2,  m 
und  n  (n  als  Verbindungsgerade  Ton  Qj  und  Q^  aufgefalst),  so  ist  m  eine 
Sekante  von  C3;  denn  jede  Erzeugende  von  F^  schneidet  den  voll- 
ständigen Schnitt  (2  und  (7,)  von  Eegel  imd  F^  in  zwei  Punkten;  da 
nun  die  Erzeugenden  des  Systems  Z,  m,  »  die  Gerade  {  nicht  schneiden, 
schneiden  sie  C,  zweimal.  Die  Ineidens  von  C^  mit  der  Fläche  gweäer 
Ordnung  durch  l,  m  und  n  ist  also  das  Kriterium  dafüry  dafs  m  eine 
Sekante  (mit  redien  oder  JconjugiertrWMginären  Schniüpunkten)  von  C^  isL 

Wir  wenden  das  Gefundene  auf  unsere  Horopterkurve  an.  Als 
Spitze  des  Eegels  wählen  wir  den  reellen  unendlich  fernen  Punkt  P^ 
des  Horopters^  als  Sekante  l  die  reelle  Asymptote;  die  Linie  m,  for 
die  die  Bedingung  gesucht  wird,  dafis  sie  Sekante  ist,  ist  die  unendlich 
ferne  Gerade  der  Ebene  senkrecht  auf  Z.  Die  Geraden  g  sind  die 
Lote  aus  Eurvenpimkten  P  auf  die  Asymptote  Z;  lassen  wir  P  isan. 
unendlich  fernen  Punkt  P^  sich  nähern,  so  wird  die  Gerade  die  unendlich 
ferne  Gerade  g^  einer  Ebene  E^y  die  den  Ereiscyhnder  längs  {  berührt 
Durch  g^  legen  wir  eine  Ebene,  die  C3  in  zwei  Punkten  schneidet, 
deren  Verbindungslinie  n  ist;  n  ist  also  eine  Sekante,  parallel  zu  E^, 
Die  Fläche  zweiter  Ordnung  durch  Z,  m,  n  (die  entsteht,  wenn  man 
aus  den  Punkten  von  n  die  Lote  auf  l  fallt)  enthält  die  Eurve  Q,  d.  k 
C.  projiziert  sich  mittelst  l  auf  eine  Ebene  paraUel  zu  £,  in  eine 
Gerade,  die  C,  in  P  und  Q  schneidet.  Die  Gerade,  die  P^  senkrecht 
halbiert  und  l  senkrecht  schneidet,  ist  eine  Symmetrieachse  der  Eurve. 
Wir  haben  früher  gesehien,  dafs  (7,  zwei  Strahlenbündel,  deren  Scheitel 
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symmetrisch  zu  dieser  Achse  liegen^  kongruent  auf  einander  bezieht 
Also  finden  wir 

Jede  C^y  die  dwrck  die  beiden  Kreispunkte  einer  Ebene  senhreckt  auf 
der  realen  Asymptote  geht,  ist  auf  oo^  Weisen  als  Horopter  m,  betra,chten. 

Die  Tangenten  in  den  beiden  Ereispunkten  schneiden  die  Achse 
des  Ereiscylinders  in  zwei  symmetrisch  zu  E  gelegenen  Punkten ;  die 
von  E  eine  Entfernung  +  i  •  2rtgy  ==»  +  Ä/JKi  •  i  •  ctg|/J  haben;  E 
ist  die  im  ersten  Paragraphen  betrachtete  Ebene. 

i  8.    Versohiedene  Fälle  bei  der  Emeugung  nach  %  1. 

Wir  werden  in  diesem  Paragraphen  die  verschiedenen  besonderen 
FällC;  die  möglich  sind^  au&ählen;  diese  zeichnen  sich  aus  durch  den 
relativen  Drehungswinkel  ß,  und  die  Lage  der  relativen  Drehungsachse. 
Der  Winkel  ß  kann  sein; 

A.  ß  von  Null  und  sr  verschieden. 

B.  /8  =  0. 
C                                                  ß  =^  üc , 

Die  relative  Drehui^achse  a  kann  zu  KiKr  die  folgenden  Lagen 
haben: 

L  a  nicht  senkrecht  oder  parallel  zu  KiKr. 

II.  a  senkrecht  auf  KiKr. 

lU.  a  parallel  zu  KiKr. 

Die  Fälle  A^  B  imd  0  sind  mit  jedem  der  Falle  I,  II  und  III  zu 
kombinieren.  Nur  ist  zu  bemerken  ^  dafs  in  dem  Falle  B  die  relative 
Drehxmgsachse  unbestimmt  ist;  und  also  BI,  BII  und  BUI  identisch 
sind;  deshalb  schreiben  wir  dann  nur  B.  Die  verschiedenen  Falle 
sind  nun: 

AI.  Der  allgemeine  Fall  (in  den  beiden  ersten  Pan^p^phen  be- 
handelt). 

All.  Der  Horopter  zerfallt  in  einen  Kreis  durch  Ki  und  Kr  in 
einer  Ebene  senkrecht  auf  a,  und  eine  zu  a  parallele  Gerade^  die  den 
Kreis  in  dem  Punkte  A  der  Medianebene  trifft.  Das  Segment  KjJBK^ 
(B  ist  der  Gegenpunkt  von  A)  ist  der  uneigentliche  Teil  des  Horopters. 

AUL  Die  Kurve  zerfallt  in  die  Gerade  KiKr  und  zwei  auf  KiKr 
senkrecht  stehende  Geraden  in  Ebenen  durch  KiKr,  die  den  Kugelkreis 
berühren  (Minimalebenen).  Diese  Geraden  schneiden  KiKr  in  zwei  zu 
O  (dem  Halbierungspunkt  von  KiKf)  symmetrisch  gelegenen  Punkten, 
die  von  0  den  Abstand  ±  i  -  OKi  •  ctg|/3  haben.  Die  Strecke  KiKr 
ist  der  uneigentliche  Horopterteil. 
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B.  Der  Horopter  zerfallt  in  die  ganze  unendlich  ferne  Ebene  und 
die  Gerade  KtKr,  die  Strecke  KiKr  als  uneigentlichen  TeiL 

Gl.  Die  Kurve  zerföllt  in  die  unendlich  ferne  Gerade  einer  zu 
a  senkrechten  Ebene ,  und  eine  gleichseitige  Hyperbel  in  der  Ebene 
durch  Kl  Kr  parallel  zu  a.  Beide  Asymptoten  der  Hyperbel  gehen  durch 
0,  die  eine  parallel  zu  a,  die  andere  senkrecht  darauf.  Nur  die  Stücke 
der  Hyperbel  zwischen  den  Knotenpunkten  und  dem  unendlich  fernen 
Punkt  von  a  gehören  zu  dem  eigentlichen  TeU  des  Horopters. 

Cn.  Dieser  Fall  ist  als  Spezialfall^  sowohl  von  AH  als  von  CI 
anzusehen.  Der  Kreis  des  Falles  AH  artet  in  die  Gerade  KiKr  und 
die  unendlich  ferne  Gerade  der  Kreisebene  aus;  die  zu  a  parallele 
Gerade  geht  nun  durch  0.  Andrerseits  artet  die  Hyperbel  des  FaUes 
Gl  in  die  Gerade  KiKr  und  die  zu  a  parallele  Gerade  durch  O  ans. 
Die  Kurve  zerfallt  also  jetzt  in  drei  Geraden^  die  weder  durch  einen 
Punkt  gehen^  noch  in  einer  Ebene  liegen^  während  eine  dieser  Geraden, 
nämlich  KiKr,  die  beiden  anderen  schneidet.  Der  eigentliche  Teil  des 
Horopters  ist  die  Strecke  KiKr,  und  die  Gerade  durch  0  parallel  zu  o. 

Gin.  Nun  ist  vollständige  Symmetrie  um  KiKr  herum  vorhanden. 
Der  Horopter  zerfällt  in  die  Gerade  KiKr  und  die  ganze  Medianebene; 
der  eigentliche  Teil  ist  die  Strecke  KiKr^ 

i  4.    Emengnng  durch  Strahlenbündel  von  beliebigen 

Kiirvenpunkten  aus. 

Wir  können  den  Horopter  auch  als  Ort  der  Schnittpunkte  zweier 
projektiven  Strahlenbündel  auffassen,  deren  Scheitel  beliebige  Kurven- 
punkte Pj  und  Pj  sind.  Die  Frage  ist^  wie  diese  Projeküvitat  be- 
schaffen sein  muTs.  Ich  behaupte^  dafs  die  Umformung^  die  die  Strahlen 
des  Bündels  P^  parallel  zu  den  entsprechenden  Strahlen  des  Bündek 
P^  stellt;  aus  folgenden  zwei  Operationen  zusammengesetzt  ist: 

1.  Einer  Drehung  durch  den  Winkel  ß  um  die  Achse  a, 

2.  Einer  Dilatation  mit  der  Konstanten  a  und  derselben  Achse  a. 

unter  einer  Dilatation  mit  der  Konstanten  a  und  der  Achse  a 
verstehe  ich  die  affine  Transformation  mit  Pg  als  Fixpunkt,  die  (wenn 
wir  Pg  als  Koordinatenanfangspunkt  und  a  als  Z-Achse  annehmen) 
durch 

x'^x,    y'  =  y,    z'^ag 
dargestellt  wird. 

Diese  Drehung  und  Dilatation  sind  vertauschbar.  Weiter  ist  za 
bemerken^  daTs,  wenn  wir  nur  YoUstrahlen  in  Betracht  zieh^i,  eine 
Drehung  durch  den  Winkel  sr  und  eine  Düatation  mit  derselben  Achse 
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imd   der   Konstant en  —  1  identisch   sind^   sodafs   man   a   positiv  an- 
nehmen kann. 

Um  unsere  Behauptung  zu  beweisen^  werden  wir  zeigen^  dafs  die 
Eurve^  die  als  Schnitt  der  beiden  projektiven  Strahlenbündel  heraus- 
kommt^ identisch  mit  dem  Horopter  ist.  Dazu  betrachten  wir  wieder 
das  Strahlenbündel  als  bestehend  aus  einem  Ebenenbüschel  mit  einer 
Achse  parallel  zu  a^  in  dessen  Ebenen  Strahlenbüschel  gelegen  sind. 
Die  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen  bilden  einen  Ereiscylinder 
durch  die  Geraden  a^  imd  a^y  durch  P^  bzw.  P,  parallel  zu  a.  Wir 
bringen  senkrecht  auf  a  eine  Ebene  E'  an^  die  a^  und  a^  in  P[  und 
Ps;  den  Ereiscylinder  in  einem  Ereise  W,  durch  P[  und  P%j  schneidet^ 
der  ß  als  Peripherie  winkel  über  PiPa  enthält.  Sei  nun  P  ein  Eurven- 
punkt^  P'  seine  Projektion  auf  Wy  so  hat  man  vermöge  der  projektiven 
Beziehung  der  beiden  Strahlenbündel 


P'P—PjP^  _     P'P—PjP' 
P[P'        "  ^        PiP' 
d.  h. 

j,,j,        a     PjP,  •  PjP- -  PjP,  •  PjP' 
^  ^  ^  a.  P[P'  —  P^P'  f 

wenn  P'  auf  dem  Ereissegment  liegt^  das  den  Winkel  ß  selbst  enthält 
(sonst  mufs  man  a  durch  —  a  ersetzen).  Die  Vorzeichen  von  P'Py 
P^Pi  und  P^Pi  sind  genau  zu  beachten. 

Liegt    P'    auf  dem   Ereissegment   mit   dem   Winkel   ß,   und   ist 

^*-p;  =  Uy  so  wird  P'P  =  oo.     Wir  konstruieren  also  die  Asymptote^ 

indem  wir  auf  diesem  Ereissegment  den  Punkt  Ä  so  bestimmen^  dafs 

P'A' 

-^rj»  =  «  wird.    Weiter  suchen  wir  auf  dem  Ereise  jR'  den  Gegenpunkt 

JB'  von  A'  und  projizieren  P',  P^  und  P,  von  A'  aus  auf  die  Ereis- 
tangente  in  P'  in  die  Punkte  P",  Pj,  und  P^.  Aus  der  Ähnlichkeit 
von  Dreiecken  folgt  nun: 

■ 

p'  p' P''iP    •  A  PI  ^     "p'  jy -Pg -P    •  -^  -Pg 

-^1-^  j^*  P"      ^     "^»"^  A*  P" 

also,  wenn  man  beachtet,  dafs  a  •  P[A'  =  P'^A'  ist, 

^,^_  PiP,Pi'P"-PiP,Pi'P'' 

P{'P"  —  P^'P" 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dafs  diese  Formel  giltig  bleibt,  wenn  P' 
auf  dem  Ereissegment  liegt,  dafs  den  Winkel  %  —  ß  enthält.  Nun  ist 
aber  weiter  P;P"  =  P'P"  -  B'P[  und  P^'P'  =  P'P"  -  B'P;  also: 

"P'  "P I?'  p"  .  -Pg-P«  —  -^i-Pi    I  -Pj-Pi  •  P'Pj'  —  -Pg-P«  •  P'Pj' 
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d.  h. 

worin  p  und  q  von  der  Lage  von  P  unabhängige  Konstanten  bedeuten. 
Nimmt  man  P'  in  B\  also  P  in  B,  so  ist  B'P"  =  0,  also  B'B  =  3. 
Legt  man  die  Ebene  E  durch  B,  so  wird  ^  =»  0;  ich  nenne  die  Ebene 
E'  dann  E  und  die  Punkte  Ä'  und  f  entsprechend  ^  und  B,    Ans 

«-0  folgt  Ji^;  =  |^, 

BJT  =  Confltanfl  -  ^g^,  -  J^J ; 

hieraus  liest  man  ab;  dafs  die  Eurre  sich  mittelst  der  Asymptote  auf 
eine  Ebene  durch  B  senkrecht  auf  AB  dis  eine  Gerade  projiziert, 
womit  die  Identität  mit  der  Horopterkurve  nachgewiesen  ist. 

Sind  P^  und  P,  beliebig  auf  der  Kurve  angenommen,  so  ist  die 
Achse   der  Drehung   und   der  Dilatation  parallel  zur  Asymptote,   der 

Drehungswinkel  ß  ist  der  Winkel  des  Kreiss^ments  P^AP^^  und  die 

AP' 
Dilatationskonstante  a  ist  gleich  j-p' 

i  5.    Bestünmnng  der  Projektivität  des  |  4  mit  Hilfe  dee 

Kugelkreises. 

Man  kann  die  projektive  Beziehung,  die  die  Kurve  zwischen  den 
beiden  Strahlenbündeln  P^  und  P^  festlegt  (P^  und  P^  beliebige 
Kurvenpunkte)  auch  aus  der  Betrachtung  des  Kugelkreises  finden.  Denn 
beide  Strahlenbündel  schneiden  die  unendlich  weite  Ebene  E^  in  zwei 
projektiven  Punktfeldem,  deren  sich  selbst  entsprechende  Punkte  die 
Schnittpunkte  der  Kurve  mit  E^  sind,  also  der  reelle  unendlich 
ferne  Punkt  P^ ,  imd  die  Berührungspunkte  T^  und  T^  der  Tangenten 
durch  P^  an  den  Kugelkreis  C^.  Bei  der  projektiven  Umformung  geht 
C2  in  einen  Kegelschnitt  C,  durch  2\  imd  7,  über,  der  ebenfalls  P.7, 
und  P^  T^  zu  Tangenten  hat,  aber  im  allgemeinen  von  C^  verschiedoi 
ist.  Man  kann  nun  die  Umformung  in  E^  aus  zwei  Teiloperationai 
zusammensetzen,  nämlich  aus: 

1.  Einer  Umformung,  bei  der  P^  und  der  Kugelkreis  in  sich  seUbet 
übergeführt  werden,  nicht  aber  alle  Geraden  in  E^  durch  P^ ;  dies  ist 
eine  Drehung  um  eine  Achse  durch  P^. 

2.  Einer  Umformung  bei  der  alle  Oeraden  in  E^  durch  P^  ond 
aulserdem  die  beiden  Punkte  T^  und  T^  in  sich  selbst  übergeführt 
werden,  also  auch  sämtliche  Punkte  der  Geraden  T^T^]  der  Kugelkreis 
Cf  wird  aber  in  C^  umgeformt. 
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Diese  zweite  Projektivität  ist  aber  nichts  anderes  als  die  in  §  4 
betrachtete  Dilatation.  Denn  man  sieht  leicht  ein,  dafs  beide  Teil- 
operationen yertauschbar  sind,  woraus  sofort  folgt,  dafs  die  zweite 
Umformung  symmetrisch  um  eine  Achse  a  durch  P^  ist;  weiter  gehen 
Geraden  senkrecht  und  parallel  zu  a  in  sich  selbst  über,  woraus  unsere 
Behauptung  leicht  abzuleiten  ist. 

umgekehrt  sieht  man  auch  sofort  ein,  dafs,  wenn  die  Projektivität 
zwischen  zwei  Strahlenbündeln  aus  einer  Drehung  und  einer  Dilatation 
mit  derselben  Achse  besteht,  der  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender 
Strahlen  als  Horopter  aufzufassen  ist.  Denn  dieser  Ort  schneidet  E^ 
in  P^  und  den  Berührungspunkten  2\  und  T^  der  Tangenten  durch 
P^  an  C,;  dann  ist  die  Kurve  aber,  wie  in  §  2  gezeigt  worden  ist, 
eine  Horopterkurve. 

i  6.    Biner  der  beiden  Scheitel  ist  ins  nnendliohe  gerückt. 

Die  Horopterkurve  kann  auch  erzeugt  werden  durch  ein  Sti:ahlen- 
bündel  P^  mit  einem  im  Endlichen  gelegenen  Scheitel,  und  ein  Bündel 
P^,  dessen  Scheitel  ins  unendliche  gerückt  ist  Die  projektive  Be- 
ziehung kann  man  entweder  selbständig  ableiten,  oder  durch  einen 
geeigneten  Grenzübergang  aus  dem  Falle  beliebter  Scheitel  finden, 
indem  man  gleichzeitig  P,  ins  Unendliche  rücken,  und  a  gleich  Null 
werden  laifst.  Das  Resultat  ist,  dafs  die  Projektivität  sich  aus  den  drei 
folgenden,  mit  einander  vertauschbaren  Teiloperationen  zusammensetzt: 

1.  Einer  Translation,  die  P^  auf  die  Asymptote  l  führt. 

2.  Einer  Drehung  des  Bündels  P^  durch  den  Winkel  /3  um  die 
Asymptote  l. 

3.  Einer  Perspektivität  mit  einer  Perspektivitätsebene  senkrecht 
auf  {,  die  eine  Entfemimg  d  von  P^  hat. 

Die  Projektivität  ändert  sich  nicht,  wenn  man  gleichzeitig  ß  durch 
tjt  +  ß  und  d  durch  —  d  ersetzt. 

Umgekehrt  ist  auch  der  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender 
Strahlen  bei  zwei  Bündeln,  zwischen  denen  die  geschilderte  Beziehung 
besteht,  als  Horopter  aufisufassen. 

Es  läfst  sich  auch  leicht  angeben,  wie  ß  und  d  aus  der  Kurve  zu 
entnehmen  sind.  Sei  P^'  die  Projektion  von  Pj  auf  die  öfters  be- 
trachtete Ebene  Ey  die  die  Asymptote  in  A,  den  Ereiscylinder  in  dem 
Kreise  E  schneidet.  Der  Winkel  ß  wird  sofort  aus  dem  Kreissegment 
P^A  entnommen.     Für  d  findet  man: 

P'  P' 

1     o  '  COS  ^ 

26* 
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Hierin  ist  y  die  Steilheit  des  Horopters,  und  P'^  die  Projektion  von  Pj 
Yon  A  aus  auf  die  Ereistangente  in  B,  Die  Vorzeichen  Ton  d  und 
P^Pi  sind  zu  beachten. 

8  7.    Besondere  FäUe  bei  den  Erseu^^ongsweiBen  der  Sg  4  und  6. 

Wir  haben  gesehen,  dafs  die  Horopterkurve  entsteht  als  Ort  der 
Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  zweier  Strahlenbündel,  zwischen 
denen  die  in  §  4  geschilderte  projektive  Beziehung  besteht.  Für  den 
Fall,  dafs  P^  und  P,  beide  im  Endlichen  gelegen  sind,  konnten  wir 
wieder  eiue  ähnliche  Aufzählung  der  verschiedenen  Falle  machen,  wie 
wir  dies  in  §  3  fßr  den  Fall  zweier  kongruenter  Strahlenbündel  gethan 
haben.  Insbesondere  ist  zu  beachten,  dafs  wir  auch  die  Ausartungsfalle 
a  =  0  und  a  ==  oo  betrachten  können;  wir  haben  es  dann  mit  einer 
ausgearteten  Dilatation  zu  thun,  bei  der  es  Strahlen  des  einen  Bündels 
giebt,  denen  unendlich  viele  Strahlen  des  anderen  Bündels  entsprechen 
Die  Fälle  a  =  0  und  a  =  oo  gehen  durch  Yertauschung  von  P^  und  P, 
in  einander  über,  sind  also  als  identisch  zu  betrachten. 

Die  Aufzählung  liefert  dieselben  Fälle,  die  wir  in  §  3  bekommen 
haben,  nur  nicht  den  Fall  B]  aufserdem  bekommen  wir  noch  den  in 
§  3  nicht  vorkommenden  FaU,  dafs  a  »  0,  ^  von  NuU  und  %  verschieden 
wnd  die  Drehungsachse  a  parallel  m  P^P^  ist.  In  diesem  letzten  Falle, 
den  wir  mit  (AIH)'  bezeichnen  woUen,  besteht  die  Kurve  ans  der 
Oeraden  PiP%,  und  den  beiden  Minimalgeraden  durch  P^  in  einer 
Ebene  senkrecht  auf  PiP^. 

Auch  könnten  wir  dieselbe  Aufzählung  machen  f&r  den  in  §  6 
betrachteten  Fall,  dafs  P^  ins  Unendliche  gerückt  ist.  Die  besonderen 
Fälle  bestehen  jetzt  darin,  dafs  ß  gleich  Null  oder  gleich  it  wird,  daCs 
Pi  auf  der  Asymtote  l  (der  Strahl  des  Bündels  P^,  der  parallel  zu 
seinem  entsprechenden  Strahle  des  Bündels  P^  ist)  liegt,  und  schliefslich, 
dafs  ef  »  0  oder  d  »  oo  wird;  in  den  beiden  letzten  Fallen,  die  nicht 
mit  euiander  identisch  sind,  artet  die  dritte  Teiloperation  des  §  6,  die 
Perspektivität,  aus.  Wir  bekommen  wieder  die  in  §  3  aufgezahlten 
Falle,  nur  nicht  den  Fall  AIH.  Aufserdem  bekommen  wir  noch  den 
oben  betrachteten  Fall  (AIH)'  (wenn  P^  auf  l  liegt,  ß  von  Null  und 
%  verschieden,  und  d=^  oo  ist),  und  den  hier  zuerst  auftretende»  Faß, 
dafs  d=  oo  und  ß  von  NüU  wnd  %  verschieden  ist.  In  diesem  letzten 
Falle,  den  wir  mit  (AIH)"  bezeichnen  werden,  ist  von  l  nur  die 
Richtung  bestimmt,  sodafs  es  gleichgültig  ist,  ob  wir  P^  auf  l  annehmen 
oder  nicht;  die  Kurve  besteht  aus  der  Geraden  durch  P^  parallel  zu  {, 
und  den  unendlich  fernen  Geraden  der  beiden  Minimalebenen  durch  /  (den 
Tangenten  durch  P^  an  den  Kugelkreis),  also  aus  drei  Geraden  durch  P,. 
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i  8.    Zusammenfassiing  aller  versohiedenen  Fälle. 

Zusammenfassend   haben   wir   bei  den  drei   Erzeugungsarten   yon 
§  2,  4  und  6  die  folgenden  9  Fälle  bekommen: 

AI,  AH,  Ain,  B,  CI,  Cn,  cm,  (AHI)'  und  (AHI)", 

die  wir  wie  folgt  einteUen  können: 

1.  Nicht  ausgeartete  Og.     Dies  ist  der  Fall  AI. 

2.  Ausartungen  in  einen  Kegelschnitt  (7,,  und  eine  den  Kegelschnitt 
schneidende  Gerade,  die  senkrecht  auf  der  Ebene  von  C^  steht. 
Das  ist  der  FaU  A II  (C,  ist  ein  Kreis)  und  der  FaU  C I  (Cj,  ist 
eine  gleichseitige  Hyperbel,  und  die  Gerade  die  unendlich  ferne  Ge- 
rade einer  Ebene  senkrecht  auf  einer  ihrer  Asymptoten). 

3.  Ausartungen  in  drei  Gerade,  yon  denen  nur  eine  die  beiden  anderen 
schneidet,  und  zwar  senkrecht.  Das  ist  der  Fall  CII  (zwei  senk- 
recht auf  einander  stehende  Gerade  und  die  unendlich  ferne  Gerade 
der  auf  einer  dieser  Geraden  senkrecht  stehenden  Ebene)  und  der 
Fall  Ain  (eine  reelle  Gerade  l  und  zwei  auf  l  senkrecht  stehende 
Minimalgeraden,  die  l  in  zwei  konjugiert-imaginären Punkten  schneiden). 

4.  Ausartungen  in  drei  durch  einen  Punkt  gehende  Gerade,  von  denen 
zwei  kongugiert-imaginar  sind  in  einer  Ebene  senkrecht  auf  der 
dritten  Geraden.  Das  ist  der  FaU  (AIII)'  (eine  reelle  Gerade  l  und 
die  beiden  Minimalgeraden  durch  einen  Punkt  von  Z,  in  einer 
Ebene  senkrecht  auf  T)  und  der  Fall  (AIII)''  (eine  reelle  Gerade 
und  die  Tangenten  aus  dem  unendlich  fernen  Punkt  dieser  Geraden 
an  den  Kugelkreis). 

5.  Ausartungen  in  eine  Gerade  und  eine  senkrecht  darauf  stehende 
Ebene.  Das  ist  der  Fall  CIII  (Ebene  und  Gerade  sind  beide  im 
Endlichen  gelegen)  und  der  Fall  B  (eine  im  Endlichen  gelegene 
Gerade  und  die  unendlich  weite  Ebene). 

Zweites  Kapitel. 

Beziehung  zwischen  dem  Fixationspunkt  und  der  relativen 

Augenstellung. 

8  1.    Beatiniinung  der  relativen  Augenstellmig 
aus  dem  Fixationsptinkt. 

Während  wir  in  dem  vorhergehenden  Kapitel  den  Fixationspunkt  F 
gar  nicht  in  Betracht  gezogen,  vielmehr  jede  relative  Augenstellung  als 
möglich  angenommen  haben,  werden  wir  jetzt  die  Frage  beantworten, 
Tyie  aus  F  diese  relative  Augenstellung  zu  bestimmen  ist    Dazu  werden 
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wir  erst  die  Achse  a  und  den  Winkel  ß  der  Drehung  bestimmen,  die 
das  einzehie  Auge  aus  der  Stellung  I  in  die  Stellung  11  bringt.  Die 
Stellungen  I  und  11  mögen  durch  die  Drehungen  ß^  und  ß^  um  die 
Achsen  a^  und  a^  aus  der  primären  Augenstellung  herrorgegangen  sein; 
diese  Drehungen  stellen  wir  symbolisch  durch  (a^,  ß^  und  (o^  ß^  dar. 
Die  Drehung  {a,  ß)  aus  der  Stellung  I  in  die  Stellung  11  kann  ich  so 
ausführen;  dafs  ich  erst  das  Auge  in  seine  primäre  Stellung  drehe,  und 
dann  weiter  in  die  Stellung  11;  also  wird  diese  Drehung 

(a, /S)=.(ai,  A)-'.(a,,  ft). 

.  Es  ist  aber  leicht,  das  Produkt  beider  Drehungen  durch  eine  einzige 
Drehung  zu  ersetzen,  und  so  a  und  ß  zu  bestimmen.  Man  findet  dami 
als  direkte  Folgerung  des  Listing  sehen  Gesetzes: 

Sind  n^  und  n,  die  beiden  GesichtsUnien  in  den  Stellungen  I  und  17, 
n  die  primäre  GesicMslinie^  aüe  durch  den  Knotenpunkt  K  gehendy  und 
sind  KD^  und  KD^  die  Halbierungslinien  der  Winkd  zwischen  n  und 
n^  hezw.  n  und  n^  (n,  n^  und  n^  cds  Hodbstrdhlen  beirctchtet),  so  sldä 
die  Achse  a  senkrecht  cbuf  der  Ebene  durch  KD^  und  KD^,  und  der 
Winkel  ß  ist  der  doppelte  Winkel  D^KD^,  im  Sinne  einer  Drehung 
von  KDi  nach  KB^. 

Diese  selbe  Regel  kann  man  auch  benutzen,  um  zu  finden,  wieviel 
beide  Augen  gegen  einander  gedreht  sind,  wenn  ein  Punkt  F  fixiert 
wird.  Man  hat  dann  erst  durch  eine  Translation  beide  Knotenpunkte 
in  einen  Punkt  zu  bringen,  für  den  wir  den  Halbierungspunkt  0  der 
Strecke  KiKr  wählen.  Man  findet  dann  die  relative  Drehui^^sachse  a 
und  den  relativen  Drehungswinkel  ß  folgendermafsen  aus  dem  Fixations- 
punkt  Fl 

Durch  F  ziehe  man  eine  zu  KiKr  paraUde  Gerade^  auf  der  man 
die  Punkte  Fi  und  Fr  so  konstruiert^  dafs  (auch  was  das  Vorzeichen  an- 
geht): FFi  -  KiO  und  FFr  =  KrO,  Ist  ON  eine  zur  primären  Ge- 
Sichtslinie  parallele  Gerade  durch  0,  und  sind  OHi  und  OHr  die 
Halbierungslinien  der  Winkel  zwischen  ON  und  OFi  bezw.  OFr  (ON, 
OFi  und  OFr  als  Halbstrahlen  aufgrfafst),  so  steht  die  Ebene  HiOHr 
senkrecht  auf  der  relativen  Drehungsaehse  a  (sie  ist  also  die  öfters  be- 
trachtete Ebene  E),  und  der  relative  Drehungsumkei  ß  ist  gleich  2^Hr  0  J31 
{von  OHr  nach  OHi)  (Fig.  4). 

Der  Kreis  R  durch  F'y  Kl  und  K'r^  die  Projektionen  von  JF,  Ki 
und  Kr  auf  Ey  bestimmt  den  Kreiscylinder,  auf  dem  der  Horopter 
liegt.  Die  Punkte  A  und  B  konstruieren  wir  daraus,  dafs  AOB  ein 
Durchmesser  des  Kreises  R  ist;  A^  auf  dem  Segment  KlF'Ki.  gelten, 
bestimmt  die  Asymptote. 
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Fig.  4. 


Stehen  wir  aufrecht,  so  wird  unser  Gesichtsfeld  durch  die 
EbrufontäUbene  (die  horizontale  Ebene  durch  Ki  und  Kr),  und  die 
Medianebene  (die  Halbierungsebene  der  Strecke  KiKr)  in  vier  Qua- 
dranten geteilt,  die  wir  durch  die  Worte  links-oben,  links-xinten,  rechts- 
oben  und  rechts-unten  unterscheiden. 
Die  primilre  .  Gesichtslinie  beider 
Augen  lauft  zu  der  Schnittlinie  ON 
Ton  Horizontal-  und  Medianebene 
parallel  Liegt  nun  F  links -oben, 
so  ist  OFi<OFr,  und,  wenn  N,  Et 
und  Hr  in  einer  Ebene  durch  F 
senkrecht  auf  der  primären  Gesichts- 
linie liegen  (Fig.  4): 

NHr.HiFi^'ON.OFi 
und 

NHrlHrFr^ONlOFr. 

also  -^' 


H,F, 


> 


H  F 

r     r 


woraus  man  sieht,  dafs  Ki  oberhalb,  Kr  unterhalb  E  liegt.  Wir  haben 
in  §  1,  Eap.  1  aber  gesehen,  dafs  die  Kurve  dann  links  gewunden 
ist,  also: 

Liegt  der  FixatianspunJct  links  oben,  so  ist  der  Horopter  links  ge- 
tounden. 

Welchen  Windungssinn  der  Horopter  bei  anderen  Lagen  Yon  F 
hat,  sieht  man  sofort  aus  Symmetriebetrachtungen.  Liegen  zwei 
Fixationspunkte  F^  und  F^  symmetrisch  zu  der  Horizontalebene,  zu 
der  Medianebene,  oder  zu  der  Schnittlinie  dieser  beiden  Ebenen,  so  ist 
dasselbe  auch  der  Fall  mit  den  zugehörigen  Horopterkurren;  diese 
haben  also  in  den  beiden  ersten  Fällen  verschiedenen,  in  dem  letzten 
Falle  denselben  Windungssinn. 


i  2.    Bestünmung  des  Fizationspunktes  ans  der  relativen 

AogensteUmig. 

Li  diesem  Paragraphen  werden  wir  die  umgekehrte  Aufgabe  lösen, 
nämlich  den  Fixationspunkt  F  aus  der  relativen  Augenstellung  zu  be- 
bestimmen. Die  Ebene  E  durch  0  senkrecht  auf  der  relativen  Drehungs- 
achse a  ist  dann  bekannt;  die  Linien  OEi  und  OEr  in  E  aber  nicht 
(ich  weifs  vorläufig  nur,  dafs  sie  den  Winkel  |/3  mit  einander  bilden). 
Nimmt  man  OEi  irgend  wie  in  E  an,  so  findet  man  OFi  durch  eine 
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Drehung  %  um  OSi  (ON  und  OFi  sind  Halbsirahlen).  Läfst  man  OHi 
die  Ebene  E  durchlaufen,  so  durchläuft  OFi  einen  JRotatumskegd  1  durA 
ONr  der  die  durch  0  gehende  Normale  a  von  E  zur  Achse  hai;  denn 
bei  der  Drehung  durch  ä  um  OHi  geht  a  in  sich  selbst^  ON  in  OFi 
über;  der  Winkel  zwischen  OFi  und  a  ist  also  gleich  dem  Winkel 
zwischen  ON  und  a,  also  konstant.  Dieser  Kegel  1  mufs  als  Halb- 
Strahlenkegel  aufgefa&t  werden;  er  enthalt  die  Verlängerung  Ton  OH 
(nicht  den  Halbstrahl  ON  selbst). 

OFr  liegt  auf  demselben  Halbkegel^  und  wird  durch  eine  Drehung 
um  a  durch  ß  (den  relativen  Drehungswinkel)  in  OFi  übergefohii 
Legt  man  eine  Ebene  f  durch  OFi  und  OFry  und  laCst  OFi  den 
Eegel  1  durchlaufen  (wobei ,  durch  die  Beziehung  zwischen  OFi  und 
OFr,  auch  OFr  mitgefährt  wird),  so  umhüllen  alle  diese  Ebenen  f 
einen  zweiten  Botationskegel  2,  der  innerhalb  des  Kegels  1  gelegen 
ist,  und  gleichfalls  a  zur  Achse  hat.  Der  Winkel  des  Kegels  1  (Winkel 
zwischen  Achse  und  Erzeugenden)  ist  d,  der  spitze  Winkel  zwischen 
ON  und  a;  der  Winkel  e  des  Kegels  2  wird  gefunden  aus: 

tg  •  €  :=  tgd  •  COS  |-/J. 

Die  Ebene  durch  0,  Fi  und  JV>  oder  durch  Ki,  Kr  und  F  berührt 
den  Kegel  2,  und  schneidet  den  Halbkegel  1  in  OJ^i  und  OFr^  Die 
Konstruktion  der  beiden  Gesichtslinien  ist  also  die  folgende: 

Durch  KiKr  lege  num  an  den  Kegd  2  eine  TcmgenUalebeney  die 
den  Kegd  1  in  zwei  HalbstrcMen  OFi  und  OFr  schneidet.  Die  Gesichis- 
linien  heider  Äugen  verUmfen  dann  paraüd  eu  OFi  und  OFr. 

Man  kann  jede  der  beiden  Tangentialebenen  an  den  Kegel  2  in 
Betracht  ziehen.  Hat  man  darüber  eine  Wahl  getroffen,  so  muJs  man 
aus  dem  Sinne  der  relativen  Drehung  bestimmen,  welche  der  beiden 
Schnittlinien  mit  dem  Kegel  1  als  OFi  aufzufassen  ist. 

Die  Geraden  durch  Kt  und  Kr  parallel  zu  OFi  und  OFr  schneiden 
einander  in  F'^  aber  nur  falls  sie  als  Halbstrahlen  (Gesichtslinien)  auf- 
gefafst  einander  auch  noch  schneiden,  ist  F  ein  gewöhnlicher  Fixations- 
punkt  (abgekürzt  Fix.p.).  Schneiden  aber  die  YerULngerungen  der 
beiden  Gesichtslinien  einander,  so  nennen  wir  ihren  Schnittpunkt  F 
einen  PseudofixationspunM  (abgekürzt  Ps.fix.p.).  Schneidet  die  rechte 
Gesichtslinie  die  Verlängerung  der  linken,  so  sprechen  wir  von  einem 
linken  PseudofixoMonspunJct  (abgekürzt  1.  Ps.fix.p.),  und  ebenso  Ton 
einem  rechten  PseudofixationspunM  (r.  Ps.fix.p.). 

Wir  haben  die  drei  folgenden  Fälle: 

a.  KiKr  liegt  innerhalb  des  Kegels  2.     Dies  ist  der  Fall,  wenn 


Von  F»BD.  Schuh.  393 

unter  ^  den  spitzen  Winkel  zwischen  der  relativen  Drehungsachse  a 
und  KiKr  Yerstanden.     Dies  ist  nur  möglich  für  ^  <  d. 

Die  beiden  Tangentialebenen  durch  KiKr  an  den  Eegel  2  sind 
imaginär^  und  ebenso  die  Gesichtslinien. 

b.  Kl  Kr  liegt  auTserhalb  des  Kegels  2^  und  innerhalb  des  Kegels  1. 
Die  Bedingung  dafür  ist: 

t<8     und     cos^i9<^. 

Jetzt  kann  ich  durch  KiKr  zwei  (reelle)  Tangentialebenen  an  den 
Kegel  2  legen.  Eine  dieser  fasse  ich  ins  Auge;  sie  schneidet  den 
Halbkegel  1  in  OFi  und  OFr-  KiKr  liegt  teilweise  in  dem  Winkel 
Fl  OFry  etwa  mit  dem  Teile  OKy.  Zieht  man  durch  Ki  und  Kr  Halb- 
strahlen parallel  zu  OFi  bezw.  OFry  so  schneidet  der  Halbstrahl  durch 
Kl  die  Verlängerung  des  Halbstrahles  durch  Ki  in  einem  Punkte  Fy 
der  ein  r.  Ps.fix.p.  ist.  Wählt  man  die  andere  Tangentialebene  au  den 
Kegel  2,  so  bekommt  man  einen  zweiten  Punkt  F\  der  gleichfalls 
r.  Ps.fix.p.  ist.  F  und  F  liegen  symmetrisch  zur  Symmetrieachse  OA 
der  Kurve^  beide  auf  dem  uneigentlichen  TeU  des  Horopters.  Ein 
gewöhnlicher  Fix.p.  existiert  nicht. 

c.  KiKr  liegt  auTserhalb  beider  K^el  1  und  2.  Dies  ist  der 
Fall,  wenn  g>d 

Legt  man  durch  KiKr  eine  Tangentialebene  an  den  Kegel  2,  die 
den  Kegel  1  in  den  Halbstrahlen  OFi  und  OFr  schneidet,  so  liegt 
weder  Ki  noch  Kr  in  dem  Winkel  FiOFr.  Die  Halbstrahlen  durch 
Kl  und  Kr  parallel  zu  OFi  bezw.  OFr  schneiden  sich  entweder  direkt 
oder  rückwärts  verlängert.  Ist  das  erste  der  Fall,  so  existiert  ein 
Fiz.p.  Fy  aber  dann  Uefert  die  andere  Tangentialebene  einen  Ps.fix.p.  F, 
der  mit  F  symmetrisch  zur  Symmetrieachse  der  Kurve  liegt.  F  und  F' 
liegen  beide  auf  dem  eigentlichen  Horopterteil. 

Ntir  in  dem  Fälle,  dafs  t>  dy  also  die  relative  Drehimgsachse  mit 
der  primären  Gesichtslinie  einen  Meineren  Winkd  bUdet,  (üs  mit  KiKry 
existiert  ein  und  nwr  ein  gewohnlicher  Fixationspunkt. 

Es  ist  aber  noch  immer  möglich,  dafs  in  diesem  Falle  der  Fixations- 
punkt  hinter  die  primäre  Äquatorialebene,  die  Ebene  durch  0  senk- 
recht auf  der  primären  Gesichtslinie,  fällt,  d.  h.  hinter  den  Kopf.  Wir 
nennen  den  Fixationspunkt  dann  nkM  realisierbar.  Soll  der  Fix.p. 
realisierbar  sein,  so  mufs  der  Halbkegel  2  die  primäre  Äquatorial- 
ebene  schneiden,  und  der  Sinn  der  relativen  Drehung  ein  bestimmter 
sein.  Der  Winkel  b  des  Kegels  2  mufs  also  gröfser  sein  als  der 
Winkel  ^x—'d  zwischen  a  und  der  primären  Äquatorialebene,  d.  h. 
cos  ^ß  >  cot'  d]  das  kann  nur  der  Fall  sein,  wenn  8  >  ^tc.    Man  be- 
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kommt  also  einen   realisierbaren  Fix.p.;   wenn  die  folgenden  drei  Be- 
dingungen erfüllt  sind: 

(1)  t>S>\x 

(2)  cos^/J>cot*d 

(3)  ß  hat  ein  bestimmtes  Vorzeichen. 

Hieraus  sieht  man  weiter^  dafs,  wenn  F  vor  der  primären  Aguatorial- 
ebene  liegt,  ß  niemals  eu,  %  werden  hmn. 

In  dem  Übergangsfall  zwischen  a  und  h  fallen  die  beiden  Pankte  F 
in  B  zusammen;  in  dem  Übergangsfall  zwischen  h  und  c  fallen  die  beiden 
Punkte  jP  in  die  Ejiotenpunkte. 

Aus  unserer  Konstruktion  fttr  F  folgt,  dafs,  wenn  wir  den  Sinn 
der  relativen  Drehung  umkehren  (aber  Winkel  und  Achse  beibehalten), 
nicht  nur  der  Horopter  gespiegelt  wird  zur  Ebene  durch  KiKr  und  a, 
sondern  auch  der  Punkt  F^  dessen  Art  ung^Lndert  bleibt  (so  geht  z.  R 
ein  r.  P8.fix.p^  wieder  in  einen  solchen  über). 

S  8.    Fälle  der  Unbestimmtheit  des  Fizationspimktes. 

Wir  köimen  fragen,  ob  es  relative  Augenstellungen  giebt,  die  den 
Punkt  F  unbestimmt  lassen.  Um  diese  Frage  zu  beantworten,  haben 
wir  systematisch  zu  untersuchen,  wann  bei  der  Konstruktion  von  F 
eine  Unbestimmtheit  auftritt.     Wir  finden  dann  die  folgenden  Falle: 

1.  /}  =  0.  Jeder  unendlich  ferne  Punkt,  und  alle  Punkte  von  KiKr 
auüserhalb  Ki  imd  Kr  können  Fiscp.  oder  Ps.fix.p.  sein  (die  Pankte  der 
Strecke  KiKr  aber  1.  oder  r.  Ps.fix.p.). 

2.  Die  relative  Drehungsachse  a  liegt  in  der  primären  Äquatorial- 
ebene  und  /?  —  Ä.  Die  Kurve  besteht  aus  einer  Hyperbel  in  der 
primären  Äquatorialebene  und  der  unendlich  fernen  Geraden  einer 
Ebene  senkrecht  auf  a;  alle  Punkte  dieser  Geraden  können  L  oder  r. 
Ps.fix.p.  sein. 

3.  a  verlauft  vertikal  und  /}  4°  ^-  ^^^  Kurve  zerfallt  in  einen 
horizontalen  Kreis  und  eine  vertikale  Gerade;  der  Kreis  wird  durch 
Kl  und  Kr  in  zwei  Segmente  geteilt;  alle  Punkte  des  Segments,  das 
durch  die  Gerade  geschnitten  wird,  können  Fix.p.  oder  Ps.fix.p.  sein, 
alle  Punkte  der  anderen  Segmente  1.  oder  r.  Ps.fix.p. 

4.  a  verläuft  vertikal  und  ß^%.  Der  Kreis  des  vorigen  Falles 
artet  in  KiKr  und  die  unendlich  ferne  horizontale  Gerade  aus,  und 
zwar  das  erst  genannte  Segment  in  die  Strecke  KiKr^ 

Die  Fälle,  dafs  unendlich  viele  Punkte  des  Horopters  reriisierbare 
Fixationspunkte  sein  können,   sind  1   und  3;   nur  bei  3  li^en 
Fixationspunkte  im  Endlichen. 
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t  4.    Versohiedene  Fälle  bei  einem  realisierbaren  FizaÜonspankt. 

Wir  werden  iintersnchen,  welche  besonderen  Fälle  Yorkommen 
können^  bei  denen  ein  realisierbarer  Fixationspunkt  existiert.  Es  ist 
leicht  zu  zeigen^  daljs  der  Fall  m  des  §  3;  Kap.  1  (a  parallel  zu  KiKr) 
nicht  vorkommen  kann.  Weiter  haben  wir  in  §  2^  Kap.  2  gesehen^ 
dafs^  wenn  der  Fixationspunkt  Yor  der  primären  Äquatorialebene  liegt, 
also  realisierbar  ist,  ß  nicht  zu  x  werden,  also  der  FaU  G  nicht  vor- 
kommen kann. 

Untersuchen  wir  jetzt,  wann  der  Fall  II  (a  senkrecht  auf  KiKf) 
zutrifft.  Steht  a  nicht  vertikal,  so  bekommen  wir  einen  Fixationspunkt 
in  der  Medianebene.  Ist  aber  a  vertikal,  so  liegt,  wie  wir  im  vorigen 
Paragraphen  gesehen  haben,  der  Fixationspunkt  irgend  wo  auf  einem 
Kreissegment  in  der  Horizontalebene.  Wir  haben  also  nur  den  Fall  U, 
wenn  der  Fixationspunkt  in  der  Horizontal,  oder  in  der  Medianebene  liegt. 

Die  realisierbaren  Fälle  sind  also  die  folgenden: 

A I.  Der  allgemeine  Fall.  Der  Fixationspunkt  liegt  im  Endlichen, 
nicht  auf  der  Horizontal-  oder  auf  der  Medianebene. 

a.  Der  Fixationspunkt  liegt  links-oben  oder  rechts-unten.  Der  Horopter 
ist  links  gewunden. 

b.  Der  Fixationspunkt  liegt  rechts-oben  oder  links-unten.  Der  Horopter 
ist  rechts  gewunden. 

A  n.  Der  Horopter  zerfällt  in  einen  Kreis  und  eine  in  der  Median- 
ebene gelegene  Gerade,  senkrecht  auf  der  Ebene  des  Kreises,  und  den 
Kreis  schneidend. 

a.  Der  Fixationspunkt  liegt  in  der  Horizontalebene  und  im  Endlichen. 
Der  Ereis  geht  durch  f /,  Kr  und  F. 

b.  Der  Fixationspunkt  liegt  in  der  Medianebene.  Die  Ebene  E  des 
Kreises  geht  durch  Ki  und  £r,  aber  nicht  durch  F  (falls  F  nicht 
auch  in  der  Horizontalebene  liegt).  Die  Oerade  geht  durch  F  und 
steht  senkrecht  auf  E-^  der  Kreis  geht  durch  Kiy  Kr  und  F\  die 
Projektion  von  F  auf  JB. 

B.  Der  Fixationspunkt  liegt  im  unendlichen.  Die  ganze  unend- 
lich ferne  Ebene  ist  Horopter. 

%  5.    Ort  der  Fixationspnnkte,  deren  Horopter  in  eine  Hyperbel 

nnd  eine  Gerade  ausartet. 

Wir  werden  in  diesem  Paragraphen  auch  hinter  der  primären 
Äquatorialebene  gelegene  Fixationspunkte  in  Betracht  ziehen,  und  unter- 
suchen, wann  der  Fall  G  (Ausartung  in  eine  gleichseitige  Hyperbel 
und  eine  unendlich  ferne  Gerade)  eintritt,  d.  h.  /)  »  ^  ist 
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Wir  nehmen  ein  rechtwinkliges  Eoordinatenkreuz  an,  mit  OKr  als 
X- Achse;  der  Vertikalen  durch  0  als  Z- Achse,  und  der  F- Achse 
parallel  zur  primären  Oesichtslinic;  die,  wenn  wir  den  Kopf  aufrecht 
halten,  horizontal  verläuft.  Es  bilde  femer  die  relative  Drehung8ad[ise 
einen  Winkel  ^  ^^^  der  X-Achse,  8  mit  der  Y-Achse  und  17  mit  i& 
Z- Achse.  Der  Halbkegel  1  des  §  2,  Eap.  2  entsteht  durch  eine  Rotation 
der  negativen  Y-Achse  um  die  Linie  a  durch  0  parallel  zur  relativen 
Drehungsachse;  fOr  ß^%  ist  der  Eegel  2  als  Elassenkegel  in  die 
Doppellinie  a  ausgeartet.  Die  beiden  Tangentialebenen  durch  KiKr  an 
den  Eegel  2  fallen  zusammen,  und  zwar  in  die  Ebene 

^  =  ypy 

worin 

C08IJ 

Diese  Ebene,  die  wir  mit  V  bezeichnen  wollen,  schneidet  den 
Eegel  1  in  zwei  Halbstrahlen  OF^  und  OF^y  die  beide  den  Winkel  d 
mit  a  bilden.  OF^  ist  sowohl  als  OFi  wie  als  OFr  aufzufassen.  Man 
konstruiert  daraus  zwei  Punkte  F  und  F'  (die  Pix.p.,  Ps.fixp.,  L  oder 
r.  Ps.fix.p.  sein  können),  die  symmetrisch  zu  0  liegen.  LäM  man  a 
alle  Richtungen  durchlaufen,  so  beschreiben  I  und  F'  eine  flache: 
die  Schnittkurve  dieser  Fläche  mit  einer  Ebene  V  durch  KiKr  bekommt 
man,  wenn  man  a  nur  diese  Ebene  V  durchlaufen  ^st.  Diese  Eurve 
wollen  wir  jetzt  bestinmien. 

Als  Eoordinaten  in  der  Ebene  V  nehmen  wir  x  und  (>,  den  Ab- 
stand eines  Punktes  P  von  KiKr,  positiv  gerechnet,  wenn  P  hinter 
der  X-Z-Ebene  liegt.  Zieht  man  durch  Ki  eine  Linie  parallel  zu  OF^^ 
(bezw.  OPj)  und  durch  Kr  eine  Linie  parallel  zu  OF^  (bezw.  OJ-'j), 
so  findet  man  für  die  Eoordinaten  x,  q  des  Schnittpunktes  F  (bezw.  P"), 
wenn  OKr  =  k  ist, 

^«i(^{ctg(e-d)  +  ctg(e-f#)} 

9  {ctg  (5-  «)  -  ctg  (t+S))  «  ±  2Jc, 

unter  S  inmier  den  spitzen  Winkel  verstanden,  während  {^  der  Winkel 
zwischen  dem  hinter  der  X-Z-Ebene  gelegenen  Teil  von  a  und  der 
positiven  X-Achse,  auch  stumpf  sein  kann.  Nach  x  und  q  auflösend 
findet  man:  aiTi9^ 

±7  cos  2^  —  C08  2t 
Ä 7—;-^ 

8m2* 

Nun  ist  cos*  5  +  cos*  S  +  cos*  1?  =  1,  also  weil  cos  17  «  p  cos  d  ist: 

cos?g  +  (l+l)*)cos**-=l. 


Von  Frkd.  Schuh. 


397 


Hieraus ;  und  aus  den  Formeln  fBr  x  und  q  die  Gröfsen  g  und  8 
eliminierend^  findet  man  für  die  gesuchte  Schnittkurve: 

2         l+p»  (*»  —  ««)» 


!)•      *»  (1  +  i?*)  —  Ä* 


Fig.  6. 


Diese  in  Fig.  5  abgebildete  Eurre  vierter  Ordnung  ist  symmetrisch 
zur  rr-  und  (»-Achse;  sie  hat  in  Ki,  Kr  und  dem  unendlich  fernen 
Punkt  der  q  -  Achse 
Doppelpunkte,  in  denen 
die  sechs  in  der  Figur 
numerierten  Teile  der 
Kurve  zusammenhängen. 
Die  gewöhnlichen  Fixa- 
tionspunkte  liegen  auf 
dem  Teil  1,  die  Ps.fix.p. 
auf  dem  Teil  2;  auf  den 
Teilen  3  und  4  liegen 
die  r.  Ps.fix.p.,  und  auf 
den  Teilen  5  und  6  die 
1.  Ps.fix.p. 

Für  die  zur  (^Achse 
parallelen  Asymptoten  ist 

x^±hyi+p^]  für  die 
Schnittpunkte     mit    der 

(»-Achse:  p  =  ±  —  • 

Hieraus  sieht  man 
leicht,  wie  die  Kurve 
sich  abändert,  wenn  p 
von.  Null  bis  oo  an- 
wächst, d.  h.  die  Ebene 
V  sich  aus  der  horizon- 
talen in  die  vertikale  Lage  aufrichtet.  Für  p  =  0  zerfällt  die  Kurve  in  die 
beiden  doppeltzählenden  Geraden  durch  Ki  und  Kr  senkrecht  auf  der 
X-Achse,'  für  2>  =  oo  in  die  X-Achse  und  die  unendlich  ferne  Oerade, 
beide  doppeltgezählt.  In  beiden  Fällen  fallen  verschieden  numerierte 
Teile  der  Kurve  zusammen,  was  bedeutet,  dafs  ihre  Punkte  auf  zwei 
Weisen  (entsprechend  den  beiden  zugehörigen  Nummern)  als  Punkte  F 
aufzufeissen  sind. 

Dreht     sich     die    Ebene     V    um     KiKr,     so    beschreiben    die 
sechs  Teile  unserer  Kurve  sechs  entsprechend  numerierte  Teile  einer 
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Fläche^  deren  Gleichong  man  bekommt  durch  Elimination  Ton  ^  und 
p  aus: 


Dies  liefert: 


Fig.  6. 


Das  ist  eine  Fläche  sechster  Ordnung^  die  die  Eoordinatenebfflien 
KU  Symmetrieebenen  hat. 

Wenn   wir  nur   gewöhnliche  Fizationspunkte  in   Betracht  ziehen, 

interessiert  uns  nur  der  zur  X-T-  und 
7-Z- Ebene  symmetrisch  gelegene  Teil  1 
unserer  Flache  (abgekürzt  Fl.teil  1).  Dieser 
wird  durch  eine  Ebene  y  =  y^  in  einer 
Ellipse  geschnitten^  deren  grofse  (horizon- 
tale) Achse  konstant  ist^  und  zwar  gleich  Ij 
während  ihre  kleine  (vertikale)  Achse  yon 
Null  bis  k  wächst^  wenn  y^  yon  Null  bis 
oo  läuft.  In  grofser  Entfernung  Ton  der 
X>Z-Ebene  hat  der  FLteil  1  also  ungefähr 
die  Gestalt  des  Ereiscy linders  a:*  +  £*=i*; 
längs  der  Strecke  KiKr  und  der  Linien 
KiNi  und  Kr  Nr  durch  Ki  bezw.  Kr 
parallel  zur  positiven  F-Achse  steht  seine 
Tangentialebene  vertikal.  In  den  Knoten- 
punkten Kl  imd  Kr  hat  er  Ecken;  die 
Tangenten  in  Ki  etwa  bilden  einen 
Kreiskegel  (mit  dem  Winkel  \x)  durch 
Kl  Kr  und  KiNi]  der  FUeil  1  liegt  inner- 
halb dieses  Kegels.  In  Fig.  6  ist  dieser  Fl.teUy  der  mit  Ausnahme 
der  Strecke  KiKr  hinter  der  primären  Aquatorialebene  liegt^  abgebildet. 


8  6.    WindungSBinn  des  Horopters  bei  versohiedenen  lAgen  des 

Fizationspunktes. 

Lassen  wir  alle  Punkte  im  Baume  als  gewöhnliche  Fixationspunkte 
F  zu,  so  zerfällt  der  Horopter,  wenn  I  entweder  im  Unendlichen,  in 
der  Horizontalebene,  in  der  Yertikalebene,  oder  auf  dem  FLteil  1  liegt 
(Liegt  F  in  der  prinuLren  Aquatorialebene,  so  zerfällt  im  aUgemeinen 
der  Horopter  nicht.)    Aus  Kontinuitätsbetrachtungen  ist  es  klar,  dals 
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der  Horopter  seinen  Windungssinn  ändert^  wenn  F  eine  und  nur  eine 
dieser  im  Endlichen  gelegenen  Flächen  passiert.  (Für  die  Horizontal- 
und  die  Medianebene  sieht  man  dasselbe  noch  strenger  aus  der  Sym- 
metrie.) Für  die  unendlich  weite  Ebene  E^  kann  man  denselben 
Schlufs  nicht  ziehen;  denn  wenn  F  diese  Ebene  passiert^  und  gewöhn- 
licher Fixationspunkt  bleibt,  hat  man  es  nicht  mit  einer  kleinen  Ände- 
rung der  Oesichtslinien,  als  Halbstrahlen  aufgefafst,  zu  thun.  Vielmehr 
bleibt  beim  Passieren  Yon  E^  der  Windungssinn  des  Horopters  un- 
geändert,  wie  aus  dem  Verhalten  seiner  Windnng  in  den  verschiedenen 
Teilen  des  Baumes  hervorgeht.     Man  findet  nämlich: 

Liegt  F  (mfserhalb  des  Flächenteüs  1,  so  ist  der  Horopter  links  ger 
tüunden,  faüs  F  Irnks-dben  oder  reckts-unten;  rechts  gewunden^  faUs  F 
recktS'dben  oder  links-unten  liegt;  liegt  F  innerhalb  des  Flieüs  1,  so  ist 
es  gerade  umgekehrt. 

Liegt  F  auf  dem  Fl.teil  1,  so  haben  wir  es  im  allgemeinen  mit 
dem  Fall  G I  zu  thun  (Ausartung  in  eine  Hyperbel  und  eine  unendlich 
ferne  Gerade).  Liegt  jP  aber  gleichzeitig  in  der  Medianebene,  so  be- 
konmien  wir  den  Fall  GH  (die  Hyperbel  artet  in  zwei  Oerade  aus). 

Liegt  F  gleichzeitig  in  dem  Fl.teil  1  und  in  der  Horizontalebene, 
etwa  auf  der  Linie  KiNiy  so  wird  der  Horopter  unbestimmt.  Das 
Listingsche  Gesetz  bestimmt  die  Stellung  des  linken  Auges  dann 
nicht^  wohl  aber  die  Stellung  des  rechten  A.uges,  falls  F  im  Endlichen 
liegt.  Bei  der  Konstruktion  der  relativen  Augenstellung  liegt  ORr  in 
der  Horizontalebene  und  ist  bestimmt;  OHi  liegt  in  der  X-Z- Ebene, 
ist  übrigens  aber  beliebig.  Von  der  relativen  Drehungsachse  a  ist 
also  nur  zu  sagen ,  dafs  sie  senkrecht  auf  OHr  steht;  wählt  man  sie, 
80  ist  der  relative  Drehungswinkel  ß  bestimmt  (und  zwar  2^HiOHf)] 
dieser  Winkel  ist  am  kleinsten,  wenn  man  a  vertikal,  am  gröfsten 
(und  zwar  gleich  n\  wenn  man  a  horizontal  annimmt.  Wählt  man  a 
weder  horizontal  noch  vertikal,  so  zerfällt  der  Horopter  nicht;  wählt 
man  a  vertikal,  so  ist  ß^%,  und  man  hat  es  mit  dem  Falle  A  H 
(Ausartung  in  einen  Kreis  und  eine  Gerade)  zu  thun;  nimmt  man 
schliefslich  a  horizontal  an,  so  ist  ß  '^  ^,  und  man  hat  den  Fall  G I, 
wie  in  dem  Falle,  dafs  F  beliebig  auf  dem  Flächenteil  1  liegt. 

Göttingen,  Juli  1901. 
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Znr  Theorie  der  kleinen  endliclien  Schwingangen  von 
Systemen  mit  einem  Freiheitsgrad. 

Von  J.  HoRN  in  Clausthal. 

In  der  Theorie  der  kleinen  Schwingungen  von  Systemen  mit  einer 
endlichen  Anzahl  von  Freiheitsgraden  pflegt  man  sich  bei  der  Auf- 
stellung der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  auf  diejenigen 
Glieder  zu  beschranken;  welche  linear  in  den  Koordinaten  und  Ge- 
schwindigkeiten sind.  So  wird  die  Theorie  der  kleinen  Schwingungen 
auf  die  Integration  eines  Systems  linearer  Differentialgleichungen  mit 
konstanten  Koeffizienten  zurückgeführt;  in  diesem  Sinne  hat  sie  z.B. 
in  der  Dynamik  der  Systeme  starrer  Korper  von  Routh  (deutsch  Ton 
Schepp)  eine  eingehende  Darstellung  gefunden. 

Dabei  bleibt  allerdings  die  Frage  unbeantwortet,  wie  weit  die 
durch  die  linearen  Differentialgleichungen  definierte  Bewegung  als  an- 
genäherte Darstellung  derjenigen  Bewegung  gelten  kann,  welche  den 
nicht  linearen  Differentialgleichungen  der  Dynamik  in  ihrer  unyer- 
änderten  Gestalt  entspricht.  So  giebt  es  FaUe,  in  welchen  schon  bei 
der  Entscheidung  der  Frage,  ob  eine  Gleichgewichtslage  stabil  oder  in- 
stabil ist,  die  Beschränkung  auf  die  linearen  Glieder  nicht  zulässig  ist') 
Aber  auch  in  solchen  BlUlen,  in  welchen  über  die  Stabilität  einer 
Gleichgewichtslage  kein  Zweifel  besteht,  kann  es  wünschenswert  sein, 
die  in  der  Nähe  dieser  Gleichgewichtslage  erfolgende  Bewegung 
genauer  darzustellen,  als  es  durch  die  Integration  der  linearen  Differential- 
gleichungen geschieht.  Ansätze  zu  einer  solchen  genaueren  Darstellung 
kleiner  Schwingungen  finden  sich  schon  in  dem  erwähnten  Werke  von 
Routh*),  wo  die  Bewegungsgleichungen  vermittelst  einer  Methode 
fortgesetzter  Annäherungen  integriert  werden  und  aulser  der  durch  die 
linearen  Differentialgleichungen  dargestellten  ersten  Annäherung  noch 
eine  zweite  Annäherung  berechnet  wird.     Weitere  Untersuchungen  in 


1)  Vgl.  die  Kritik  der  Methode  der  kleinen  Schwingcmgen  in  der  „Theorie 
des  EreiselB*'  von  Klein  und  Sommerfeld  (S.  364—874),  ferner  die  UnterrachangeB 
über  Stabilität  von  Liapunoff,  welche  leider,  abgesehen  von  einem  in  Lionv. 
Joum.  1897  erschienenen  Aufsatz,  in  russischer  Sprache  erschienen  sind  und  worüber 
im  Jahrbuch  der  Fortschritte  der  Math,  für  1892  (S.  876}  und  1898/4  (S.  189S)  be- 
richtet ist. 

2)  Bd.  n,  S.  268  ff.  unter  der  Überschrift  „Zweite  Annäherungen".  Ygl.  auch 
Routh,  Stability  of  motion,  1877.  —  Auf  einige  andere  Arbeiten  wird  in  einem 
späteren  Aufsatz  über  Systeme  mit  mehreren  Freiheitsgraden  Bezug  zu  nehmen  sein. 
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dieser  Richtung  sind  allerdings  erforderlich;  ein  wichtiges  Hilfsmittel 
zur  exakten  Durchftihrung  derselben  bilden  neuere  Untersuchungen 
über  Differentialgleichungen^  wie  sie  von  Poincar^^)  in  der  Mechanik 
des  Himmels  angewandt  worden  sind  und  wie  man  sie  zum  Teil  im 
dritten  Bande  des  Traite  d' Analyse  von  Picard  dargestellt  findet. 

Im  Yorliegenden  Au&atz,  welcher  als  Einleitung  in  allgemeinere 
Untersuchungen  zu  betrachten  ist,  beschränke  ich  mich  auf  Systeme 
mit  einem  Freiheitsgrad  unter  der  Einwirkung  von  Kräften^  welche  von 
den  Koordinaten  und  Geschwindigkeiten  abhängen^  aber  nicht  als  lineare 
Funktionen  betrachtet  werden.  Ich  mache  über  die  Kräfte,  sowie  über 
die  Anfangslagen  und  Anfangsgeschwindigkeiten  solche  Voraussetzungen, 
dsJa  kleine  (ungedämpfte  oder  gedämpfte)  Schwingungen  um  eine  Lage 
stabilen  Oleichgewichts  entstehen.  Unter  der  üblichen  Beschränkung 
auf  die  linearen  Glieder  findet  man  die  im  Folgenden  behandelten 
Gegenstände  z.  B.  in  der  ,,Dynamik  diskreter  Massenpunkte'^  von 
Helmholtz  (herausgegeben  yon  0.  Krigar-Menzel)  elementar  und 
ausfOhrlich  dargestellt.  Unter  den  allgemeinen  Annahmen  über  die 
Kräfte,  welche  der  folgenden  Untersuchung  zu  Grunde  liegen,  ergeben 
sich  unendliche  Reihen  zur  Darstellung  der  Schwingungen;  mit  deren 
Hilfe  werden  dieselben  Fragen  untersucht,  welche  unter  einfacheren 
Voraussetzungen  in  der  erwähnten  elementaren  Bearbeitung  behandelt 
sind.*) 

Erster  Abschnitt. 

§1- 

Wir  betrachten  ein  System,  dessen  Lage  durch  eine  einzige 
Koordinate  x  bestimmt  ist  und  dessen  Verbindungen  nicht  Yon  der 
Zeit  t  abhängen.  Bei  passender  Wahl  von  x  erscheint  die  lebendige 
Kraft  in  der  Form  /dx\^ 

^=i©-') 

1)  Las  m^thodes  nouvelles  de  la  M^canique  Celeste. 

2)  Von  Kräften,  welche  die  Zeit  explizite  enthalten  (erzwungene  Schwingungen), 
wird  im  Folgenden  abgesehen. 

-T- 1  ,  wo  ^  eine  positive  Funktion  von  x  ist.    Durch 
die  Substitution  i=.fYWx)dx  erhält  man  T=|(^j  .    Ist 

o 

in  eine  für  hinreichend  kleine  Werte  von  \x\  konvergente  Potenzreihe  entwickelbar, 
so  gilt  dasselbe  für  £: 

Z«itMhrift  f.  Mathematik  n.  Physik.  47.  Band.  1902.  8.  n.  4.  Heft.  26 


\x 
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Die  Yon  den  E!nLften  bei  der  Yerrückung  dx  geleistete  Arbeit  sei 
Qdx,  wo  ^  =-  «lo;  +  (vc»+  a,ic»  + . . .;    a^<0 

in  eine  Potenzreihe  entwickelbar  sei;  welche  für  hinreichend  kleine 
Werte  von  \x\  konvergiert.  Dann  ist  die  Lf^e  x  =  0  eine  stabile  Gleich- 
gewichtslage. Das  Prinzip  der  lebendigen  Eitift 

dT=  Qdx 

ergiebt  die  Differentialgleichung 

dt*       ^^ 

welche  die  Form  der  Differentialgleichung  ftir  die  gradlinige  Bew^ong 
eines  einzelnen  Massenpunktes  hat  und  welche  wir,  indem  wir  a^  =  —  l 
annehmen^),  in  der  Form  schreiben: 

(A)  d?  +  ^  ""  "^(^^  ^  ^*^*  +  ^»^'  "*"•••• 

Durch  Integration  erhalt  man 

X 

g*)'+«»=c'»+2y>(^)d: 

O 

wobei  c'^(c''>0)  die  Integrationskonstante  ist.     Hieraus  folgt 

Die  äufsersten  Lagen  a;  =  c(c>0)  und  x^c(c<,0),  in  welchen 
^  —  0  ist;  ergeben  sich  als  Potenzreihen  von  c'^  welche  für  hinreichend 
kleine  Werte  von  c    konvei^eren: 

c  -  c'+ ia,c'»  +  01  + i«,)c"  + . . ., 
c  =  -  c' +  iojc'»  -  01+ >,)  c'»  + . . .. 

Wir  stellen  auch  c'  und  c  ab  Potenzreihen  der  Amplitade  e  dar, 
welche  für  hinreichend  kleine  Werte  von  c  konrei^ent  sind: 

c' =  c  -  l«sc»  -  (n«J  +  4  ««)«*  +  ••  V 
c  •=  —  c  +  |a,c»  —  ^a\<?  + . . .. 

dsc 

Wir  nehmen  an,  für  ^  =  0  sei  a:  ==  c,  ^  =  0.  Die  durch  diese 
Anfangsbedingungen  definierte  Lösung  x  der  Gleichung  {A)  bleibt  \m 


1)  Man  erreicht  dies  dadurch,  dafs  man  ty —  Oj  mit  t  bezeichne! 
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einem  Zeichenwechsel  von  t  ungeändert,  da  sowohl  die  Differential- 
gleichung als  auch  die  Anfangsbedingungen  ungeändert  bleiben^  wenn 

man  ^  in  —  ^  verwandelt.  Demnach  erscheint  x  als  gerade^  -^-  als  un- 
gerade Funktion  von  t.  Die  Lage  x  =  0  werde  zur  Zeit  t=  m^  zum 
ersten  Mal  erreicht,  und  zwar  mit  der  Geschwindigkeit  jt  =  —  c'. 
Bezeichnet  man   die  zum  Übergang  aus  dieser  Lage  in  die  äuTserste 

—  _      dsc 

Lage    rc  =  c    erforderliche   Zeit   mit   oj,,    so   hat   man  x  =  c,    ^=0 

für  ^  =  ©1  +  ©2  =  CO.  Setzt  man  ^  —  co  «  ^',  so  geht  die  Gleichung  (Ä) 
über  in 

diß 

die    durch   die   Anfangsbedingungen   ^'=0,    x^c,    dF^^  definierte 

Lösung  bleibt  bei  einem  Zeichenwechsel  von  t'  ungeändert.  Demnach 
hat  unsere  Lösung  x  von  (Ä)  für  ^  =  ai  +  t(0<t^(D)  denselben  Wert 

wie  för  ^  =*  oj  — - 1,  während  -jr  für  diese  beiden  Werte  von  t  entgegen- 
gesetzt gleiche  Werte  annimmt.    Für  ^  =  o  -{-  o^  hat  man  also  x  =^0, 

dx  dx 

-VT  =  c\  und  fQr  ^  =  2©  ist  a;  ==  c,    jt  =  0-    Da  ^laii  för  ^  =  2(d  die- 

dx 

selben  Werte  von  x  und  -jr  hat  wie  füx  t^O,  so  ist  die  Bewegung 
periodisch;  die  Dcmer  einer  Schmngung  ist  2o7.^) 

§2. 

Wir  wollen  sowohl  den  Wert  der  Koordinate  x  zvi/r  Zeit  t,  als  auch 
die  halbe  Schtvingungsdauer  o  als  Funktion  der  als  Mein  vorausgesetisten 
Ampliiude  c  darstellen. 

Die  durch  die  Anfangswerte 

bestimmte  Lösung  x  der  Gleichung  {ÄJ  läfst  sich  nach  einem  Satze 
von  Poincar^*)  in  eine  Potenzreihe  von  c 

X  =  c<pi{t)  +  c^(p^{t)  +  c^Vzi*)  +  . . . 


1)   Beschränkt    man    sich    auf  das   lineare   Glied   in   der  £]ntwicklung   der 

n 
2 


7C 

Kraft    §,    setzt    man    also    JP(a;)  =  0,    so    ist  a;  =  ccos*,    also    Oj  =©,  =  -, 


o>s=9r,  so  dafs  die  Schwingnngsdaner  gleich  2n  ist. 

2)  Poincar^,  Möc.  c61.  Bd.  I,  S.  68.  —  Picard,  Trait^  d'Analyse  Bd.  lU, 
S.  167. 

26* 
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entwickeln,  welche  nach  Festlegung  einer  beliebigen  oberen  Grenze  U 
für  die  Zeit  t  konvergiert,  wenn  |e|  unterhalb  einer  (von  to  abhängigen) 
Grenze  r  bleibt.     Setzt  man  nämlich 

so  geht  die  Gleichung  {Ä)  über  in  das  System 

mit  den  Anfangsbedingungen 

f  =  0,    5  =  0,    1^-0, 

auf  welches  sich  der  Poincar^sche  Satz  immittelbar  anwenden  lä&t; 
aus  dem  yon  Poincare  a.  a.  0.  gegebenen  Eonvergenzbeweis  lä&t  sich 
auch  ein  Wert  für  r  entnehmen.^) 

Für  ^  c»  0  hat  man 

9i^h     %  =  0,     9>,  =  0, . . . 

9i=0,      92  =  0,      98=0,.... 

Durch  Einsetzung  der  für  x  angeschriebenen  Reihe  in  die 
Gleichung  (Ä)  und  durch  Vergleichung  der  Koeffizienten  der  ver- 
schiedenen Potenzen  von  c  erhalt  man  zur  Bestimmung  von  9,,  ip^ 
93,  ...  die  Differentialgleichungen 

9»  +  9«  =  ^<h9i9$  +  «89>J; 


1)  Die  Konvergenz  ist  gleichmäfsig  für  O^f^t^  und  für  |cKr.  —  Nach 

Poincar^,  a.  a.  0.  S.  60  ist  unsere  Reihe  für  x  sicher  konveigent,  wenn  die 
dort  mit  8  bezeichnete  Gröfse  als  Potenzreihe  von  c  konvergiert.  8  wird  durch 
Auflösung  einer  quadratischen  Gleichung  zunächst  als  Potenzreihe  von 


(1  +  cy 

gefunden,  welche  konvergiert,  wenn  der  absolute  Betrag  dieser  Gröfse  kleiner  als 
^  ist.  Hieraus  ist  ersichtlich,  dafs  r  um  so  kleiner  wird,  je  gröliser  msn 
t^  annimmt. 
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Unter  Berücksichtigung  der  obigen  Anfangsbedingungen  findet  man 
(Pi  =  cos  t, 

9>8  =  6  ^(3  —  2  cos  ^  —  cos  2t), 
9i^-  W2  +  (m^2  +  h^) cos t  +  |aj  cos 2t  +  (^aj  -  ^a^) cos 3^ 

q>i  ==  —  sin  ^, 

9>i  =  8  ^  (^"^  ^  +  sin  2t), 

9i  =  (i^«J  +  B«8)  sin  f  -  lajsin  2t  -  (iaj  -  ^a,)  sin  3« 

•  •  •  •  ••••••••  •■.•.•fk 

Zur  Berechnung  von  o  beachten  wir,  dafs  für  ^  =  co  ^  =  0,  also 

<pi(cj)  +  C9?i(a))  +  cVi((D)  +  ...=-  0 

sein  mufs.     Setzt  man  (o  =  x+  €,  so  wird 

(pi(o))  =  sin «  =  «  +  0  •£*  +  •• ., 

9^i(p)  =  i<h{—  sin£  +  sin2£)  =  |a,«  + ..., 

93(0) 5r(i>l  +  1^8)  +  ... 

u.  s.  w.     Aus  der  Gleichung 

s  +  \a^C€  -  st(^al  +  l^s)^^  + . . .  =  0 

berechnet  man  s  als  Potenzreihe  von  c,  welche  für  hinreichend  kleine 
Werte  von  |  c  \  konvergiert.  Man  findet  für  die  halbe  Sckwingungsdauer 
die  BeihenenttmcMtmg 

«0  =  Ä  +  Ä(^aJ  +  ^a^)c^+  . . .. 

Ahnlich  findet  man 

0^1  =  1  +  fö^aC  +  [ä(j>J  +  ^a,)  -  |aj]c«  +  . . ., 
indem  man  beachtet,  dafs  für  t  ^^  to^  x  ^0  ist.    Aus  Og »  cd  —  (Dj  folgt 
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§3. 
Führt  man  an  Stelle  von  t  die  neue  Veränderliche 

u  ^^  -t 

ein,  BO  wird  x  eine  periodische  Funktion  yon  u  mit  der  Periode  2%. 
Die  Differentialgleichung  (Ä)  geht  über  in 

(AO  ^,1^,  +  x^  a^x'+  a^^+,,.] 

es  besteht  eine  konvergente  Entwicklung  von  der  Form 

deren  Koeffizienten  X^,  X^y  ...  im  Folgenden  berechnet   werden,  olme 

dals  die  in  §  2  hergeleitete  Reihe  für  o  benutzt  wird.     Die  durch  die 

Anfangsbedingungen  ^^ 

w=.0,    x=^c,    ^-«0 

definierte  Lösung  x  von  {Ä')  ist  nach  dem  bereits  benutzten  Satze  Ton 
Poincare  in  eine  Potenzreihe  von  c 

entwickelbar,  welche  für  hinreichend  kleine  Werte  von  \c\  konvergiert. 
Wegen  der  Periodizität  von  x  ist 

oder 

^C\i,r{u  +  2%)  -  *.(tt))  =  0; 

da   der  Koeffizient   von  c^  in   dieser  Potenzreihe   verschwinden  mufs, 

d.  h.  ^j,  ^,,  ^89  -  *  *  haben  die  Periode  2%. 

Durch  Einsetzen  der  obigen  Reihe  in  die  Gleichung  (J.")  und 
Vergleichen  der  Koeffizienten  von  c,  c*,  c', . . .  erhält  man  für  ^i,  ^„  ^j... 
die  Differentialgleichungen^) 

^i'+^i  =  0, 

^2  +  *2  =  Oj^J? 

^3'  +  ^8  -  -  ^^i'+  20,^1^,  +  «j^J  =  2  OjV'i^s  +  «s*;  +  i,*i, 


1)  Darin  ist  t,,'»^,,,,"«^. 
'  ^       du    ^       du^ 
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und  zwar  ist  für  u  =  0 

^1  =  1;    ^2  =  0,     ^3  -=  0, . . . 
^i«0,    ^2«0,    V'3==0, .... 

Man  findet  zunächst 

^1  =»  cos  «, 

^2  =  ja|(3  —  2  cos  w  —  cos  2u), 

Die  dritte  Differentialgleichung  lautet  nun 

*8  +  ^s=--i«l  +  (^  +f  »J  +  -|«8)co8M-  ia|  cos2m  +  (ia3-i«a)<^ö83M; 

damit  ^3  eine  periodische  Funktion  wird,  mufs  der  Eoe£Bzient  von  cosu 
verschwinden,  woraus  sich 

^  -  -  (l«l  +  !«.) 

ergiebt;  nunmehr  erhält  man 
^3  =  -  |aj  +  {^al  +  iia^)co&u  +  ja*  cos  2u  +  (^aj  -  ^aj)  cos  3m. 

Allgemein  ist 

^^  =  -4q^  +  -4^^  cos  M  +  A^^  cos  2m  +  ...  +  Äj^^  cos  Am. 

Zum  Beweise  nehmen  wir  an,  ^1,  . . .  ^y_i  seien  in  dieser  Form 
berechnet,  und  es  seien  ilj, ...  X^_^  gefanden.  Die  zur  Bestimmung 
von  ^y  dienende  Differentialgleichung  ist  von  der  Form 

Mit  Benutzung  der  Formel 

cos  mu  cos  nu  ==  J-  cos  {m  —  n)u  +  J  cos  (m  +  n)u 

erhält  man  für^  f^^a'^a"  •  •  •  ®^®  Summe  von  Gliedern  von  der  Form 

Acosfiu{ii^v)]  fQr  ^'_s  hat  man  eine  Summe  von  Gliedern  von 
der  Form  A  cos  iiui^fi^v  —  2)vi,  s.  w.  Wir  schreiben  unsere  Differential- 
gleichung 

i^'^+t,-^ov+  (K-i  +  SliJcosM  +  3l2,cos2M+  . . .  +31^  cos  t/M, 

worin  2loy,  SKj^,  . . .  bekannt  sind.     Damit  ^^  periodisch  wird,  mufe 

sein.     Man  erhält  nun 

tv  ==  -^Or  +  -4i^  COS  M  +  .  .  .  +  Ä^^  COS  VM, 

wo 
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ist;    die  Bedingung  tl/y(0)  =  0   ist  von   selbst  erfüllt^    die  Bedingung 
^^(0)  =  0  ergiebt 

Insbesondere  ist  auf  Gfrund  der  Ausdrücke  f&r  ^^^  tl;^,  ^,: 
Aqi  =  0,  j1h  =  — 1; 

^8  ^  ~  8^2?    -^18  ~  iüS  "I"  82^8?    -^8  ==   9  ^2?    ^^88  ^  48^8  ~"  32^- 

Demnach   ist   die  Koordinate   x   in    eine  Potenereihe  der  Meinen 

Amplitude  c  entwickelt,  welche  periodische  Funktionen  von  u==-t  mü  der 
Periode  2%  zu  Koeffizienten  ha^. 

§4. 

Als  gerade  periodische  analytische  Funktion  ron  u  mit  der  Periode 
23t  läfst  sich  X,  falls  \c\  unter  einer  gewissen  Grenze  bleibt^  in  eine 
trigonometrische  Reihe 

a;-|^+^^„cosnM 

n=l 

entwickeln^  welche  für  alle  Werte  yon  u  unbedingt  und  gleichmalsig 
konvergent  ist.^)     Man  hat 


jt 


'-V' 


-4.„=-  I X  cosnudu] 


wenn  man  für  x  die  in  §  3  hergeleitete  Reihe 


X 

^=1 


setzt;  welche^  wenn  \c\  unterhalb  einer  gewissen  Grenze  r  liegt,  für 
alle  u  gleichmäfsig  konvergiert,  so  hat  man  für 


00  » 

Ä^=^^c^ '  -  lilf^(u)coBnudu 


eine  für  !c|<r  konvergente  Potenzreihe  von  c.    Setzt  man  für  ^,  den 
in  §  3  aufgestellten  Ausdruck 


m=0 


1)  Vgl.  Poincarö  a.  a.  0.  S.  64. 
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ein  und  beachtet  mao^  dafs 


TS 

~  I  COS mu  cos nudu  =  0    (m^n) 
2  f     ^       .        fl  für  n>0 


7t  r 


2  far  n«0 


iA 

nv 


ist^  so  erhält  man 

A^  fiir  i/>  n 
0     „    1/  <  n. 

u 

Demnach  ist 


^/^*(«) 


cosnue^M  = 
ö 


und  folglich 


OD 


+  (c  —  |ac*  +  (^a*  +  j^a,)^«  + . . .)  cos  u 
+  (-?^c'+-|«l^+--0cos2tt 

Hiermit  ist  x  in  eine  nach  Kosinus  der  Vielfachen  von  u  =  -t  fort- 
schreitende Beihe  entwickelt,  welche  Potenzreihen  der  kleinen  Amplitude  c 
sm  Koeffizienten  hat.  Diese  trigonometrische  Reihe  geht  aus  der  in  §  3 
aufgestellten  Reihe 


00  " 


X  ^^C*' '  y  ^n»  ®^8  ^^ 

durch  Umstellung  der  Glieder  hervor.') 


1)  Eorteweg  (Arch.  nderl.,  Ser  2,  Bd.  1)  zeigt  ohne  EonvergenznnterBiicliiing, 
wie  sich  eine  Beihe  von  dieser  Form  ans  der  Differentialgleichung  herleiten  läfst 
(auch  für  mehrere  Freiheitsgrade).    . 

2)  Als  einfaches  Beispiel  zum  ersten  Abschnitt  kann  das  nach  der  Differential- 
gleichmig  ^.^ 

-T-s  =  —  —BUiX 

dt^  l 

schwingende  Pendel  dienen,  welches  zwar  vermittelst  elliptischer  Funktionen  be- 
handelt werden  kann,  auf  welches  aber  anch  die  oben  hergeleiteten  Formeln 
unmittelbar  Anwendung  finden,  wenn  man  die  Pendelgleichung  in  der  Form  schreibt: 

d*x  aj'      rc* 

.2^  3!        61  ^ 


in-') 
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Zweiter  Abschnitt. 

§5. 
Wir  gehen  zur  Betrachtung  gedämpfter  Schwingungen  über.    Die 
Kraft  Q  hange  nicht  nur  von  x,  sondern  auch  Ton  x'  =  ^f  ab;  es  sei 

Q  =  -x'x-2Xx'  +  F{x,  x'), 
wo 


F{x,  X')  =^F,(x,  X') 


n»8 


in  eine  für  hinreichend  kleine  Werte  von  |a;|,|a;'|  konvei^ente  Potenz- 
reihe  entwickelbax  ist  und  unter  F^(x,  x')  ^e  Gesamtheit  der  Olieder 
nter  Dimension  verstanden  wird;  wir  setzen 

F^^ax^  +  2ßxx'+yx'^, 
Die  Bewegungsgleichung 

stellt^  wie  wir  sehen  werden^  gedämpfte  Schwingungen  um  die  Gleicb- 
gewichtslage  x  ^0  dar,  wenn  wir  x  und  X  reell  positiv  und  x  >  i 
annehmen.^) 

Unter  Vernachlässigung   der  Funktion  F  haben   wir   die  hneare 
Differentialgleichung 

welche,  wenn  x'  —  A^ » /t^  gesetzt  und  die  Anfangsbedingungen 

x  =  c,    ^  =  Ofilr^«0 

vorgeschrieben  werden,  die  Losung 

X  =^  ce^^^  (cos  fit  +  -  sin.  (itj 

—  =«  0  j  werden  zu  den  Zeiten 

t  =  —      (*=0,  1,  2 . . .) 


erreicht;  die  Ausschläge 

a;  =.=  cjk  =  (—  l)*ce    ">      (*=o,  1,  j . . .) 


— *7r 


1)  Der  Fall  x  <  X  wird  in  §  8  behandelt. 


Von  J.  HoBH.  411 

bilden  eine  fallende  geometrische  Reihe.    Setzt  man  ^a*^  kit— 1|  +  I^aI; 
so  ist 


log  «+ '  =  log  1^ «? 

^      8k  ^       \Ck\  l 


das  logarithmische  Dekrement.    Durch  die  Lage  x^O  geht  das  System 
zu  den  Zeiten 

^  =  rH (*=i,  2,...), 

wo  r  diejenige  Wurzel  der  Gleichung 

tg  /tr  =  5 
ist;  welche  der  Bedingung 

0<fir<f 

genügt.     Die  Geschwindigkeiten  in  der  Lage  x^Oy  d.  h.  die  Werte 

-rr  nlr  t  ^t  A 

dt  '    ft 


ci  von  -TT  für  t^x-\ sind  dargestellt  durch 


— 2r  — *«i 

Ci  =  (—  l)*cc      *^        ^       <*=*'  *'  •  •  •); 

sie  bilden  ebenfalls  eine  fallende  geometrische  Reihe. 

Um  nun  die  Bewegungsgleichung  {B)  ohne  Vernachlässigungen 
zu  integrieren^  benutzen  wir  einen  ebenfalls  von  Poincare  herrührenden 
Satz.^)     Die  quadratische  Gleichung 

hat  die  beiden  konjugiert  komplexen  Wurzeln 

Durch  die  Substitution 


geht  das  System 


x^  =^  —  m^x    x^  =  X  —  m^x 


di^^ 


dx 
li 

dx^ 

dt 


über  in 


^'-tc^x-2kx+F{x,  x) 


1)  Poincarä,   Thfese   (Paris  1879).  —  Picard,   Trait^  d'Analyae,   Bd.  m, 
Kap.  1. 
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wo  2^  als  Potenzreihe  von  x^,  oc^  darzuBtellen  ist^  in  welcher  die  Glieder 
Yon  geringerer  als  der  zweiten  Dimension  fehlen.  Nach  dem  erwähnten 
Satze  bestehen  die  Entwicklungen 

x^ = ^^'  +  ^{A^',  A^\ 

wo  A^^  A^  Integrationskonstante  und  ^^^  ^  Potenzreihen  der  beigefügten 
Argumente  mit  Gliedern  von  mindestens  zweiter  Dimension  sind,  welche 
konvergieren,  wenn  die  absoluten  Beträge  von  ^di^»',  -4,c^'  gewisse 
Grenzen  nicht  überschreiten.     Setzt  man 

— — ^^—  5SSS    — i-    =     C  -^  -_     -^      _-     p 

mj  — w,       2»/t         *'     mj — w,       2»fi         *'• 
SO  hat  man 

*  -  $^ = ^1«^'+  ^«^'+  *(^i<^*'  ^»«^' 

wo  ^  und  $  Potenzreihen  mit  Gliedern  von  mindestens  zweiter 
Dimension  sind. 

Wir  bet^M^hten  die  durch  die  Anfangsbedingungen 

«  =  0,    x  =  e,    ^  =  0 

bestimmte  Losung  der  Differentialgleichui^  (£).    Aus  den  Gleichnngen 

c  ^  C^+ C^+ '^{C^,  C,), 

ergeben  sich  C^,  C,  als  Potenzreihen  von  c  (ohne  konstantes  6hed), 
welche  fSr  hinreichend  kleine  Werte  von  \c\  konvergieren: 

Die  Reihe 

läfst  sich  als  Potenzreihe  der  Argumente  c,  e^^',  6^'  auffassen: 

da  I  c^i'  I  =  I  ß^*  I  =e-^'  für  alle  positiven  Werte  von  t  kleiner  als  1 
ist,  so  ist  diese  Reihe  für  ^  .^  0  konvergent,  wenn  man  |  c  \  hinreichend 
klein  annimmt. 
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Die  Entwickelang  nach  Potenzen  von  c  ergiebt 


-^c^V^if), 


X 

»«1 


wo  9,  eine  ganze  Funktion  t/ten  Grades  von  d^^^y  e^^  ohne  konstantes 
Glied  bedeutet.     Insbesondere  ist 

V^ ^>H-\  '    ^'(cosfi^+-sm^<). 

Der  Funktion  (p^  können  wir  die  Form  geben: 

9^«^«"*^'(^C08Jfi^  +  -Bsing^f),        (p-l,...r;j=p.j-2,p-4;...>0) 

worin  A  und  B  reelle  Zahlen  sind. 

Zunächst  ist  nämlich  9^  eine  Summe  von  Gliedern 

mit  konstanten  Koeffizienten.     Ein  solches  Glied  zerfallt^   wenn  man 

v^—v^=^p^2v^^q  setzt;  in  die  beiden  mit  konstanten  Koeffizienten 

multiplizierten  Ausdrücke  ^■"''^'cosgiit^  und  e"'''^'singft^.     W.  z.  b.  w. 

In    der    oben    für    x    aufgestellten   Potenzreihe   von   c,   e^',   6^' 

setzen  wir 

e»h*  »  ß— ^*cos/t^+  ie""*'sinftt, 

^'  =  c^-^'cosfi^  —  ie""'*'sin|[t^. 

Dadurch  wird  x  eine  Potenereihe  von  c,  e^^^cosfity  e^^'sinfjLt,  welche, 
wenn  \  c  \  hinreichend  Mein  ist,  für  f^O  konvergiert: 

X 


c(e""^'cosfi^  +  — c^-^'sinfin  + 


X 

Man  kann  diese  Beihe  unmittelbar  aus  (B)  nach  der  Methode  der 
uBbestinmiten  Koeffizienten  herleiten. 

§6. 
Durch  Einsetzung  der  Reihe 

X  =  C(pi  +  c'9>g  +  •  •  • 

in  die  Differentialgleichung  (B)  und  Vergleichen  der  Koeffizienten  von 
c,  c^f  . . .  erhält  man  die  zur  Bestinmiung  von  <pi(t),  tp^ifjj . . .  dienenden 
Differentialgleichungen 
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mit  den  Anfangsbedingungen 

9,(0) -1,    9»(0)-0,  ... 
9i'(0)  =  0,    9,(0)  =  0,... 


Zonachst  ist 


9i  =  e~^'  IcoBiJtt  H — sinfiH, 


X« 


g>'i  = e~^*Bin.(it. 


Setzt  man 


w  «.  «(ft'  -  ^')  +  g|?«'^  +  r*^      5ß  _  «^  -  j?x'      g  _  »«(«  -  2pi  +  r«*) 

SO  lautet  die  zweite  Di£PerentialgleiclixiDg 

q>l  +  2A9;  +  x>g  =  e-«^'(«cos2^^  +  SB  sin  2^^+  6); 
ihr  allgemeines  Integral  ist 

tp^  r=c-*^*(jlcos2/tf +  5sin2/i^+  C)  +  ^-^'(Acos^^  +  Bsinft^) 
mit  den  Koeffizienten 

die  Bedingungen  ^%{0)=^^f   9^2 (^)  ^  ^   ergeben  fär  die  Integrations- 
konstanten  A^  B  die  Werte 

A  =  -^-C,     B-(^  +  C)--25. 

So  fortfahrend^  findet  man  tp^j  <p^f  ... 

Damit  ist  z  als  PotenzreOie  der  anfänglichen  Ämpliiude  c  dargestdU, 
deren  Koeffizienten  oms  trigonometrischen  und  Exponentialfunktionen  der 
Zeit  t  gusammengesetet  sind.  Diese  Reihe  ist  fär  alle  ^  ^  0  konvergent^ 
wenn  |  c  |  unterhalb  einer  gewissen  Grenze  Uegt. 

Wir  suchen  die  Zeiten 

zu  welchen  das  System  eine  äufserste  Lage  erreicht^  für  welche  •ji'^^^ 
ist.    Die  Gleichung 

wird,  wenn  man 

setzt  und  die  Gleichungen 

viC*)  -  91  (f  )  e*  +  •  •  •,    «Pi(<t)  =  vi (f )  +  •  •  • 
beachtet, 

h9i  (y)  +  «9';  (y)  + 0 . 


Von  J.  HoRM. 


415 


Daraas  berechnet  man  t^  und  somit  auch  t/^  als  Potenzreihe  von  c: 


tt  = 


kn 


hierin  ist 


—  iÄ 


h  . 


Für   die  aufeinander   folgenden  Amplitaden  Cj^  (Jk»=o,  i,  2 . . .)  d.  h. 
for  die  zu  ^ »  tj^  gehörigen  Werte  von  Xy  hat  man 

und,  wenn  man 
dann  ist 

^.  (7)  =  (- 1)*'' 

Für  ^  =  <4  ist  a;  =  Cj^,  'dt^^'    Durch  die  Substitution  ^  —  ^^^  =  t 

wird  in  {B)  nur  die  unabhängige  VeriLnderliche  t  durch  t  ersetzt.    Die 

Lösung  mit  den  Anfangsbedingungen  t  =»  0,  x  =^  c^,  ^  "==  0  erreicht  das 

nächste  Extremum  x  ^  Ck^i  zur  Zeit  t  »  4+i  —  ^it*  Ersetzt  man  also 
in  den  obigen  Formebi  Cq==  c  durch  c^,  so  geht  q  in  Cjt-f.i  und  ^  in 
tk^i  —  tk  über;  man  hat  also 


.  »iO 


'""'"'"k© 


Ca  + 


Wir  geben  schliefslich  noch  die  Zeiten 


(*«!,«,  S,...) 


an^   zu  welchen  das  System  durch  die  Lage  x  ^0  geht,  und  die  zu- 


dx 


gehörigen  Werte  ci  von  ^ : 


dt 


kn 


'■(•+7) 


"-'*",iC  +  7) 


c  + 


Ct''C(p^(t+  jj  +  c" 


^('+'f)- 


'i'('  +  V')'-('  +  7) 


.;  (.  +  'i) 


+ 
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mit  den  Anfangsbedingungen 

9i(0)  =  l,    9,(0)  =  0,  ... 

y;(0)  =  o,  v;(0)  =  o, ... 


Zunächst  ist 


9i  =»  c^^Mcosftf  H — sin/itn, 


X» 


Setzt  man 


w  ==  «(ft'  -  ^*)  +  gP*'^  +  y*'     5B  _  «^  -  Pi»'     g  _  n'(«  -  2ßx  +  r»') 

SO  lautet  die  zweite  Di£Perentialgleichung 

Vt  +  2A9i  +  «Vi  -  e-*^'(«cos2^^  +  a3sin2/if  +  ß); 
ihr  allgemeines  Integral  ist 

(p^  «  e-«^'(^cos2^^  +  -Bsin2|[tf  +  C)  +  e-^*{kcoB(it  +  Bsin/^O 
mit  den  Koeffizienten 

die  Bedingungen  (p%{0)^0,   9^2(0)  »»  0   ergeben  für  die  IntegrationB- 
konstanten  A,  B  die  Werte 

A Ä-C,     B^{Ä  +  q--2B. 

So  fortfahrend^  findet  man  <p^j  g>^,  ... 

Damit  ist  x  als  PotenzreOie  der  anfänglichen  Amplitude  c  dcurgestdU, 
deren  Koeffizienten  oms  trigonometrischen  und  ExponentiaifunMcnen  der 
Zeit  t  eusammengesetzt  sind.  Diese  Reihe  ist  fär  alle  ^  ^  0  konvergent, 
wenn  |  c  \  unterhalb  einer  gewissen  (Frenze  liegt. 

Wir  suchen  die  Zeiten 

zu  welchen  das  System  eine  äufserste  Lage  erreicht^  für  welche  jT  ==  ^ 
ist    Die  Gleichung 

9p;(o + c9>,(<o  +  — 0 

wird,  wenn  man 

setzt  und  die  Gleichungen 

beachtet, 


Von  J.  Hohn. 


415 


Daraus  berechnet  man  s^^  und  somit  auch  tj^  als  Potenzreihe  yon  c: 


tk 


92 


r/*Jf* 


(?) 


„/Ä?« 


c  + 


91 


hierin  ist 


91 


(V") 


l'^-C-i)"*'»'« 


Für   die  aufeinander   folgenden  Amplituden  Cj^  (i»o,  i,s...)  d.  h. 
för  die  zu  ^  =  tj^  gehörigen  Werte  von  Xy  hat  man 

und^  wenn  man 

setzt;  ,  - 

darm  ist 

Für  ^  =  ^i  ist  a;  =  Cjt,  ^  =  0.     Durch  die  Substitution  ^  —  ^j^  =  t 

wird  in  {B)  nur  die  unabhängige  Veiünderliche  t  durch  t  ersetzt.    Die 

Lömmg  mit  den  Anfengsbedingungen  t  =  0,  a;  =  c„  ^  =  0  erreicht  das 

nächste  Extremum  x  =^  Cu^i  zur  Zeit  i^^tk^i  —  tk.  Ersetzt  man  also 
in  den  obigen  Formeln  Cq  =  c  durch  c^^,  so  geht  q  in  Ci.4.1  und  \  in 
4+1  —  ^jt  über;  man  hat  also 

Cjfc  +  i  =  Ca9i  (J)  +  cf^s  (J)  +  •  •  •; 

»0 


4-f-: 


9« 


C*  + 


Wir  geben  schliefslich  noch  die  Zeiten 


(*=.i.  2, «,...) 


an^   zu  welchen  das  System  durch  die  Lage  x  =^0  K^^^  ^^<1  die  zu- 
gehörigen  Werte  c*  von  ^: 

Jfe«      9>i  (*  +  -^) 


f* 


»i  (. + ^") 


ci  =  c<p[  (r+  j)  +  <^ 


^^L  +  ^) }^ tl^ tl 


+ 
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eiU;  so  haben  wir  die  DifPerentialgleichung 

d  X 

worin  das  Zeichen  +  oder  —  gilt,  je  nachdem  -jr  negativ  oder  positir 

ist.  Wenn  wir  noch  a  so  klein  voraussetzen,  dafs  x  >  A  wird,  so  gelten 
die  allgemeinen  Formeln  mit  den  Werten 

§8. 

Es  sei  jetzt  x  <X  (Fall  der  sog.  aperiodischen  Bewegung).    Die 

Gleichung 

m«  +  2Am  +  x*  «=  0 

hat  jetzt  zwei  reelle  negative  Wurzeln 

Durch  dieselben  Rechnungen  wie  in  §  5  findet  man  als  Losong 
von  (B) 

wo  $  und  ^  Potenzreihen  mit  Gliedern  von  mindestens  zweiter 
Dimension  sind,  welche  ftir  hinreichend  kleine  Werte  von  |  ^i  |  ^^ 
I  Cj  I  e^'  konvergieren. 

Sind  die  Anfangsbedingungen 

j.         r\  dx  , 

vorgeschrieben,  so  erhält  man  aus  den  Gleichungen 

c  =  Ci  +  Q  +  $(Oi,  C,) 

C^  und  C^  als  Potenzreihen  von  c,  c': 

*  Wj    W,  '  *  f»!    Wl 

Nimmt  man  |  o  |,  |  c'  |  hinreichend  klein,  so  ist  die  obige  Reihe 
für  X  für  ^  ^  0  konvergent.  Man  kann  x  als  Potenzreihe  von  c,  c 
mit  von  t  abhängigen  Koeffizienten  oder  auch  als  Potenzreihe  von 
c,  c    c^»',  c^«'  auffassen: 

_  je'  —  i«,c)g'"^*  ~  je'  --  m^cje"^'  , 
•*'  ~~~  ^-^^— — ^— -^^-^— ^— ^— ^— — ^— ^p^».^—^— — —    I   *  *  " » 

w,  —  »w. 


Von  J.  HoBH.  4J9 

Man  hat  lim  rc  =  0,  lim  x'  =  0  für  lim  t  ^  oo*  es  findet 
asymptotische  Annäherung  an  die  Gleichgewichtslage  ohne  Schwin- 
gungen statt. 

Wir  betrachten  schliefslich  noch  den  FaU  x  =  A,  in  welchem  die 
quadratische  Gleichung  w*  +  2  Aw  +  x*  =  0  die  Doppelwurzel  m  ==  —  A 
besitzt.    Durch  die  Substitution 

geht  (B)  über  in  das  System 

"j^  =         A,X^  -]-  X^  -\-  J^  (X^f  X^         A.X^)  y 

welches  eine  Lösung  von  der  Form^) 

X,  =  C,e-'*  +  % {C^e-'\  {CJ  +  C^)e-'^), 
X,  =  {C,t  +  C,)e-''  +  ^,{C,e-'^,  (CJ  +  C,)e-'*) 

besitzt^  wo  C^,  C^  Eonstante  und  ^,  ^  Potenzreihen  mit  Gliedern  von 
mindestens  zweiter  Dimension  sind,  welche  konvergieren^  wenn  die 
absoluten  Beträge  der  Argumente  hinreichend  klein  sind.    Daraus  folgt 

X  =  (C,t  +  C,)e-^'  +  $  (C.e-^^  (CJ  +  C,)^^^, 

x'  =  (Ci  -  ACj  -  XCj)e'^*  +  ^(Cia-^',  (C,t  +  C^)e-^') . 

Die  Anfangsbedingungen 

^  =  0,    x=^c,    x'^c' 
ergeben 

woraus  man 

C,  =  c  +  -  ••,     (7i  =  c'  + Ac  +  -.. 

als  Potenzreihen  von  Cy  c'  erhält.    Hiemach  ist 

eine  Potenzreihe  der  vier  Argumente  c,  c\  c""^',  ie'~^\  welche  bei 
hinreichend  kleinen  Werten  von  |  c  | ,  |  c'  |  für  ^  ^  0  konvergiert.  Auch 
jetzt  hat  man  asymptotische  Annäherung  an  die  Gleichgewichtslage 
ohne  Schwingungen. 


1)  Vgl.  die  Arbeit  des  Verf     Crelle's  Joum.  Bd.  117,  S.  104  ff.  u.  S.  261  ffi 

27* 
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Dritter  Abschnitt. 

§9. 

In  der  im  zweiten  Abschnitt  behandelten  Differentialgleichung  (5) 
sei  jetzt  X  =  0.  Nehmen  wir,  was  keine  Beschrankang  der  Allgemein- 
heit bedeutet^),  x=l  an,  so  haben  wir  die  Bewegongsgleichung 

worin 

F(x,  x')  =  ax*  +  2ßxx'  +  yx'^  +  -  •  • 

wie  früher  eine  Potenzreihe  mit  Gliedern  von  mindestens  zweiter 
Dimension  ist.  Hier  hänfft,  wie  tcir  sehen  werden,  der  Charakter  der 
Betvegung  wesentlich  von  der  Funktion  F  ah^  die  Beschränkung  auf  dk 
linearen  Glieder  giebt  im  allgemeinen  kein  angencüiertes  Besultat  mdtr. 
Die  durch  die  Anfangsbedingungen 

t  =  0,    x^c,    ^  =  0 
bestimmte  Lösung  x  von  c  kann  in  eine  Fotenzreihe  von  c 

entwickelt  werden  ^  welche  ^  wenn  der  Zeit  t  positive  Werte  unterhalb 
einer  irgendwie  vorgeschriebenen  Grenze  t^  beigelegt  werden^  för  hin- 
reichend  kleine  Werte  von  |  c  \  konvergiert.^  Aus  den  Differential- 
gleichungen 

9i  +  9«  =  «?P?  +  2/J9i9i  +  yvi* 


mit  den  Anfangsbedingungen 

9t{0)  =  0,     9,(0)  =  0, 


ergiebt  sich 

^1  =  cos  tf 

q>^  =  — ^ -~— ^  COS  ^  — 3  ''"^  * 6      ^^®  2t  +  ^sm  2/, 


wobei  zu  beachten  ist^  dafs  (p^y  (p^^  . . .  aufserhalb  der  trigonometrischen 
Funktionen  t  enthalten. 


1)  Man  fahrt  nt  als  unabhängige  Veränderliche  ein. 

2)  Poincar^,  M^c.  c6l  I,  S.  58—61. 
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Wie  in  §  6  findet  man  die  Ausschläge  c^,  c^  und  die  Zeiten  t^  t^, 
za  welchen  sie  erreicht  werden: 

Cj  =»  —  c  4-  (pi{it)c^ H ,    (VsC«)  =  a  +  y) 

c,  =  c  +  qp,(2;T)c*H ; 

t^^sc-  q>i{7c)c  +  •  •  -^.         (9i(«)  =  iß) 
^j  =  2ä  +  9i(2Ä)c*  +  •  •  • 

als  Potenzreihen  von  c,  welche  konvergieren,  wenn  |  c  \  hinreichend 
klein  ist.  Ersetzt  man  c,  c^;  c^  durch  c^nj  ^n  +  i7  ^sn  +  s»  nnd  be- 
achtet man,  dafs  |  Cg,  |  —  Cj»,  \Cin  +  i  \  =  —  c^n  +  i,  |  c^n  +  i  H^jn  +  j  ist, 
wenn  c  positiv  angenommen  wird,  so  hat  man 

I  Cin-^i  I  =  I  c.»  I  -  y,(;r)  I  dn  |*  +  ---, 

I  CSn  +  S  I   =   I  C2*    I   +   93(2ä)   I  Ci,  |»H , 

wo  die  Potenzreihen  auf  der  rechten  Seite  für  hinreichend  kleine  Werte 
von  \  Cin  \  konvergent  sind. 
Wir  setzen 

und  schreiben 

WO 

«8  =*  %  (2^) 
ist. 

§  10. 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dafs  die  Be- 
wegung hei  hinreichend  Meiner  Amplitude  c  periodisch  ist,  besteht  in  dem 
Verschunnden  sämtlicher  Grofsen  a,,  a^,  ... 

Denn  ist  diese  Bedingung  erfOllt,  so  ist  c,  »  c;  man  hat  &a  t^t^ 
dieselben  Werte  von  x  und  x'  wie  für  <  =  0.  Soll  umgekehrt  x  eine 
periodische  Funktion  von  t  sein,  so  mufs  eine  der  Grofsen  c%n  mit  c 
übereinstimmen;  ax  sei  die  erste  der  Grofsen  a,,  a^ . . .,  welche  nicht 
verschwindet;  aus  c^  =  c  +  a^c*  -j- . . .  folgt  Ca»  =  c  +  naxC^  +  •  •  •,  und 
die  Übereinstimmung  von  c^n  niit  c  erfordert  das  Verschwinden  von  a^; 
es  müssen  also  sämtliche  Grofsen  a,,  a^,  . . .  verschwinden. 

Die  Periode  ist 

T=  <,  =  2«  +  9»;(2ä)c«  +  •  •  •, 
die  Ausschläge  sind  c  und  c  »  c^ , 

und    die   zum   Übergang  aus  der  Lage  o;  =  d   in  die  Lage  x  ^c  er- 
forderliche Zeit  <i  =  jr  —  yj(3r)c  •  •  • . 
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Wir  setzen^) 


27et 


sodafs  X  als  periodische  Funktion  Ton  u  mit  der  Periode  2x  erscheint: 


»-=1 


wo  ifv  eine  Funktion  Ton  u  mit  der  Periode  2^  ist.  Um  unier 
Voraussetzung  der  Periodizil&t  ^^^  i;^,  ...  in  Verbindung  mit  T  zu 
berechnen^  benutzen  wir  die  Differentialgleichung 


worm 


ist.     Man  findet 


T»  du«  "^  ^  ""  ^  r'    r  du/ ' 


^j  »» cos  u 
und  allgemein 

^^  =  Aqx  +  ^licosw  H —  •  +  ÄixcoBku  +  JBi^sinu  +  . . .  +  JBiasinJli«. 

Nach  Berechnung  Ton  ^^^ . . .  ifw  —  i  und  A,,  . . .  A,  — s  hat  man 
nämlich  für  tffy  eine  Differentialgleichung  Ton  der  Form 

deren  rechte  Seite  V'i^ . . .  T^^»«  — i  enthält;  aber  von  A^^i  unabhängig 
ist.  Ist  die  oben  angegebene  Form  von  i;x  für  A  <  v  nachgewiesen,  so 
hat  unsere  Differentialgleichung  die  Gestalt 

tl'  +  i>y  ==  %•'  +  (^.-1  +  ?li,)cOSM  H h  Äy,  cos  VW 

+  35i > sin  w  +  •  •  •  +  Sri  siu vu . 

Die  Periodizität  von  ^^  erfordert  A„_i  «=  —  Äir,  während  Si,  Ton 
selbst  verschwinden  muTs.  Aus  der  Differentialgleichung  mit  den 
Anfangsbedingungen  ^y(0)»0;  ^y(0)=»0  erhält  man  für  ^,  einen  Aas- 
druck von  der  oben  angegebenen  Form. 

Ahnlich  wie  in  §  4  lälst  sich  x  in  eine  nach  cos  und  sin  der 
Vielfachen  von  u  fortschreitende  Reihe  umwandeln^  deren  EoefiSzienten 
Potenzreihen  von  c  sind. 

Es  giebt  besondere  Fälle^  in  welchen  die  Existenz  periodischer 
Losungen  von  (C)  sich  sofort  erkennen  läfst.  Wenn  F{x^  x')  bei  ein» 
Zeichenänderung   von   x'   ungeändert  bleibt^   d.  h.   wenn   die  Reihen* 

1)  Vgl.  §  8. 
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ent Wickelung  von  F{Xy  x')  nur  gerade  Potenzen  von  x'  enthalt  (z.  B. 
F{Xf  x')  ^  yx'^)y  so  erkennt  man,  wie  in  §  1,  dafs  x  und  x'  für 
^  =  ^  +  t  dieselben  Werte  annelunen  wie  för  t^t^  —  t.  Die  Werte 
x  ^  c,  ä;'  =»  0,  welche  wir  für  ^  =  0  hatten,  treten  abo  für  t^2t^ 
wieder  auf,  d.  h.  die  Bewegung  ist  periodisch. 

§  11. 

Es  seien  jetzt  a,,  a^^  ...  nicht  sämtlich  gleich  Null,  und  zwar 
sei  az  (k  ^  3)  die  erste  dieser  Gröfsen,  welche  nicht  verschwindet.  Dann 
ist  unter  Beibehaltung  der  am  Ende  von  §  9  eingeführten  Bezeichnung 

WO  die  Reihe  rechts  für  hinreichend  kleine  Werte  der  positiven*) 
Grofse  C»  konvergent  ist.  Wir  können  zwei  positive  Gröfsen  r  und  g 
so  angeben,  dafs  für  Cn<r 

1  +  ^-M  c,  +  ^-^  Cf,+    -'>g 

ist.    Nun  sind  zwei  Fälle  möglich. 
1)  Ist  ax  >  0,  so  ist  für  C»  <  r 

^  «  1  +  a,CS-*(l  +  ^Cn  +  •  •  •)  >  l+gaxCi-'  >  1. 

Man  hat  also 

Co<Ci<---<C,<C,  +  i, 

falls  (7«<r  ist,  femer 

Man  kann  mithin,  so  klein  auch  C^  angenommen  war,  die  Zahl 
m  so  wählen,  dafs  Cm^r,  CU  + 1  >  r  wird.  Mit  anderen  Worten,  wenn 
auch  die  anfangliche  positive  Amplitude  c  noch  so  klein  ist,  so  kann 
man  doch  eine  Zahl  m  so  angeben,  dafs  c^m,  d.  i.  der  Wert  von  x  für 
i=^hmy  gröfser  als  r  ist.  D.  h.  die  Gleichgewichtslage  a;  =  0  ist  in- 
stabil. Dabei  ist  die  folgende  Definition  der  Stabilität  zu  Grunde 
gelegt:  Das  Gleichgewicht  ist  stabil,  wenn  nach  Angabe  einer  beliebig 
kleinen  positiven  Gröfse  s  eine  positive  Gröfse  iy  so  gewählt  werden 
kann,  dafs,  wenn  die  Werte  x^^  x^  von  x  und  a;'  für  <  =  0  die  Be- 
dingung 


1)  In  §  9  ist  c  positiv  angenommen. 
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erfallen,  ftlr  alle  Werte  von  ^^0 

X\<€,      \'X'\  <€ 


bleibt. 

2)  Ist  ai  <  0,  etwa  aji  =  —  a^,  «a  >  0,  so  ist  für  Cn^r 

%ti  =  1  -  «.(?„-'  (i  +  ^cf«  +  •••)<  1  -^«iC^«-'  <  1- 

folglich  Cn4.i<<7n.     Die  abnehmenden  GröJjsen 

^0?   ^i>  ^tf  •  •  • 

besitzen   einen  positiven   oder   verschwindenden   Grenzwert   F.     Ware 
r>  0,  so  hätte  man  wegen  Cn>  F 


^<i-(7a,r^-S 


folglich 
und  demnach 


c,<Co(i-^«.r*-0 

Hm  (I  =  0, 


'n 


falls  Cq  ^  r  war.     Bei  hinreichend  kleiner  Anfangsamplitude  c  ist 

limcsn  =  0; 


n  =  ao 


aus 


folgt   lim  02  n -f.  1  =  0.     Das  System   nähert  sich  für  <  =«  oo  der  Gleich- 

gewichtslage  o; »  0,  indem  es  um  dieselbe  schwingt. 

Wir  haben  folgendes  Ergebnis: 

Wenn  die  Bewegungsgleichung  (C)  bestdU,  ist  x  =-0  dann  und  nur 
dann  eine  stabile  Gleichgewichtslage,  wenn  entweder  sämtliche  Gröfsen  o,, 
a^  ...  verschwinden  oder  wenn  die  erste  dieser  Gröfsen,  todche  nidä 
verschwindety  negativ  ist  Bei  hinreichend  Meiner  Amplitude  c  finden  im 
ersten  Falle  periodischCy  im  zweiten  Falle  gedämpfte  Schwingungen  um 
die  Gleichgewiditslage  o?  =  0  statt. 

Nachdem  man  im  Falle  der  gedämpften  Schwingungen  die  aufein- 
ander folgenden  Ausschläge  c^,  c^  ...  vermittelst  der  Rekursionsformel 

Cjfc-f-i  =  —  0*  +  92  {n)cl  H 

berechnet  hat,  erhält  man  die  Zeiten  t^y  t^,  , . ,,  zu  welchen  dieselben 
erreicht  werden,  aus 

tk-^i  —  tk^Tt--  q>i(7t)Ck  +  •  •  •; 


Von  J.  HoRH.  426 

zur  Darstellung  der  Bewegung  im  Zeitintervall  ijt^t^tk-^i  dient  die 

Gleichung 

X  =»  Ck9>t(t  —  tk)  +  ci(Pi(t  —  fjfc)  H .*) 


§  12. 

Zum  Zwecke  gewisser  physikalischer  Anwendungen  bedürfen  die 
bisherigen  Entwickelungen  einer  ahnlichen  Modifikation  wie  in  §  8. 
Es  gelte  die  Gleichung 

oder  die  Gleichung 


je  nachdem  x  abnimmt  oder  zunimmt;  es  sei 

F(x,  x')  =  ax^  +  2ßxx  +  yx^  +  •  •  •, 
F{x,  x')  -  «i»*  +  2l^xx  +  yx'^  +  •  •  -. 

Die   Losung    von    ((7)    mit    den    Anfangsbedingungen    ^«0,    x^Cj 

dx       /v 
-j^  —  0  sei 

at  OD 


X  - 

»  =  1 


^C^9r(f), 


die    Losung    Ton    (C)    mit    den    An&ngsbedingungen    t^O^    x  ^  c, 

dabei  ist  ^^  »  ^^  »  cos  t 
Für  ^  ^  ^,  wo 

ist^  hat  man 


00 

X  = 


2'<'>'  (*) 


mit  der  äuTsersten  Lage  für  ^  =  f,^ 

ic  =  q  =  —  c  +  Vi  Wc*  H • 

1)   Übrigens  konvergiert  diese  Reihe  auch  für  <^^i<  t  <  ^o*  ^^^  >^"^u  i>t 
e^  um  so  gröfser,  je  kleiner  \ch\  ist.    (Vgl.  die  zweite  FoTsnote  zu  §  2.) 
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Für  <^  <  <  ^  ^  ist 


X  -^c[<p,  (t  -  t^) 


r  — 1 


•         •         • 


mit  der  äufsersten  Lage 

a;  =-  Cj  =  —  (?!  +  ^8  W^  + 
Usw.     Dabei  ist  die  A  nfangBamplitnde  c  als  positiv  yorausgesetzt 

^«  «®^  c,  «  c  +  OjC«  +  a^c^  +  . . . 

mit 

o,  -=  ^,(3r)  —  yg(3r)  =  ä--a  +  y  —  y. 

Allgemein  ist 
und 

Ahnlich  wie  in  §  10  und  §  11  findet  man,  dafs  die  Grleichgewichtslage 
ri;  >«  0  dann  und  nur  dann  stabil  ist^  wenn  entweder  sämtliche  Grolsen 
(^7  ^97  '  "  verschwinden  oder  wenn  die  erste  dieser  Orofsen,  welche 
nicht  Terschwindet;  negativ  ist.  Im  ersten  Falle  finden  periodische,  im 
zweiten  gedämpfte  Schwingungen  um  die  Gleichgewichtslage  x==0  statt 
Als  Beispiel  betrachten  wir  das  physische  Pendel  unter  einem  dem 
Quadrat  der  Geschwindigkeit  proportionalen  Widerstand.  Setzt  man  in 
dem  Beispiel  von  §  7  a  »  0^   so  erhalt  man  die  Bewegungsgleichong 


m< 


und  zwar   gilt   im  letzten  Glied  das  Zeichen  —  oder  +,  je  nachdem 
^-  positiv  oder  negativ  ist.     Diese  Gleichung  schreibt  sich 

in  den  obigen  Formeln  hat  man 

zu  setzen  und  ^-^  t  statt  t  zu  schreiben.    Wegen  a,  —  —  2y  <  0  treten 
gedämpfte  Schwingungen  auf. 

§  13. 

Der  dritte  Abschnitt  läJst  sich  zu  den  Untersuchungen  von 
Poincare  über  die  durch  Differentialgleichungen  definierten  Kurven^) 
in   Beziehung   setzen.     Wenn  wir   auch  von  dieser  Beziehung  keinen 

1)  Poincar^,  Liouv.  Joum.  1886.  —  Picard,  Trait^  Bd.  m.  S.  207— 127. 
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Gebrauch  gemacht  haben^  so  ist  doch  ein  kurzer  Hinweis  darauf  von 
Interesse. 

Aus  dem  System 

(a)  _»a;,_  =  _a;  +  ir(^,  -c), 

durch  welches  die  Differentialgleichung  (C)  in  §  9  ersetzt  werden  kann, 
erhiUt  man  durch  Elimination  von  dt  die  Gleichung 

-^v  dx  dx 

^^  7^  ^x+Fix.x')' 

welche  den  singulären  Punkt  o;  =  0,  x'  =«  0  besitzt.  Ist  0  eine  Funk- 
tion von  X  und  x\  welche  der  partiellen  Differentialgleichung 

genügt^  so  ist  0  »  const.  ein  Integral  yon  (&).  Setzt  man  f&r  O  eine 
Potenzreihe  von  x,  x', 

O  =  Oj  +  Oj  +  •  •  •  +  Oj  +  •  •  •, 

worin  O^^  x^  +  x'*  und  4>j  eine  ganze  homogene  Funktion  iten 
Grades  ist,  so  erhält  man  fdr  O^  eine  Differentialgleichung 

^    dx"  ^dx"  "  ^«^ 

deren  rechte  Seite  Hi  von  den  9^(n<i)  abhangt.  Hat  man  für 
0^{n  <  i)  eine  ganze  homogene  Funktion  nten  Grades  gefunden^  so 
ergiebt  sich  für  O^  im  Falle  eines  ungeraden  i  eine  ganze  homogene 
Funktion  iten  Grades,  im  Falle  eines  geraden  t  ^  4  jedoch  nur  dann, 
wenn  eine  gewisse  Eonstante  C^  yerschwindet.^) 

Sind  alle  Eonstanten  O^  ((»i,e,8...)  gleich  Null,  so  erhält  man 
für  9  eine  Potenzreihe  Ton  Xy  x\  welche  für  hinreichend  kleine  Werte 
von  \x  \  y  \^'  \  konvergent  ist;  in  diesem  Falle  wird  der  singulare 
Punkt  a;  =  0,  o;' =  0  der  Differentialgleichung  (&)  von  Poincar^  als 
centre  bezeichnet.  Das  System  (a)  wird  durch  periodische  Funktionen 
Xy  x'  von  i  befriedigt,  falls  die  Werte  x^  x^  von  a:,  rc'  für  <  =  0  dem 
absoluten  Betrage  nach  hinreichend  klein  sind. 

Sind  die  unendlich  vielen  Bedingungen  fiir  das  Vorhandensein 
eines  centre  nicht  erfüllt  und  ist  die  erste  nicht  verschwindende  Eon- 
stante (J^  negativ,  so  tritt  der  Punkt  (x,  x'),  welcher  sich  für  ^  =«  0 
in  beliebiger  Nähe  von  0  (a;  =  0,  x*  =  0)  befand,  mit  wachsendem  t 
aus  einer  den  Anfangspunkte  umgebenden  geschlossenen Eurve  heraus; 

1)  Picard,  a.  a.  0.  S.  210. 
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wenn  sicli  t  der  Grenze  —  oo  nähert^  nähert  sicli  (x,  x')  auf  einer 
Spirale  der  Lage  0.  Ist  die  erste  nicht  verschwindende  Eonstante  (^ 
positiv,  so  hat  man  in  dem  soeben  ausgesprochenen  Satze  nnr  das  Vor- 
zeichen von  t  zu  vertauschen. 

FaCst  man  x,  x'  als  Koordinaten  eines  Punktes  P  in  der  Eboie 
auf,  der  sich  den  Gleichungen  (a)  zufolge  bewegt,  so  sind  die  in  der 
Nähe  von  0  verlaufenden  Bahnkurven  von  P  in  allgemeinen  Spiralen 
mit  dem  asymptotischen  Punkt  0  (welcher  entweder  für  t^  —  oo  oder 
für  ^ »»  +  (x>  erreicht  wird),  im  Falle  des  centre  jedoch  geschlossene 
Kurven,  welche  0  umgeben.  Es  ist  also  stets  ein  Schnittpunkt 
a:  =  c(c  >  0),  X*  ^0  der  Bahnkurve  mit  der  2;-Achse  vorhanden;  wir 
können  annehmen,  daJB  diesem  Schnittpunkt  die  Zeit  ^  =  0  entspricht 
Damit  ist  die  in  §  9  eingeführte  Form  der  Anfangsbedingungen 

<  =  0,  a;  =  c,  ^  =  0 

gerechtfertigt.  Ohne  Bezugnahme  auf  die  soeben  kurz  zusammen- 
gefafsten  Resultate  von  Poincare  erreicht  man  dieses  Ziel  auf  folgen- 
dem Wege. 

Die  Differentialgleichung  (6)  geht  durch  Einführung  von  Polar- 
koordinaten,  d.  L  durch  die  Substitution 

X  ^  QCOB0,     x'  ^  QsmOf 
über  in 

WO  Ä,  B  ganze  Funktionen  von  cos0,  sind  sind.^)  Die  durch  den 
Punkt 

gehende  Integralkurve  wird  durch  die  Gleichung 

dargestellt,  deren  rechte  Seite  eine  Potenzreihe  von  q^  mit  von  0  ab- 
hangigen Koeffizienten  dargestellt  wird,  welche  für  Werte  von  q^  unter 
einer  gewissen  Grenze  konvergiert,  wenn  6  auf  das  Intervall  0  •  •  •  2« 
beschrankt  wird.  Setzt  man  darin  0  =  0  oder  «  2;r,  so  erhalt  man 
fttr  Q  einen  gewissen  Wert  c.  So  ergiebt  sich  a;  =  c,  o?'  « 0  als 
Schnittpunkt  der  Integralkurve  mit  der  a:- Achse,  welchem  wir  die  Zeit 
^  »  0  zuordnen  können. 


1)  Picard,  a.  a.  0.  8.  214. 
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Über  die  reduzierten  Systeme 

nnd  die  Hanptpnnkte  der  Glieder  eines  Gelenkmechanismns 

nnd  ihre  Bedentang  ftr  die  technische  Mechanik. 

Von  0.  Fischer  in  Leipzig. 

Bei  meinen  üntersuchnngen  über  die  Mechanik  des  menschlichen 
Körpers^)  bin  ich  darauf  geführt  worden^  gewisse  Massensysteme  und 
feste  Punkte  innerhalb  der  einzelnen  Glieder  in  die  Betrachtung  herein- 
zuziehen^  welche  sowohl  in  kinematischer^  als  auch  in  kinetischer  Hin- 
sicht eine  wesentliche  Vereinfachung  und  auch  zugleich  grölsere  An- 
schaulichkeit der  Untersuchung  bedingen.  Die  an  dem  speziellen 
Beispiel  des  menschlichen  Körpers  gewonnenen  Gesichtspunkte  lassen 
sich  leicht  für  jeden  beliebigen  Gelenkmechanismus  verwerten.  Ich 
entspreche  daher  gern  der  an  mich  ergangenen  Aufforderung,  dieselben 
im  folgenden  auseinander  zu  setzen,  und  ihre  Anwendbarkeit  auf  die 
in  der  Technik  yerwendeten  Gelenkmechanismen  an  einigen  speziellen 
Beispielen  darzulegen. 

A.  Das  dreigliedrige  Gelenksystem. 

1.  Voraussetzungen  und  Definitionen. 

Es  möge  zunächst  ein  System  von  drei  Körpern  in  Betracht  ge- 
zogen werden,  bei  welchem  sowohl  der  erste  imd  zweite,  als  auch  der 
zweite  und  dritte  Körper  durch  je  ein  Ghamiergelenk  mit  einander  in 
Verbindung  stehen.  Die  beiden  Gelenkachsen  seien  gleich  gerichtet, 
und  der  Schwerpunkt  des  mittleren  Körpers  liege  mit  denselben  in 
einer  Ebene.  Femer  möge  die  Ebene,  welche  man  in  irgend  einer 
beliebigen  SteUung  des  Systems  durch  die  Schwerpunkte  der  drei 
Körper  hindurch  gelegt  denkt,  auf  der  gemeinsamen  Richtung  der 
Gelenkachsen  senkrecht  stehen;  dann  wird  dies  in  allen  anderen 
Stellungen  der  Körper  zu  einander  auch  der  Fall  sein.  Macht  man 
noch  die  Voraussetzung,  dafs  die  durch  die  drei  Schwerpunkte  be- 
stimmte Ebene  im  Raum  fest  bleibt,  so  vermag  das  System  der  drei 
Körper  nur  ebene  Bewegungen  auszuführen.  Es  genügt  daher  in  diesem 
Falle,  die  Projektion  der  Bewegung  auf  die  feste  Ebene  zu  untersuchen. 


1)  veröffentlicht  in  den  Abhandlungen  der  mathematisch-phyBischen  Klasse 
der  Königlich  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  Band  XX,  XXE,  XXIII, 
XXV  und  XXVI. 
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Es  sollen  nun  folgende  Bezeichnungen  eingeführt  werden.  Die 
Massen  der  drei  Körper  seien  m^,  m^,  m^  und  die  Schwerpunkte  der- 
selben S^,  S^,  Sy  Die  Durchschnittspunkte  der  beiden  Gelenkachsen 
mit  der  festen  Ebene  mögen  die  Mittelpunkte  der  beiden  Grelenke 
heifsen   und   mit    Gi,  2   resp.  02,8  bezeichnet   sein   (ygL  Fig.  1).    Die 

Verbindungslinien  SiGi,i,  G\^%G%^i  und  Gi^zS»,  bezüglich  deren  Ver- 
längerungen^ welche  nach  der  gemachten  Voraussetzung  immer  in  die 
feste  Ebene  hineinfallen,  sollen  die  Langsachsen  der  drei  Körper  ge- 
nannt sein;  die  Längsachse  des  zweiten  Körpers  wird  dann  gleichzeitig 

Fig.  1. 


den  Schwerpunkt  S^  enthalten.  Es  ist  nun  noch  nötig,  auf  jeder  der 
drei  Längsachsen  eine  positive  und  eine  negative  Richtung  zu  unter- 
scheiden. Die  positive  Richtung  soll  diejenige  seru,  in  welcher  die 
Längsachse  durchlaufen  wird,  wenn  man  von  8^  aus  den  gebrochenen 
Linienzug  5i6r  1,26^2,3^8  beschreibt.  Endlich  soll  vorausgesetzt  werden, 
dafs  die  Längsachse  eines  jeden  der  drei  Körper  eine  Haupttragheits- 
achse für  seinen  Schwerpunkt  darstellt,  und  dafs  die  Trägheitsmomente 
fär  alle  zur  Längsachse  senkrechten  Achsen  durch  einen  Schwerpunkt 
gleich  grofs  sind.  Dann  stellt  auch  die  zu  den  Gelenkachsen  parallele 
Schwerpunktsachse  eines  jeden  der  drei  Körper  eine  Haupttragheits- 
achse dar;  der  zu  der  letzteren  gehörige  Trägheitsradius ;  welcher  zu- 
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nächst  allem  in  Frage  kommt  ^  sei  für  die  drei  Körper  des  Systems 
bezüglich  mit  tc^,  Xg,  X3  bezeichnet 

Das  Eörpersystem  besitzt  nun  im  allgemeinsten  Falle  ebener  Be- 
wegung 5  Grade  der  Freiheit;  es  mufs  daher  seine  Lage  im  Räume 
durch  5  allgemeine  Koordinaten  eindeutig  bestimmt  werden  können. 
Ist  insbesondere  die  ebene  Bewegung  noch  in  der  Weise  beschrankt^ 
dafs  dabei  ein  Punkt  des  Körpersystems  in  der  festen  Ebene  seine 
Lage  beibehält;  so  bleiben  dem  Geleukmechanismus  nur  3  Grade  Ton 
Bewegungsfreiheit;  so  dafs  also  die  Anzahl  der  allgemeinen  Koordinaten 
sich  noch  um  2  verringert.  In  diesem  speziellen  Falle  ^  der  gerade  in 
der  Technik  oft  vorkommt;  wählt  man  als  allgemeine  Koordinaten 
zweckmäfsiger  Weise  die  Winkel  9?i,  y,,  93  (Fig.  1),  welche  die 
positiven  Richtimgen  der  drei  Längsachsen  mit  einer  bestimmten 
Richtung  in  der  festen  Ebene  bilden.  Auch  im  allgemeinen  Falle  kann 
man  diese  Winkel  als  drei  Koordinaten  für  das  Körpersystem  auffassen; 
man  hat  denselben  dana  nur  noch  zwei  Koordinaten  hinzuzufügen; 
welche  die  Lage  irgend  eineS;  etwa  in  der  Ebene  der  drei  Schwerpunkte 
liegenden  Punktes  des  Systems  in  dieser  festen  Ebene  eindeutig  be- 
stimmen. Dieser  Punkt  kann  beliebig  in  irgend  einem  der  drei  Körper 
angenommen  werden,  es  genügt  aber  auch;  wenn  er  eine  bestimmt 
definierte  Lage  zu  den  drei  Körpern  für  jede  Stellung  derselben  be- 
sitzt Das  letztere  trifft  z.  B.  für  den  Gesamtschwerpunkt  S^  des 
Korpersystems  zu. 

Der  auf  der  Längsachse  des  ersten  Körpers  liegende  Schwerpunkt 
S^  besitze  vom  Gelenkmittelpunkt  (xi,  s  die  Entfernung  s^,  der  auf  der 
Längsachse  des  zweiten  Körpers  liegende  Schwerpunkt  S^  von  den 
beiden  Gelenkmittelpunkten  6ri,  2  und  &2, 3  bezüglich  die  Entfernungen 
r,  und  5,;  und  der  auf  der  Längsachse  des  dritten  Körpers  liegende 
Schwerpunkt  5,  endlich  vom  Gelenkmittelpunkt  G2,  s  die  Entfernung  r^. 
Bedeutet  l^  den  Abstand  der  beiden  Gelenkmittelpunkte  von  einander, 
so  hat  man  dann  noch  die  Beziehung  r^  -\-  s^^^  l^-  Alle  diese  Strecken 
sollen  in  derselben  Richtung  wie  die  Längsachsen  selbst;  auf  denen  sie 
liegen;  positiv  gerechnet  werden. 

Ich  denke  mir  nun  im  Punkte  Gt,t  die  Massen  m,  und  m^  kon- 
zentriert und  dem  ersten  Körper  hinzugefügt;  femer  für  den  zweiten 
Körper  im  Punkte  6ri,  2  die  Masse  m^  und  im  Punkte  ©2,8  die  Masse 
m^  konzentriert  und  ihm  hinzugefügt;  und  endlich  im  Punkte  6r2,s  die 
Massen  m^  und  m^  konzentriert  und  dem  dritten  Körper  hinzugefügt. 
Dabei  ist  natürlich  sowohl  (xi,  2  als  auch  (x2,  s  das  eine  Mal  als  fester 
Punkt  des  eineU;  das  andere  Mal  als  fester  Punkt  des  andern  der 
beiden  durch  das   betreffende   Gelenk   verbundenen  Körper   aufgefafst. 
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Auf  diese  Weise  entstehen  drei  Massensysteme  yon  der  Gesamtmasse 
m^  »  m^  +  m,  +  m,  des  ganzen  ESrpersystems.  Ich  bezeichne  sie  ab 
yyTedimerte  Systeme^',  und  zwar  im  vorliegenden  Falle  als  erstes,  zweites 
oder  drittes  reduziertes  System,  je  nachdem  es  sich  dabei  um  den 
durch  die  beiden  anderen  Massen  belasteten  ersteig  zweiten  oder  drittoi 
Körper  des  gegebenen  Systems  handelt  Es  lafst  sich  nun  ohne 
weiteres  einsehen,  dafs  der  Schwerpunkt  eines  jeden  der  drei  reduziert»! 
Systeme  einen  imveranderlichen  Punkt  des  zu  Ghrunde  gelegten  Körpers 
darstellt,  der  unter  den  getroffenen  Voraussetzungen  über  die  gegra- 
seitige  Lage  der  Gelenkmittelpunkte  der  drei  Körper  auf  der  Langs- 
achse des  betreffenden  Körpers  liegt.  Diese  Schwerpunkte  der  drei 
reduzierten  Systeme  nenne  ich  die  „Hauptpunhtef^  der  drei  Körper;  sie 
mögen  durch  H^,  H^,  H^  bezeichnet  sein. 

Li   der  folgenden   Figur  2   sind   die   drei   Hauptpunkte   auf  den 
Längsachsen  eingezeichnet  worden.    Die  genaue  Lage  derselben  richtet 

Fig.  Ä. 


sich  natürlich  nach  dem  Gh*Öfsenyerhältnis  der  drei  Massen  und  der  Lage 
der  Schwerpunkte  S^y  S^,  S^    Führt  man  folgende  Bezeichnungen  ein: 
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wobei  wieder  die  einzelnen  Strecken  in  derselben  Biehtung  wie  die 
LängsacliBen  selbst  positiv  gerechnet  werden  sollen^  so  folgen  aus  der 
Bedentang  der  Hauptpunkte  als  Schwerpunkte  der  drei  reduzierten 
Systeme  bei  der  in  Figur  2  angenommenen  Lage  von  H^  ohne  weiteres 
zwischen  diesen  Ghrölsen  die  Belationen: 

-  m^e^  +  (wj  +  m^)di  =  0 

(1)  —  m^c^  —  m^e^  +  m^d^  =  0 

—  (m^  +  Wg)  Cj  +  ^8^8  ==  0- 

Die  Strecken  d^,  c^,  d^  und  c^,  durch  welche  die  Lage  der  drei 
Hauptpunkte  zu  den  beiden  Gelenkmittelpunkten  bestimmt  wird^  sollen 
kurz  als  Hauptstrecken  bezeichnet  sein.  Die  Ghröfse  derselben  gewinnt 
man  mit  Hülfe  der  leicht  abzuleitenden  Belationen: 

(2)  m^c^  ^  Wjrj  +  m^l^ 

Für  die  Entfernung  der  Hauptpunkte  yon  den  zugehörigen  Einzel- 
schwerpunkten hat  man  endlich  noch  die  Belationen: 

(3)  Wo^, Wj^ri  +  WjS, 

Aus  allen  Belationen  geht  übereinstimmend  hervor,  dafs  die  Lage 
des  Hauptpunktes  eines  Gliedes  nicht  von  den  absoluten  Ghröfsen  der 
Massen  der  drei  Glieder  des  Gelenkmechanismus,  sondern  nur  von 
deren  Verhältnissen  abhängt. 

Die  Hauptpunkte  der  Glieder  eines  Gelenkmechanismus  spielen 
nun,  wie  wir  sehen  werden,  für  die  Kinetik  desselben  eine  ähnliche 
BoUe,  wie  der  Schwerpunkt  bei  einem  einzigen  starren  Körper. 

Es  wird  sich  weiterhin  zeigen,  dafs  auch  die  Trägheitsmomente 
der  reduzierten  Systeme  in  Bezug  auf  ihre  Schwerpunktsachsen,  d.  h. 
also  die  durch  den  Hauptpunkt  der  einzelnen  Glieder  gehenden  Achsen, 
für  die  Bewegung  des  ganzen  Körpersystems  eine  ähnliche  Bedeutung 
erlangen,  wie  die  Trägheitsmomente  eines  einzigen  starren  Körpers. 

Bei  den  das  Problem  vereinfachenden  Voraussetzungen  über  die 
Massenverteilung  und  die  Lage  des  Schwerpunktes  in  den  einzelnen 
Gliedern  ergiebt  sich  zunächst,  dafs  die  Längsachse  eines  jeden  Gliedes 
auch  für  das  entsprechende  reduzierte  System  eine  Haupttragheitsachse 
darstellt,    und    dafs    auch   hier   das   Tragheitsellipsoid    ein   Botations- 

Z«ltMhrlft  f.  Mfttherafttlk  n.  Phjiik.  47.  Band.  1902.  8.  u.  4.  Heft.  2a 
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ellipsoid  mit  der  Längsachse  des  Gliedes  als  Rotationsachse  ist.  Da- 
her stellt  auch  die  zu  den  Oelenkachsen  parallele  Hauptpnnktsachse 
eine  Haupttragheitsachse  des  reduzierten  Systems  dar.  Bezeichnet  man 
den  zu  letzterer  gehörenden  Trägheitsradius  für  die  drei  Glieder  be- 
züglich mit  kl,  Jc^,  k^  und  beachtet^  da&  jedes  reduzierte  System  die 
Gesamtmasse  m^  besitzt,  so  ergebeli  sich  aus  der  Zusammensetzung 
der  drei  reduzierten  Systeme  folgende  Werte  der  entsprechenden  Träg- 
heitsmomente: 

(4)  m^ls^  «  m,(«J  +  4)  +  %^  +  %^ 

2.  Zusammenhang  der  Hauptpunkte  mit  dem 

Gesamtschwerpunkt. 

Zieht  man  Yon  einem  beliebigen  Punkte  0  aus  die  Verbindung»- 
yektoren  nach  den  drei  Einzelschwerpunkten  8k  und  dem  Gtesamt- 
schwerpunkt  Sq,  so  findet  bekanntlich  die  von  Leibniz  herstammende 
Belation  statt  3 


»0 

1 


wobei  die  eckige  Klammer  die  Strecken  als  Vektoren  kennzeichnen, 
und  daher  das  Summenzeichen  die  geometrische  Addition  andeuten  solL 
Läfst  man  nun  den  Punkt  0  der  Beihe  nach  mit  H^,  ]H^  und  JS^  zu- 
sammenfallen  und   ersetzt  dabei  im  ersten  Falle  die  Strecken  [^liS^] 

und  [J^iSj]  durch  die  Vektorsummen  d^  +  r^  und  rf^  -|- ^ -f  r,,  im 
zweiten  Falle  [J^Si]  und  [fiJSs]  d^^ch  die  Vektorsummen  —  ^  —  ^ 
und  d^  H-  r j  und  im  dritten  Falle  [ÄjiSi]  und  [-BTjiSj]  durch  die  Vektor^ 

summen  —c^  —  h'~\  ^^^  ~"  ^s ""  ^2>  wobei  die  nur  durch  einen 
einzigen  Buchstaben  dargestellten  Vektoren  einfach  mit  einem  über 
dem  Buchstaben  befindlichen  Strich  bezeichnet  sind,  so  erhalt  man 
unter  Berücksichtigung  der  Relationen  (1)  und  (2)  die  ein&chen 
Formeln: 

(5)  [fl;So]  =  ^2  +  ^8;    [S,S^]==^d,  +  c,    und    [B;So]  =  -^-fl^. 

Es  gilt  also  der 

Satz:  Man  gelangt  stets  zu  dem  Gesamtschwerpunkte  8^  des  Körper- 
Systems,  wenn  man  von  irgend  einem  Haup^mikte  Hj  der  drei  SSrper 
aus  die  geometrische  Summe  der  zu  den  beiden  anderen  Körpern  gäiiorenr 
den  Hauptstrecken  bildet,  welche  innerhalb  des  yäfrochenen  Liniensuges 


Von   0.  FlBCHEK. 
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der  drei  Längsachsen  dem  jten  Körper  am  nächsten  liegen,  imd  dabei 
diese  Hauptstrecken  in  einer  von  Hj  abgewendeten  Richtung  verwendet. 
Fülirt  man  die  hierdurch  gegebene  Konstruktion  des  Gesamt- 
schwerpunktes auf  verschiedene  Weise  aus,  wie  es  in  Fig.  3  geschehen 
ist,  so  erkennt  man  auch  leicht  die  Möglichkeit,  sich  auf  automatischem 
Wege  die  Lage  des  Gesamtschwerpunktes  für  jede  Stellung  der  drei 
Körper  zu  einander  abzuleiten.  Man  braucht  nur  die  in  Figur  3  ein- 
gezeichneten sechs  Hauptstrecken,  welche  von  den  Hauptpunkten  aus 
zu  8q  hinführen,  als  starre  Stäbe  ausgeführt  zu  denken,  die  zum  Teil 
in   den  Hauptpunkten,   zum  Teil   in  den  Punkten  Hi^  g,  H^^  $  und  Sq 

Fig.  s. 


durch  Ghamiergelenke  mit  den  drei  Körpern,  bezüglich  untereinander 
gelenkig  verbunden  sind,  und  der  Mechanismus  für  die  automatische 
Einstellung  des  Gesamtschwerpunktes  ist  fertig.  Natürlich  müssen 
dabei  die  Achsen  der  verschiedenen  Ghamiergelenke  zu  den  Achsen 
der  beiden^  die  drei  Körper  untereinander  verbindenden  Gelenke  parallel 
gerichtet  sein. 

Hätte  man  ein  System  von  nur  zwei  Körpern,  die  durch  ein  Ge- 
lenk mit  dem  Mittelpunkt  G  verbunden  sind,  so  würde  sich  die  Kon- 
struktion des  Gesamtschwerpunktes  mit  Hülfe  der  Hauptpunkte  noch 
einfacher  stellen.  Unter  den  Hauptpunkten  der  beiden  Körper  sind 
dabei  wieder  die  Schwerpunkte  der  beiden  reduzierten  Systeme  zu  ver- 
stehen, welche  man  dadurch  erhält,  dafs  man  jedem  der  beiden  Körper 
die  im   Gelenkmittelpunkt   G    konzentriert    angenommene   Masse    des 

28* 
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anderen  Körpers  hinzugefügt  denkt.  Daraus  geht  aber  henror;  daCs  der 
Hauptpunkt  H^  die  Strecke  S^  G  auf  der  Längsachse  des  ersten  Eörpen 
(vgl.  Figur  4),  und  der  Hauptpunkt  H^  die  Strecke  GS^  auf  der 
Längsachse  des  zweiten  Körpers  im  gleichen  Verhältnis;  nämlich  im  Ver- 
hältnis der  beiden  Massen  m,  und  m^  teilt 

Da  nun  auch  der  Gesamtschwerpunkt  8^  des  Systems  der  zwei 
Körper  die  Verbindungsstrecke  8^8^  der  beiden  Einzelschwerpunkte  in  dem- 
selben Verhältnis  teilt,  so  ist  aus  Figur  4  ohne  weiteres  zu  erkennen,  dafs 
die  vier  Punkte  8q,  H^,  G  und  H^  die  Ecken  eines  Parallelognunms  dar- 
stellen.    Bezeichnet  man    wieder    die   Hauptstrecke  H^G  mit  ^  und 

Fig.  4. 


die  Hauptstrecke  GH^  ^^^  ^  ^^^  rechnet  dieselben  in  der  Richtonf^ 
in  welcher  sie  von  8i  über  G  nach  8^  durchlaufen  werden,  positiv,  so 
ist  demnach 

(6)  [fliÄo]  =  +  ^2     «nd     [J,So]  =  -^- 

Es  gilt  also  für  das  zweigliedrige  System  der 

Satz:  Man  gelangt  zu  dem  GesamtsdiwerpwJct  8q  des  SffSietHS 
zweier  Körper,  wenn  man  von  einem  der  beiden  Hauptpunkte  aus  die 
zum  anderen  Körper  gehörende  Hauptstrecke  in  der  von  ihm  oibgewenMen 
Richtung  abträgt. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  über  das  System  zweier  Körper  kanii 
man  sich  nun  leicht  Rechenschaft  über  die  Bedeutung  der  beim  drei- 
gliedrigen System  in  Figur  3  mit  JJi,  s  und  H%^  s  bezeichneten  Kreu- 
zungspunkte je  dreier  Hauptstrecken  geben. 

Denkt  man  sich  nämlich  beim  dreigliedrigen  System  einmal  die 
beiden   ersten   Körper    gegen   einander  festgestellt,   so    hat   man   nur 
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ein  Oelenksystem  von  zwei  Körpern  mit  den  Massen  (m^  +  m^)  und 
m,  vor  sich.  Die  Hauptpunkte  H^  und  H^  verlieren  dann  ihre  Be- 
dentung,  xmd  an  ihre  SteUe  tritt  ein  einziger  Hauptpunkt  des  aus 
den  beiden  ersten  Körpern  zusammengesetzten  starren  Systems.  Dieser 
Hauptpunkt  ist  nun  gerade  der  in  Figur  3  mit  JJi,  %  bezeichnete 
Punkt.  Davon  kann  man  sich  leicht  auf  folgende  Weise  überzeugen. 
Zunächst  ist  ersichtlich,  dafs  H^  nach  wie  vor  seine  Bedeutung 
als  Hauptpunkt  eines  der  beiden  Korper  des  nunmehr  zweigliedrigen 
Systems  beibehält;  denn  seine  Lage  hing  ja  auch  beim  dreigliedrigen 
System  nur  von  der  Gesamtmasse  m^  +  ^  der  beiden  anderen  Körper, 
nicht  aber  von  der  gegenseitigen  Stellung  derselben  ab.  Da  femer 
6r8,  s  der  Mittelpunkt  des  einzigen  Yerbindungsgelenks  darstellt,  so 
stellt  auch  c^  die  eine  der  beiden  Hauptstrecken  dar.  Der  Hauptpunkt 
des  aus  den  ersten  beiden  Körpern  zusammengesetzten  starren  Systems 
mufs  daher  nach  dem  ohigen  Satze  über  das  zweigliedrige  System  mit 
dem  Endpunkt  des  vom  Gesamtschwerpunkt  8q  aus  in  umgekehrter 
Richtung  abgetragenen  Vektors  Cg,  d.  h.  also  mit  dem  Punkte  Hi^  s 
zusammenfallen.  Gleichzeitig  folgt  hieraus,  dals  die  zum  ersten  der 
beiden  Glieder  gehörende  Hauptstrecke  mit  der  Yerbindungsstrecke 
^1,  s^s,  8  identisch  ist,  \md  dafs  deren  Verlängerung  durch  den  Gesamt- 
schwerpunkt fii,  s  des  ersten  und  zweiten  Körpers  hindurchgeht,  wobei 

In  der  That  stellt  sich  auch  heraus,  daüs  die  Strecke  [^s^o]  gleich  der 
Strecke  [G^  s  ^i,  s]  isty  wie  es  nach  dem  obigen  Satze  der  Fall  sein  mufs. 

So  lange  die  beiden  ersten  der  drei  Körper  gegeneinander  fest- 
gestellt sind,  ist  auch  Ht^  s  ein  fester  Punkt  in  diesem  starren  System. 
Wenn  dagegen  den  beiden  ersten  Körpern  wieder  Beweglichkeit  gegen 
einander  verliehen  wird,  so  ändert  der  Punkt  JJi,  2  bei  der  Bewegung 
im  ersten  Zwischengelenk  (6^1,  g)  fortwährend  seine  Lage  relativ  zu 
den  beiden  Körpern,  wie  ja  auch  der  gemeinsame  Schwerpunkt  5i,  2 
dieser  beiden  Körper  nicht  festliegt.  Auch  in  dem  Falle  freier  Beweg- 
lichkeit soll  für  den  Punkt  Si^  2  die  Bezeichnung  ab  „Haup^unkt  des 
Systems  der  beiden  ersten  Körper*^  beibehalten  werden. 

Man  erkennt  nun  ohne  weiteres,  dats  der  in  Figur  3  mit  ^2, 8 
bezeichnete  Punkt  den  in  seiner  Lage  veränderlichen  Hauptpunkt  des 
aus  dem  zweiten  und  dritten  Körper  bestehenden  Gelenksystems  dar- 
stellt Die  zugehörige  veränderliche  Hauptstrecke  ist  Gi,iH%^%\  auf 
ihrer  Verlängerung  liegt  der  veriLnderliche  Gesamtschwerpunkt  8%^  z  des 
zweiten  und  dritten  Körpers,  und  zwar  so,  dafs 
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Die  beiden  yeranderlichen  Sjstemhanptpuiikte  Hi^  %  und  JETs,  3 
lassen  sich  für  jede  Gelenkstellung  leicht  mit  Hülfe  der  Hauptpunkte 
und  Hauptstrecken  der  drei  Körper  bestimmen.  Um  zu  JJi,  2  zu  ge- 
langen,  braucht  man  nur  entweder  von  H^  aus  den  Vektor  -f  c^  oder 

von  H^  aus  den  Vektor  —  d^  zu  ziehen.  In  entsprechender  Weise 
stellt  sich  H^^  3  als  Endpunkt  des  von  H^  aus  gezogenen  Vektors  +  ~€^ 

oder  des  von  JET,  aus  gezogenen  Vektors  —  d^  dar.  Man  gewinnt  also 
den  yeranderlichen  Hauptpunkt  eines  Systems  zweier  durch  ein  Gelenk 
verbundenen  Körper  auf  ganz  entsprechende  Weise  wie  den  Gesamt- 
schwerpunkt dieses  zweigliedrigen  Systems.  Man  hat  dabei  nur  nicht 
aufser  Acht  zu  lassen^  dafs  die  dem  System  der  drei  Körper  angehören- 
den Hauptpunkte  H^  und  H^  natürlich  nicht  mit  den  Hauptpunkten 
zusammenfallen,  welche  man  für  die  beiden  ersten  Körper  erhalt,  wenn 
man  den  dritten  Körper  ganz  vom  System  abgelöst  denkt.  Die  letzteren 
sind  es  aber,  welche  der  Konstruktion  des  G^samtschwerpunktes  jSi,s 
der  beiden  ersten  Körper  zu  Grunde  gelegt  werden  müssen.  Ebenso 
wenig  darf  man  bei  der  Konstruktion  des  Gesamtschwerpunktes  St,i 
des  zweiten  und  dritten  Körpers  von  den  dem  System  der  drei  Körper 
angehörenden  Hauptpunkten  j^  und  H^  ausgehen ,  sondern  von  den 
Hauptpunkten,  die  man  nach  Abtrennen  des  ersten  Körpers  erhalt 
Man  hat  eben  inmier  im  Auge  zu  behalten,  dafs  der  Hauptpunkt  eines 
Körpers  nicht  allein  durch  die  Massenverteilung  innerhalb  desselben, 
sondern  auch  durch  den  Zusammenhang  dieses  Körpers  mit  allen 
anderen  Körpern  des  Gelenksystems  bestimmt  wird.  Scheidet  ein 
Körper  aus  dem  System  aus,  so  verlieren  die  samtlichen  Hauptpunkte 
ihre  Bedeutung  und  sind  durch  andere,  den  abg^Lnderten  VerhaUnisaen 
entsprechende,  zu  ersetzen. 

3.  Bestimmung  der  Bewegung  des  Gesamtschwerpunktes  mit 
Hülfe  der  Hauptpunkte  und  Hauptstrecken. 

Der  enge  Zusammenhang  zwischen  dem  Gesamtschwerpunkt  imd 
den  Hauptpunkten  ermöglicht  nun  eine  sehr  einfache  Ableitung  sowohl 
der  Bahnkurve,  als  auch  der  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen 
des  Gesamtschwerpunktes.  Die  Bew^png  des  letzteren  kann  nach  den 
Erörterungen  des  vorigen  Abschnittes  (vgL  Figur  3)  z.  B.  au%e£Ek(st 
werden  als  die  Resultante,  aus  der  Bewegung  des  Hauptpunktes  H^, 
der  Bewegung  des  Systemhauptpunktes  Hi^  s  relativ  zu  H^  und  der 
Bewegung  des  Gesamtschwerpunktes  S^  relativ  zu  Hi^  s-  Natürlidi 
könnte  man  auch  von  der  Bewegung  des  zweiten  oder  dritten  Haupt- 
punktes ausgehen  und  würde  dann  zu  ganz  entsprechenden  Ergebnissen 
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gelangen.  Die  Bewegung  yon  JJi,  2  relativ  zu  H^  findet  auf  einem 
Kreise  mit  dem  Badius  c^,  und  die  Bewegung  Yon  S^  relativ  zu  JTl,  g 
auf  einem  Kreise  mit  dem  Radius  c^  statt.  Dabei  besitzt  Hi^  g  relativ 
zu  H^  dieselbe  Winkelgeschwindigkeit  und  Winkelbeschleunigung ,  mit 
der  die  Längsachse  des  zweiten  Körpers  im  Baume  ihre  Bichtung 
ändert.  Desgleichen  dreht  sich  8^  und  Hi^  a  mit  der  gleichen  Winkel- 
geschwindigkeit und  Winkelbeschlennigung;  mit  welcher  die  Längsachse 
des  dritten  Körpers  im  Baume  ihre  Bichtung  verändert.  Dies  ergiebt 
sich  einfach  aus  dem  Umstände;  dafs  während  irgend  einer  Bewegung 
des  Körpersystems  stets  H^  fli,  %  ||  G\^  2  H^  und  iZi,  2  S^  ||  G2,  s  S^  (vgl. 
Figur  3)  bleiben  mufs. 

Macht  man  nun  noch  die  bei  Problemen  der  Technik  vielfach  ver- 
wirklichte Annahme^  daCs  ein  Punkt  0  der  Längsachse  des  ersten 
Körpers  festbleibt^  und  also  der  erste  Körper  nur  Drehungen  um  eine 
zu  den  übrigen  beiden  Gelenkachsen  parallele  Achse  durch  0  auszuführen 
vermag;  so  ist  auch  der  Hauptpunkt  H^  auf  einen  Kreis  um  0  ge- 
zwungen. 

Die  auf  der  Längsachse  des  ersten  Körpers  liegende  Strecke  [0^^] 
sei  kurz  durch  q  bezeichnet  und  ebenfalls  eine  Hauptstrecke  des 
ersten  Körpers  genannt.  Dann  hat  man  zunächt  für  den  veränder- 
lichen Vektor  %  zwischen  0  und  dem  Gesamtschwerpunkt  8^ 

1 

Ferner  ergeben  sich  ohne  weiteres  für  die  Geschwindigkeit  Vq  und 
die  Beschleunigung  i^  des  Gesamtschwerpunktes  die  Formeln 

s 

(8)  %  ^^ci^k 

1 

und 

8 

(9)  60  =^[ca9a*  +  <^9h]y 

1 

unter  (ph  und  fp'k  die  Winkelgeschwindigkeit  und  Winkelbeschleunigung 
der  Drehung  des  Aten  Körpers  verstanden.    Dabei  ist  zu  beachten,  dafs 

jede  lineare  Geschwindigkeit  Ck^>h  ebenso  wie  jede  Tangentialbeschleu- 
nigung Ck(pk  senkrecht  zu  Chj  dagegen  jede  Normalbeschleunigung.  Ca^a' 
entgegengesetzt  wie  diese  Hauptstrecke  gerichtet  ist. 

Es  möge  nun  0  zum  Anfangspunkt  eines  rechtwinkligen  Koordi- 
natensystems (XY)  innerhalb  der  im  Baume   festen  Ebene   der  drei 
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Schwerpunkte  gewählt  werden  (ygl.  Fig.  5).  Die  positive  X-Achfle  soll 
dahei  die  Bichtung  besitzen,  von  der  aus  die  Winkel  q>k  gemessen 
werden.    Dann  hat  man  für  die  Koordinaten  x^,  y^  des  Gesamtschwer- 


Fig.  6. 


1  tT'Axe 


tZ-Axe 


punktes  S^  und  die  in  die  Richtung  der  Achsen  fisdlenden  Oeschwindig- 
keits-  und  Beschleuni^ungskomponenten  x'^^  y^  und  x'^^  y^  desselben 


die  Werte 


(70 


(80 


(90 


Xq  =     ^A  Ck  COS  q>K 
1 

8 

Vo  =     ^CAsin  q>k 
1 
s 

x'q  «  —  ^  Ck  sin  9a  •  9* 
1 

3 
yo  =^       ^CaCOS^a  •  Vh 

1 
s 

1 
s 

yi'  '^  — ^  L^A  siii  9>A  •  9h^  —  Ca  cos  9a  •  9Ä] 
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Mit  Hülfe  des  Ausdruckes  (9)  fcir  die  Beschleunigung  von  8q  läTst 
sich  nun  in  yerhältnismaTsig  einfacher  Weise  der  resultierende  Druck  D 
zur  Darstellung  bringen,  welcher  ausschliefslich  infolge  der  Massen- 
bewegung der  drei  Körper  des  Systems  auf  die  Achse  in  0,  bezüglich 
auf  das  Fundament,  mit  welchem  das  System  in  0  drehbar  verbunden 
ist,  ausgeübt  wird.  Dieser  „totale  Massendruckf^y  wie  man  ihn  in  der 
Technik  nennt,  wird  durch  das  Produkt  aus  der  Gesamtmasse  m^^  des 
Systems  in  die  Beschleunigung  \  des  Gesamtschwerpunktes  gemessen 
und  besitzt  eine  dieser  Beschleunigung  entgegengesetzte  Richtung. 
Man  hat  daher  für  denselben 

8 

(10)  D  =  -  m^\  =  —  mp^  [Ch(pl?  +  Cktfk'] 

1 

und  für  seine  Komponenten  X^  F  in  der  Richtung  der  Koordinaten- 
achsen 


(loo 


X  =  m^^h \ck  cos  (pk  •  9a*  +  Ck sin  fpk  •  9>* ] 


1 

8 


r=  mp^  [Ck  sin  9*  •  fp'j?  —  Ch  cos  tpn  •  ^i']. 


Es  ist  bemerkenswert,  dafs  in  diesen  Ausdrücken  die  Einzel- 
massen nik  gar  nicht  auftreten,  sondern  nur  die  Gesamtmasse  m^.  Der 
Einfluls,  welchen  die  Einzelmassen  auf  die  Gröfse  des  Massendruckes 
ausüben,  kommt  ausschliefslich  in  der  Gröfse  der  Hauptstrecken  Ch  zur 
Geltung. 

4.   Der  resultierende   Massendruck   am  Schubkurbelgetriebe. 

Die  in  der  Technik  verwendeten  ebenen  dreigliedrigen  Gelenk- 
mechanismen unterscheiden  sich  von  dem  bisher  in  Betracht  gezogenen 
System  von  drei  Körpern  im  wesentlichen  nur  dadurch,  dais  ihre  Be- 
wegungsfreiheit auf  einen  Grad  beschrankt  ist.  Die  Stellung  des 
Systems  mufs  daher  schon  durch  eine  einzige  Koordinate  eindeutig 
bestinmit  werden  können.  Im  übrigen  lassen  sich  aber  die  bisher 
erhaltenen  Resultate  ohne  weiteres  auf  jeden  derartigen  speziellen 
Mechanismus  anwenden. 

Als  Beispiel  möge  das  Schubkurbelgetrui>e  in  Betracht  gezogen 
werden,  da  über  die  Kinetik  desselben  sehr  eingehende  Arbeiten^)  vor- 
liegen,  und  man  daher  besser  in  der  Lage  ist,  sich  über  die  Bedeutung 

1)  Man  vergl.  insbesondere  H.  Lorenz,  Dynamik  der  Enrbelgetriebe.  Zeit- 
schrift för  Mathematik  und  Physik,  44.  Band,  1899  und  45.  Band  1900. 
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der  Hauptpunkte  und  Hauptstrecken  für  derartige  Untersuchungen  ein 
Urteil  zu  bilden. 

Figur  6  stelle  ein  Schema  dieses  Schubkurbelgetriebes  dar.  Der 
erste  der  drei  Körper  des  Gelenkmechanismus  wird  hier  durch  das  aus 
Schwungrad,  Welle,  Kurbel  und  Kurbelzapfen  bestehende  starre  System 
gebildet.  Wenn  nun  auch  die  Berücksichtigung  der  Massen  des 
Schwungrades  und  der  Welle  die  Untersuchung  in  keiner  Weise  kom- 
plizieren würde,  so  sollen  dieselben  doch  zunächst,  wie  bei  HL  Lorenz, 
aufser  Betracht  bleiben,  da  sie  auf  den  resultierenden  Massendruck 
keinen  EinfluTs  ausüben.  Es  wird  sich  später  zeigen,  inwieweit  die 
Formeln  sich  ändern,  wenn  man  dem  ersten  Körper  die  Massen  des 

rig.6. 


Schwungrades  \md  der  Welle  hinzufügt.  Vorläufig  soll  also  unter  m^ 
nur  die  Masse  der  Kurbel  mit  dem  Kurbelzapfen  verstanden  sein.  Der 
zweite  Körper  des  dreigliedrigen  Gelenksystems  wird  durch  die  so- 
genannte Schubstange,  und  der  dritte  durch  das  aus  Kreuzkop^  Kolben- 
stange und  Kolben  bestehende  Gleitstück  gebildet. 

Der  Drehpunkt  0  der  Kurbel  liege  in  der  Verlängerung  der  Gleit- 
bahn und  die  letztere  stelle  die  X-Achse  des  Koordinatensystems  dar. 
Dann  nimmt  in  diesem  speziellen  Falle  des  Schubkurbelgetriebes  der 
früher  mit  97,  bezeichnete  Winkel  den  Wert  Null  an.  Zwischen  ^^ 
und  92  ^^  ^^S'  ^)  hesteht  dagegen  die  Beziehung 

sin  9i :  —  sin  9>3  =  ^  :  i^, 
wo  unter  \  die  zwischen  den  Gelenkpunkten  0  und  Gi^%  gemessene 
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Länge  der  Kurbel  und  unter  l^,  wie  früher^  der  Abstand  der  beiden 
Gelenkmittelpunkte  Cri,  2  und  6^2,3  Terstanden  werden  soll.  Nimmt 
man  9^  als  Koordinate  für  die  Stellung  des  ganzen  Mechanismus^  so 
hat  man  also  in  den  bisher  aufgestellten  Formeln  zu  setzen 


(11)  sin  9?2  =  —  ^  sin  (p^    und    cos  9 1/ 1  "~  i|  sin*  q)^, 

wozu  noch  kommt 

(11')  sin  93  =  0    und     cos  (p^  =  1. 

Unter  dem  Hauptpunkt  H^  der  Kurbd  hat  man  im  Falle  der 
Nichtberücksichtigung  der  Massen  von  Schwungrad  und  Welle  den 
Schwerpunkt  des  Massensystems  zu  verstehen;  welches  man  dadurch 
erhält,  dafs  man  die  Massen  m^  der  Schubstange  und  m^  des  Gleit- 
stücks im  Punkt  (ri,  2  der  Kurbel  hinzugefügt  denkt.  Die  zwischen 
0  und  Hl  sich  hinziehende  Hauptstrecke  der  Kurbel  sei,  wie  früher, 
mit  cl  bezeichnet.  Den  Haup^nkt  H^  der  Schubstange  erhält  man 
als  Schwerpunkt  des  aus  der  Schubstange  durch  Hinzufügen  der 
Masse  m^  von  Kurbel  und  Kurbelzapfen  im  Punkte  Gi^%  und  der 
Masse  m,  des  Gleitstücks  im  Punkte  G^^  $  entstehenden  Massensystems. 
Die  Hauptstrecke  [(?],  2  ^^2]  sei  wieder  durch  c^  bezeichnet.  Endlich 
erhält  man  den  Hauptpunkt  H^  des  Gleitstücks^  indem  man  in  G%^^  die 
Massen  m^  und  m^  dem  Gleitstück  hinzugefügt  denkt  und  von  diesem 
fingierten  Massensystem  den  Schwerpunkt  aufsucht.  Die  Haupir 
strecke  [6^2,  s  ^s]  des  Gleitstücks  sei  Ö3. 

Die  geometrische  Addition  der  drei  Hauptstrecken  q,  ^  und  1^ 
Yon  0  aus  führt  sofort  zu  dem  Gesamtschwerpunkt  Sq  des  Schub- 
kurbelgetriebes (mit  Ausnahme  von  Schwungrad  und  Welle).  Soweit 
sind  die  Verhältnisse  wie  beim  allgemeinen  Gelenksystem  von  drei 
Körpern.  Geht  man  nun  aber  zu  den  Koordinaten  a;^  und  y^  des 
Gesamtschwerpunktes  über,  so  stellen  sich  doch  wesentliche  Verein- 
fachungen gegenüber  dem  allgemeinen  Falle  ein.  Verlängert  man 
nämlich  die  zur  X-J.chse  parallele  Verbindungsstrecke  i%J?i,  2  über 
Hi^  2  hinaus  bis  zum  Schnittpunkt  Ji  mit  0  Gy^  2  (^gl-  Fig.  6),  so  läTst 
sich  leicht  einsehen,  dafs  dieser  Punkt  J^  infolge  der  Ähnlichkeit  der 
Dreiecke  JiJJiJJi,  2  und  OGi^%G^z  ^^^  ies\^  Lage  auf  der  Längsachse 

der  Kurbel  besitzt.     Sein  Abstand  von  H^  ist  ^  c^^  und  daher  der  von 
0  gleich  ^  —  r-  0,;  der  letztere  möge  kurz  durch  i^  bezeichnet  sein« 

Der  Punkt  J^  besitzt  nun  stets  dieselbe  Ordinate,  und  infolgedessen 
auch  dieselben  y-Komponenten  der  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung 
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wie  der  Gesamtschwerpnnkt  Sq.    Es  ergiebt  sich  daher  ohne  weiteres 
f&r  die  letzteren 

yo  =•  h  sin  tp^ 

yd  ==  h  cos  9i  •  <pI 

yö  =«  —  h  sin  <Pi '  9i*  +  h  cos  9i  •  y^ . 

Infolgedessen  erhalt  man  ftir  die  Komponente  des  totalen  Massen- 
drucks  in  der  Bichtung  der  positiven  F- Achse  den  Wert: 

(13)  F=  m^ti  [sin  9>i  •  q>'j*  —  cos  ^^  •  q>^ 

wobei  «1  *"  ^  —  r  ^  ^^''y  ^^^  7i  ^c  Winkelgeschwindigkeit^  dageg^ 

9J'  die  Winkelbeschleunigong  darstellt^  mit  denen  sich  die  Kurbel  am 
0  dreht. 

In  der  Richtung  der  X-Achse  gestalten  sich  die  Verhältnisse  zwar 
nicht  ganz  so  einfach  wie  in  der  F-Bichtung;  aber  doch  auch  wesent- 
lich ein&cher  als  beim  allgemeinen  dreigliedrigen  Gelenksystem.  Da  r, 
bei  allen  Bewegungen  der  X-Achse  parallel  bleibt,  so  muls  der 
Hauptpunkt  Hi^^  der  ersten  beiden  Korper  in  jeder  Beziehung  g^ian 
die  gleiche  Bewegung  ausführen  wie  der  Gesamtschwerpunkt  S^,  Die 
Bahnkurre  des  letzteren  ist  nur  um  den  Vektor  c^  gegen  die  von 
Hi^  a  yerschoben.  Dagegen  sind  die  Geschwindigkeiten  und  Beschleuni- 
gung für  den  ganzen  Ablauf  der  Bewegung  bei  beiden  Punkten  gleicL 
Man  kann  daher  der  Bestimmung  der  X-Komponente  des  totalen 
Massendrucks  den  Punkt  Hi^  $  zu  Grunde  legen.  Führt  man  im  Inter- 
esse der  Ein&chheit  der  Darstellung  zunächst  noch  den  Ton  9)^  ab- 
hängigen Winkel  tp^y  sowie  auch  die  Winkelgesidiwindigkeit  q>'^  und 
die  Winkelbeschleunigung  tp'^  in  die  Formeln  ein,  so  erhält  man  für 
den  Gesamtschwerpunkt  8q 

^0  ^      ^  008  9>i  +  Cj  cos  92  +  ^ 

(14)  Xq  =  —  Cjl  sin  9?i  •  9j   —  c,  sin  g>^  •  <p^ 

Xq  =  —  Ci  cos  9i  •  9j*  —  c^  cos  9>2  •  9>i*  —  q  sin  9^  •  9^  —  €^  sin  9^  •  f^^ 

und  daraus  für  den  totalen  Massendruck  in  der  Richtung  der  positiren 
X-Achse 

X  =  m^Ci  (cos  9i  •  9i*  -f  sin  9^  •  q>'^  +  m^c^  (cos  9),  •  9)jJ*  +  sin  9)^  •  9)^. 

Hierbei  sind  nun  noch  der  Winkel  (p^  und  seine  Ableitungen 
yermöge  der  Relation  Z,  sin  g),  »  —  Zi  sin  9)^  durch  den  Winkel  7^  be- 
züglich dessen  Ableitungen,  auszudrücken. 
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Durch  wiederholte  Differentiation  dieser  Relation  und  geeignete 
Zusammenfassung  erhält  man  schliefslich  als  Wert  der  X- Komponente 
des  totalen  Massendrucks  beim  Schubkurbelgetriebe: 

X  =  Wo{ciCOS9i  +  ti-^(^l--^8in>ij  •  [cos2q>i  +  -^sm^(p^j^q>[^ 

(15)  2  2  ^^  » 

+  mojciSin9>i+Cj^(l-^sinVij  •  Bm2ip^^q>'[, 

Nach  Angabe  von  H.  Lorenz*)  besitzt  bei  den  in  der  Praxis  yor- 
kommenden  Getrieben  das  Verhältnis  1^:1^  in.  der  Regel  einen  so 
kleinen  Wert,  dafs  die  höheren  Potenzen  dieses  Verhältnisses  nur  einen 
sehr  geringen  Einflufs  auf  die  Gh-Öfse  des  Massendi:ucks  ausüben.  Denkt 
man  sich  daher  in  dem  Ausdruck  f&r  die  X- Komponente  des  totalen 
Massendrucks  die  beiden  Potenzen  mit  gebrochenen  Exponenten  nach 
dem  Vorgange  von  H.  Lorenz  in  Reihen  entwickelt;  die  angedeuteten 

Multiplikationen  ausgeführt,  darauf  nach  Potenzen  von  ^  geordnet,  und 

schliefslich  alle  Glieder,  welche  eine  höhere  als  die  zweite  Potenz 
dieses  VerhältnisseB  enthalten,  vemachlassigt,  so  erhalt  man  die  An- 
näherungsformel 

(15')X=mo|^CiCos9>i  +  Ca-^cos29ij9;*  +  Wo[^qsin9i  +  Cg^sin29ij9i. 

Dieser  steht  zur  Seite  die  absolut  genaue  Formel  für  die  Y-Kom- 
ponente  des  totalen  Massendrucks 

(ISO  r=  ^0  (ci  -  ^  ^)  (sin  9,  •  q>[^  -  cos  q>^  •  yi'). 

Diese  beiden  Formeln  stimmen  natürlich  mit  den  von  H.  Lorenz 
auf  weniger  einfachem  Wege  gewonnenen  Formeln  (23)  und  (24)  auf 
Seite  9  der  zitierten  Arbeit  genau  überein.  Man  kann  sich  leicht  unter 
Berücksichtigung  der  Bedeutung  der  Hauptpunkte  davon  überzeugen, 
dafs  die  in  der  letzteren  auftretenden  Ausdrücke 

i  [ITs"  +  (ö  +  P)  r],   ^^[G  (l  -  s')  +  PI]     nnd    J[^s"+G^s'] 

bezüglich  mit  den  Orölsen  m^c^,  m^c^  und  m^i^  identisch  sind. 

Mit  Hülfe  der  Hauptpunkte  kann  man  nun  auch  in  einfacher  und 
vor  allen  Dingen  sehr  anschaulicher  Weise,  ohne  alle  Rechnung,  die 
Bediogungen  für  den  Ausgleich  der  Massendrücke  darstellen. 

1)  a.  a.  0.  Seite  5. 
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Der  totale  Massendmck  verschwindet  im  vorliegenden  FaUe  nur 
dann,  wenn  der  Gesamtschwerpunkt  Sq  bei  allen  Bewegungen  des 
Systems  seinen  Ort  im  Baume  beibehält.  Dazu  ist  keinesw^s  un- 
bedingt erforderlich;  daTs  8q  bei  allen  Stellungen  des  Systems  mit  dem 
festen  Drehpunkte  0  zusammenfällt.  Es  wird  nach  den  obigen  Dar- 
legungen 8q  auch  dann  im  Räume  fest  bleiben ;  wenn  der  Hauptpunkt 
Ht^  s  des  Systems  von  Kurbel  und  Schubstange  (vgL  Fig.  6)  nach  0 
fällt  und  während  des  Ablaufs  der  Bewegung  diesen  Ort  unverandeit 
beibehält.  Hierfür  ist  aber  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
die,  dafs  der  SauptpunJct  H^  der  Kurbd  mit  dem  Brehpu/rüd  0,  und 
der  Hauptpunkt  H^  der  Schuhstange  mit  dem  Gdenkmiädpunkt  Gi^i 
zusammenfällt,  d.  h.  also  mit  anderen  Worten ;  dafs  die  beiden  Haupt- 
strecken Ci  und  c^  die  Länge  Null  besitzen.  Die  Erf&Uung  dieser 
Bedingung  ist  theoretisch  wohl  möglich ,  sie  erfordert  nach  dem  Zu- 
sammenhang der  Hauptpunkte  mit  den  Massen,  Dimensionen  und  der 
Lage  der  Schwerpunkte  der  einzelnen  Glieder  nur,  dafs 

und 

ist,  unter  r^  den  Abstand  des  Schwerpunktes  der  Kurbel  (incL  Knrbet 
zapfen)  von  0  und  unter  r^  den  Abstand  des  Schwerpunktes  der  Schub- 
stange von  6^1,8  verstanden. 

Die  erste  Bedingung  wird  erfüllt,  wenn  der  Sehwerpunkt  S^  der 
Kurbel  nicht  auf  dem  Kurbelradius  OGi^%  selbst,  sondern  auf  dessen 
Bückwärtsverlängerung   über   0  hinaus,   und  zwar  in  der  Entfernung 

^?,  liegt.   Die  zweite  Bedingungsgleichnng  verlangt  dagegen,  dafe 

der  Schwerpunkt  5,  der  Schubstange  nicht  zwischen  G\,%  und  6s,  s. 
sondern  auf  der  Rückwärtsverlängerung  der  Längsachse  der  Schub- 
stange über  6ri,  2  hinaus,  und  zwar  in  der  Entfernung  —  {,  liegt.    ITm 

diese  Forderung  zu  realisieren,  müfste  sich  also  sowohl  die  Kurbel 
weit  über  0  hinaus  als  auch  die  Schubstange  weit  über  Gi^%  hinaus 
fortsetzen.  Es  müfste  auch  der  gröfsere  Teil  der  Masse  der  Kurbel 
einerseits  und  der  Schubstange  andrerseits  auf  diesen,  der  Funktion  der 
beiden  Glieder  des  Mechanismus  nicht  zugute  kommenden,  Fortsätzen 
verteilt  sein.  Sollen  dabei  die  für  die  Energieübertragung  m  erster 
Liuie  in  Frage  kommenden  Teile  0G\^%  und  Gi^%G%%  von  Kurbel 
und  Schubstange  nicht  an  Festigkeit  einbüisen,  so  folgt  aus  einer 
derartigen  Massenverteilung,  dafs  sowohl  das  Gewicht  m^g  der  Kurbel 
incL  Fortsatz  als  auch  das  Gewicht  m^g  der  Schubstange  ind.  Forteatz 
verhältnismäfsig  grofs  sein  müssen. 
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Es  mag  dahingestellt  beiben,  ob  eine  derartige  Umgestaltung  der 
Kurbel  und  der  Schubstange  in  der  Praxis  ausführbar  ist^  und  nicht 
etwa  betrachtliche  Nachteile  anderer  Art  für  die  Maschine  im  Gefolge 
hat.  So  viel  geht  aber  aus  den  bisherigen  Erörterungen  heryor,  dafs 
rein  iheordisch  betrachtet  ein  vollkommener  Ausgleich  des  totalen  Massenr 
drucks  schon  hei  einem  einzigen  Schubhurbelbetrid>e  sehr  wohl  möglich  ist 
Allerdings  laust  sich  die  vollständige  Ausgleichung  nicht  dadurch  er- 
zieleU;  dafs  man  nur  der  Kurbel  gegenüber  auf  der  Welle  eine  Masse 
anbringt,  und  dadurch  gewissermafsen  die  Kurbel  über  die  Welle  hinaus 
fortsetzt,  sondern  man  mufs  auch  gleichzeitig  die  Schubstange  über 
den  Kurbelzapfen  hinaus  bedeutend  yerlängem  und  durch  beträchtliche 
Massen  beschweren.  Eine  so  starke  einseitige  Belastung  der  Schub- 
stange würde  aber  wohl  aufsergewohnlich  hohe  Anforderungen  an  die 
Festigkeit  derselben  stellen,  da  es  sich  ja  hier  im  Wesentlichen  um 
hin-  und  hergehende  Bewegungen  der  einzelnen  Massenteilchen,  und 
nicht  blofs  um  fortlaufende  Rotation  handelt. 

Wäre  es  praktisch  durchführbar,  auf  die  beschriebene  Weise  den 
totalen  Massendruck  zum  Verschwinden  zu  bringen,  so  würde  der 
Gesamtschwerpunkt  Sq  bei  der  Bewegung  einen  festen  Ort  auf  der 
Yerlängerung  der  Gleitbahn  zwischen  0  und  Gs,  $  einnehmen.  Seine 
Entfernung  von  0  wäre  dann  gerade  c^. 

Schlielslich  ist  es  theoretisch  möglich,  weim  auch  für  die  Praxis 
kaum  von  grofsem  Wert^  den  Gesamtschwerpunkt  8^  nach  der  Wellen- 
achse 0  selbst  zu  verlegen.  Dazu  wäre  nur  nötig,  dafs  der  Schwer- 
punkt S^  des  Gleitstücks  im  Mittelpunkt  G^s,  s  des  Kreuzkop&apfens 
liegt,  eine  Forderung,  welche  durch  Verlängerung  der  Kolbenstange 
über  den  Ejreuzkopfzapfen  hinaus  und  Anbringung  neuer  Massen  auf 
dieser  Verlängerung  verwirklicht  werden  könnte.  Dann  würde  auch  der 
Hauptpxmkt  H^  des  Gleitstücks  nach  G%^  $  fallen,  und  die  Hauptstrecke 
c^j  d.  h.  also  die  Entfernung  des  Gesamtschwerpunktes  S^  von  0,  wäre 
in  der  That  auf  Null  gebracht. 

In  gleich  anschaulicher  Weise  wie  für  den  vollkommenen  Aus- 
gleich kann  man  auch  Bedingungen  der  nur  teilweise  stattfindenden 
Ausgleichung  der  Massendrücke  aufstellen.  Soll  z.  B.  nur  die  Kom- 
ponente des  totalen  Massendrucks  in  der  Bichtung  der  F- Achse  ver- 
schwinden, so  ist  die  hierfür  notwendige  und  hinreichende  Bedingung, 
dafs  der  Punkt  J^  auf  dem  Kurbelradius  (vgl  Fig.  6)  mit  dem  Dreh- 
punkt 0  zusammenfällt.    Dies  ist  der  Fall,  wenn 

ii  =  Ci  -  i^  «  0 
wird.   Damit  befindet  sich  aber  die  Forderung  von  H.  Lorenz  (a.  a.  0. 


448  Über  die  reduzierten  Systeme  und  die  Hauptpunkte  etc. 

Seite  10);  der  Kurbel  g^enüber  auf  der  Welle  eine  Masse  yom  Moment 

(?ys'+  if  "s"  anzubringen,  in  genauem  Einklang.    Die  Erfüllung  dieser 

Bedingung  bewirkt  nun  im  allgemeinen  nicht  auch  gleichzeitig  das 
Verschwinden  der  X-Eomponente  des  totalen  Massendrucks.  Die  for 
letztere  auf  Seite  445  angegebene  Näherungsformel  (lö')  erhalt  aber  jetzt 
die  einfachere  Form 

(15")     I  =  m^c^  I  (cos  9^1  +  y-  cos  ^fp^fp^  *  +  (sin  9)1  +  gV  ^in  ^^^\)^"x }  * 

Bei  allen  bisherigen  Erörterungen  über  das  Schubkorbelgetriebe 
waren  die  Massen  der  Welle  und  des  Schwungrades  aufser  Betracht 
gelassen  worden.  Die  Untersuchung  gestaltet  sich  nun  in  keiner  Weise 
dadurch  komplizierter^  dafs  man  diese  mit  der  Kurbel  starr  yerbundenen 
Massen  hinzunimmt.  Es  möge  dabei  nur  die  Voraussetzung  gemadit 
werden^  dafs  der  in  die  Wellenachse  fallende  gemeinsame  Schwerpunkt 
Yon  Welle  und  Schwungrad  in  der  Ebene  der  Schwerpunkte  der  übrigen 
Teile  des  Mechanismus^  d.  h.  also  direkt  im  Punkte  0  angenommen 
werden  darf.  Diese  Voraussetzung  liefse  sich  beispielsweise  durch 
zwei  symmetrisch  zu  0  verteilte  Schwungrader  und  gekröpfte  Achse 
streng  .verwirklichen. 

Das  Hinzufügen  der  neuen  Massen  bewirkt  zunächst  eine  Änderung 
in  der  Lage  der  Hauptpunkte  aller  drei  Glieder  des  Mechanismus;  denn 
dieselben  hängen  ja  nicht  nur  von  der  Verteilung  der  Masse  inneihidb 
des  Gliedes  ab;  dem  sie  angehören^  sondern  sie  werden  auch  durch  die 
Verteilung  der  Gesamtmasse  des  ganzen  Systems  auf  die  drei  Glieder 
beeinflufst;  die  letztere  ist  aber  sofort  geändert ^  wenn  nur  einem  der 
drei  Glieder  neue  Masse  hinzugefügt  wird.  Es  ist  auch  leicht  ein- 
zusehen; daTs  jetzt  alle  Hauptpunkte  innerhalb  des  gebrochenen  Linien- 
zuges  der  drei  Längsachsen  der  Glieder  dem  Drehpunkt  0  nih^ 
rücken;  denn  für  alle  drei  reduzierten  Systeme  tritt  in  dem  O  am 
nächsten  liegenden  Gelenkmittelpunkt  des  zu  Grunde  liegenden  Gliedes 
die  Masse  der  WeUe  mit  dem  Schwungrad  hinzu.  Man  braucht  nun 
nicht  erst  wieder  auf  die  Einzelschwerpunkte  der  drei  Glieder  zurück- 
zugreifen; um  die  Lage  der  neuen  Hauptpunkte  zu  bestimmen.  Man 
kann  vielmehr  gleich  von  den  alten  Hauptpunkten  H^^^  H^^  H^  aus- 
gehen. Bezeichnet  man  die  neuen  Hauptpunkte  mit  H[,  H^,  H^ 
(vgl.  Fig.  7);  und  die  Masse  der  WeUe  mit  dem  Schwungrad  durch  m^ 
so  stellt  sich  H^  dar  als  Schwerpunkt  der  in  0  und  H^  konzentriert 
gedachten  Massen  m,  und  niQ,  Desgleichen  bildet  H^  den  Schwerpunkt 
der  in  Gi^i  und  H2  konzentriert  angenommenen  Massen  m^  und  in^ 
und  endlich  ^3   den  Schwerpunkt   der   in  G^^^   und  ^s  konzentriert 


gedachten  Massen  m^  und  m^.  Die  drei  neuen  Hauptpunkte  sind  daher 
auch  wieder  auf  den  Längsachsen  der  drei  Glieder  des  Mechanismus 
zu  suchen. 

Bedeuten  c[,  c^,  c^  die  neuen  Hauptstrecken  OH^,  ö^i,«^«  ^^d 
G^^^H^  und  m'^  die  Summe  der  Massen  m^  und  m^y  d.  h.  also  die 
Gesamtmasse  des  Systems  der  drei  Körper  nach  Hinzuftigen  der  Massen 
der  Welle  und  des  Schwungrades^  so  hat  man  demnach  die  Relationen 

(16)  w;c;  =  moCi;     m^c^^m^c^   und   m'^c^^m^c^. 

Beachtet  man  nun^  dafs  man  unter  Zugrundelegung  der  neuen  Haupt- 
strecken  und   der  neuen  Gesamtmasse   natürlich   zu  Formeln  für  die 

Fig.  7. 


<5. 


Komponenten  des  totalen  Massendrucks  gelangt;  welche  sich  von  den 
Formeln  (13),  (15),  (IS'),  {W)  und  (15")  nur  dadurch  unterscheiden, 
dafs  an  Stelle  der  Grofsen  m^,  e^,  0^,  c,  die  neuen  Gh^Jsen  m^,  c\,  c^*,  O3  ge- 
treten sind,  so  erhält  man  in  Rücksicht  auf  (16)  das  Resultat,  dafs  der 
totale  Massendruck  durch  das  Hinzutreten  der  Massen  der  Welle  und 
des  Schwungrades  in  seiner  Gröfse  nicht  geändert  wird.  Daher  war 
es  erlaubt,  zum  Zwecke  der  Ableitung  des  Massendrucks  zunächst  ganz 
Yon  der  Welle  und  dem  Schwungrad  abzusehen. 

Während  der  totale  Massendruck  von  diesen  beiden  Teilen  des 
Gelenkmechanismus  unabhängig  ist,  wird  natürlich  die  Lage  des  Ge- 
samtschwerpunktes des  Systems  sehr  wesentlich  durch  dieselben  beein- 
fluist.  Der  neue  Gesamtschwerpunkt  S'q  wird  mit  Hülfe  der  neuen  Haupt- 
punkte  auf  dieselbe  Art  gefunden,  wie  8^  unter  Zugrundelegung  der 

Zeittcbriftl  M«th6m«tik  n.  Physik.  47.  Band.  1902.  8.  u.  4.  Heft.  29 
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alten  Hauptpunkte  (rgl.  Fig.  7).  Gleichzeitig  wird  man  bei  der  Kon- 
struktion desselben  auf  den  neuen  Hauptpunkt  Hi^i  des  Systems  der 
ersten  beiden  Glieder  gef&brt.     Da  nach  (16) 

so  erkennt  man  aus  Figur  7,  dafs  Hi^^  auf  OHi^%  und  8^  auf  OS9 
liegen  mufs^  und  zwar  so,  daXs  auch 

0^1,2 :  05i,2  =  OiSi  :  OiSo  =  Wo  :  wi. 

Zu  diesem  Resultat  gelangt  man  noch  auf  einfachere  Weise,  wenn  man 
beachtet^  dais  infolge  der  Bedeutung  von  Hi^f  und  H^^  der  letztere 
Punkt  den  Schwerpunkt  der  in  0  und  ^1,2  konzentriert  gedachten 
Massen  m^  und  m^,  und  femer  auch  S^  den  Schwerpunkt  der  in  0  und 
8q  konzentrierten  Massen  m^  und  m^  bilden  mufs.  Man  erkennt  hieraas 
auch^  daJB  die  Punkte  ^1,2  nnd  So  bei  der  Bewegung  des  Systems 
Bahnen  beschreiben^  welche  den  Bahnen  der  Punkte  ^1^2  und  jS^  ahn- 
lich, und  zi/var  im  Verhältnis  m^ :  m^  verkleinert  ^  sind. 

Endlich  soll  noch  auf  eine  Thatsache  hingewiesen  werden,  welche 
unter  Umständen  eine  praktische  Bedeutung  gewinnen  kann.  Denkt 
man  sich  nämlich  die  Verbindungslinie  OHi^^Hi^^  über  Hi^%  hinaus 
verlängert  bis  zum  Schnittpunkt  jß  mit  der  Längsachse  6^1,2^2,9  der 
Schubstange  (vgl.  Fig.  7)^  so  läfst  sich  leicht  einsehen^  dais  die  Lage 
dieses  Punktes  von  der  jeweiligen  Gelenkstellung  des  Mechanismus  ganz 
unabhängig  ist,  und  dafs  sein  Abstand  von  0  in  einem  ganz  beddnunten 
Verhältnis  zu  OHi^  bezüglich  OHi^t  steht.    Man  hat  nämlich  ein&di 

(17)  OU-ir-Ofl-^s-i-Ofl,,,. 

Da  nun  die  Bewegung  von  Hi^%  genau  mit  der  von  iSo  und  die  Be- 
wegung von  ^1,2  genau  mit  der  von  8^  übereinstimmt^  so  folgt  hieraus, 
dafs  die  Bewegung  des  Punktes  R  sowohl  ähnlich  der  Bewegung  des 
Gesamtschwerpunktes  8q  des  ganzen  Systems  incl.  Welle  und  Schwung- 
rad^ als  auch  ähnlich  der  Bewegung  des  Gesamtschwerpunktes  8^  des 
Systems  ohne  Welle  und  Schwungrad  ist.  Man  hmn  also  an  der 
Bewegung  des  auf  der  Längsachse  der  Schubstange  festen  Punktes  Ry  für 
den  ich  hei  einer  anderen  Gelegenheit  den  Namen  ,^ichtpunkf'  eingeführt 
habe,  direkt  die  Bewegung  des  G^samtschwerpunktes  des  Systems^  und 
sswar  soga/r  in  vergröfsertem  Mafsstdbe,  erkennen.  Die  Bahnkurve  von 
jß  erscheint  nämlich  im  Verhältnis  2^  :  c[  grölser  als  die  von  8^,  und 
im  Verhältnis  \  :  c^  grölser  als  die  von  8^ . 

Die  praktische  Bedeutung,  welche  dieses  Ergebnis  gewinnen  kann, 
scheint  mir  darin  zu  li^en,  dafs  man  dadurch  in  den  Stand  gesetzt 
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wird;  die  Bewegung  des  Qesamtscliwerpiinktes  bei  irgend  einem  Schub- 
knrbelgetriebe  auf  graphischem  oder  auch  auf  photographischem  Wege 
zu  registrieren.  Man  konnte  z.  B.  an  der  Stelle  R  der  Schubstange 
in  sehr  kurzen  aber  genau  abgemessenen  Zeitinterrallen  kleine  elektrische 
Funken  erzeugen^  oder  ein  kleines  Geifslersches  Böhrchen  intermittierend 
aufleuchten  lassen  ^  und  würde  dann  beim  Photographieren  im  ver- 
dunkelten Räume  mit  offenstehender  Camera  die  Bewegung  von  R  auf 
der  Hchtempfindlichen  Platte  in  einer  grofsen  Anzahl  von  Bewegungs- 
phasen aufgezeichnet  finden.  Diese  Methode  ^  welche  wir  seiner  Zeit 
für  die  photographische  Registrierung  des  menschlichen  Ganges^)  ver- 
wendet habeU;  giebt  sehr  genaue  Resultate.  Sie  liefert  nicht  nur  die 
Bahnkurve  des  Punktes,  sondern  sie  ermögUcht  sogar  eine  ziemlich 
genaue  Bestimmung  der  Geschwindigkeiten  tmd  Beschleunigungen  des- 
selben für  den  ganzen  Ablauf  der  Bewegung.  Vorbedingung  hierfür 
ist  nur  ein  äuTserst  genaues  Regulieren  der  Unterbrechungen  am 
Induktionsapparat.  Dies  läfst  sich  aber  durch  Anwendung  eines 
Stimmgabelunterbrechers  erreichen.  Hat  man  auf  diese  Weise  die  zu 
jedem  Moment  gehörende  Beschleunigung  des  Gesamtschwerpunktes 
abgeleitet;  so  hat  man  damit  auch  ein  Mals  für  den  totalen  Massen- 
druck im  ganzen  Verlaufe  der  Bewegung  gewonnen. 

5.  Die  lebendige  Kraft  des  Systems. 

Wenn  das  in  den  Abschnitten  1.  bis  3.  betrachtete  allgemeine 
System  von  drei  Körpern  in  beliebiger  Bewegung  begriffen  ist;  so 
kann  die  lebendige  Kraft  desselben  als  Summe  zweier  Bestandteile  auf- 
gefafst  werden.  Der  eine  Teil  ist  gleich  der  lebendigen  Kraft;  der  im 
Gesamtschwerpunkt  8q  vereinigt  gedachten  Gesamtmasse;  bezeichnet  Vq 
die  Geschwindigkeit  von  Sq,  so  hat  dieser  Beitrag  zur  lebendigen  Kraft 
die  Gröfse  -Imot;^.  Der  andere  Teil  stellt  sich  als  Summe  der  leben- 
digen Ejafte  dar;  welche  den  auf  den  G^samtschwerpunkt  bezogenen 
relativen  Bewegungen  der  einzelnen  Körper   des   Systems   entsprechen. 

Wie  die  Geschwindigkeit  Vq  des  Gesamtschwerpunktes^  und  damit 
der  eine  Bestandteil  der  gesamten  lebendigen  Kraft;  auf  verhältnismäXsig 
einfache  Weise  mit  Hülfe  der  Hauptpunkte  gewonnen  werden  kann,  so 
stellt  sich  nun  auch  heraus  ^  dafs  die  Hauptpunkte  sehr  wesentliche 
Dienste  bei  der  Bestimmung  des  zweiten  Bestandteiles  der  lebendigen 
Kraft  leisten. 


1)  Abhandlungen  der  mathematiBch-physisclien  KLasse  der  Königlich  Sächsi- 
flchen  Gesellschaft  der  Wissenschafben.    Bd.  XYII  Nr.  11  und  Bd.  XXI  Nr.  IV. 

29» 
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Die  Bewegung,  welche  jeder  der  drei  Korper  des  SystemB  rdatiT 
zum  ßesamtschwerpmikt  j9q  besitzt,  kann  man  zerlegt  denken  in  eine 
Translation  Yon  der  Oeschwindigkeit  Vk  seines  Einzelschwerpnnktes  Sk 
relativ  zu  Sq  und  eine  Rotation  nm  ^e  zn  den  Gelenkachsen  parallele 
Achse  durch  8h  von  der  Winkelgeschwindigkeit  9)«.  Die  lebendige 
Kraft  jedes  einzelnen  Korpers  relatir  zum  Gesamtschwerpnnkt  stellt 
sich  infolgedessen  eben&Us  als  Summe  zweier  Bestandteile  dar.  Der 
eine  Bestandteil  ist  die  lebendige  Kraft,  welche  die  Masse  «ma  des 
Körpers  besitzt,  wenn  sie  sich  mit  der  Geschwindigkeit  Vm  bewegt,  die 
der  Einzelschwerpunkt  Sk  relativ  zum  Gesamtschwerpunkt  £1^  besitzt, 
der  andere  Bestandteil  ist  die  lebendige  Kraft^  welche  aus  der  Winkd- 
geschwindigkeit  q>i  des  Körpers  um  die  Achse  durdi  Sk  resultiert. 

Nimmt  man  Torlaufig  an,  dafs  der  Gesamtschweipunkt  fest  bleibt^ 
so  ist  eine  beliebige  unendlich  kleine  Yerr&ckung  des  Systems  dadurdi 
eindeutig  charakterisiert,  dafs  die  drei  Winkel  fp^,  ^,  9,  bestimmte 
unendlich  kleine  Änderungen  dg>^,  dq>2,  dtp^  erfahren.  Eine  soldie 
Yerrückung  kann  man  sich  in  drei  Schritte  zerlegt  denken.  Bei  dem 
einen  soll  nur  der  Winkel  g>^  der  Änderung  dq>^  unterworfen  werden, 
während  die  beiden  anderen  Winkel  tp^  und  q>^  konstant  bleiben,  beim 
zweiten  und  dritten  Schritte  soll  die  Yerrückung  nur  in  einer  Änderung 
Yon  9,  bezüglich  tp^  um  die  Gröfse  dg)^  bezüglich  dq>^  bestehen, 
während  jedesmal  die  beiden  anderen  Winkel  ihren  Wert  beibehalten. 
Es  kommt  also  jeder  der  drei  Schritte  darauf  hinaus,  einem  der  drei 
Korper  eine  unendlich  kleine  Rotation  zu  erteilen,  wahrend  die  beiden 
anderen,  welche  infolge  des  Zusammenhangs  der  Körper  dabei  nidit  in 
Ruhe  bleiben  können,  gleichzeitig  nur  Tnmslationen  ausführen  dürfen. 
Die  Translation  jedes  der  anderen  beiden  Körper  ist  gegeben  durch 
die  Translation  desjenigen  G^lenkpunktes,  welcher  die  unmittelbare 
oder  mittelbare  Yerbindung  des  betreffenden  Körpers  mit  dem  in  Ro- 
tation begriffenen  darstellt. 

Soll  nun  bei  der  unendlich  kleinen  Rotation  dq>k  eines  der  drei 
Körper,  verbunden  mit  Translationen  der  beiden  anderen  Körper,  der 
Gesamtschwerpunkt  S^  des  Systems  seinen  Ort  im  Räume  beibehalten, 
so  mufs  diese  Boiatian  um  die  0U  den  Gelenkachsen  parallele  Achse 
durch  den  Hauptpunkt  des  betreffenden  Körpers  stattfinden.  Dies  lehrt 
ein  Blick  auf  Figur  3  (Seite  435).  Dreht  man  beispielsweise  das  ganze 
System  um  eine  zu  dm  Gelenkachsen  parallele  Aduse  durch  J^  in  ixx 
Weise,  dafs  dabei  der  zweite  und  dritte  Körper  nur  Translationen  aus- 
führen, so  behalten  die  Längsachsen  der  letzteren  beiden  Körper  bei 
der  Bewegung  ihre  Richtung  im  Räume  bei,  und  der  gebrochene 
Linienzug  S^Si^  s^o  i^ünmt  infolgedessen  an  der  Bewegung  nicht  teiL 
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Dreht  man  dagegen  am  die  zu  den  Gelenkachaen  parallele  Aohse  durch 
S^  bezüglich  H^  und  läfst  dabei  den  ersten  und  dritten  bezüglich 
ersten  und  zweiten  Körper  nur  Translationen  ausführen^  so  bleibt  dabei 
der  gebrochene  Linienzug  H^Hi^fS^  bezüglich  H^Hi^zS^  fest  liegen. 
Es  behält  also  in  allen  drei  F&llen  der  Gesamtsohwerpuiikt  Sq  seine 
Lage  im  Räume  bei.  Es  ist  dabei  auch  ganz  gleichgültig,  ob  die 
Botation  um  einen  unendlich  kleinen  oder  um  einen  beliebigen  end- 
lichen Winkel  stattfindet. 
Man  hat  daher  den 

Satz:  Jede  Verrückung  des  Systems  der  drei  Körper  rdaüv  eum 
GesanUschwerpufikt  5^  aus  der  Lage  tp^  q}^,  q>^  in  die  unendlich  henachr 
harte  q>^  +  dtp^y  tp^  +  dtp^y  q>^  +  dtp^  kann  gerlegt  werden  in  drei  un- 
endlich  kleine  Botatianen  um  Achsen  durch  die  drei  Hauptpunkte  ver- 
bunden mit  TransUtUonen  der  beiden  anderen  Körper,  welchen  der  be- 
treffende Hauptpunkt  nicht  angehört. 

Lifolge  dieser  drei  Verrückungen  des  Systems,  welche  bezüglich 
einer  alleinigen  Änderung  eines  der  drei  Winkel  q)^,  (p^,  (p^  entsprechen, 
erleidet  jeder  der  Einzelschwerpunkte  drei  unendlich  kleine  Verschie- 
bungen, deren  geometrische  Summe  die  Qesamtyerschiebung  des  be- 
treffenden Einzelschwerpunktes  relativ  zum  Gesamtschwerpunkt  8q 
darstellt.  Beachtet  man,  dafs  die  Abstände  von  den  Hauptpunkten 
positiv  oder  negativ  zu  rechnen  sind,  je  nachdem  sie  in  positiver  oder 
negativer  Richtung  auf  den  Längsachsen  verlaufen,  so  ergiebt  sich 
demnach  bei  der  in  Figur  2  (Seite  432)  angenommenen  Lage  der 
Hauptpunkte  gegenüber  den  Einzelschwerpunkten  für  die 


Verschiebung  von  S^  relativ  zu  SqI   —  e^-dip^  —  c^dq)^  —  <^'d(p^ 


(18)  „  „     fi^f      ;,        »   ^0-   +did9)i- Cid9?8- ci-dg?, 


n 


77     ^       ;>         ;;    ^0=    +  d^'dfp^  + d^'dtp^  +  e^'dq>^, 


wobei  wieder  die  Striche  über  den  Buchstaben  die  geometrische 
Addition  andeuten  sollen.  Dabei  sind  alle  von  der  unendlich  kleinen 
Rotation  dtp^  herrührenden  Verschiebungskomponenten  senkrecht  zur 
Längsachse  des  ersten  Körpers,  die  mit  dq>^  bezüglich  dq>^  zusammen- 
hängenden Verschiebungskomponenten  senkrecht  zur  Langsachse  des 
zweiten  bezüglich  dritten  Körpers  gerichtet.  Die  drei  Komponenten 
der  Verschiebung  eines  Einzelschwerpunktes  besitzen  daher  dieselben 
Richtungsunterschiede  wie  die  drei  Längsachsen.  Es  bilden  also  die 
erste  tmd  zweite  den  Winkel  9i  —  9t>  ^^  ®^®  ^^^  dritte  den 
Winkel  tp^  —  q>^  und  die  zweite  und  dritte  den  Winkel  qpi  •—  tp^  mit 
einander. 
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Indem  man  dnrch  Division  der  in  einem  bestimmten  Moment  statt- 
findenden unendlioh  kleinen  Verschiebungen  der  Einzelschwerpiinkte 
relativ  zum  Gesamtschwerpnnkt  mit  dem  ZeitdifEerential  dt  zu  den  Ge- 
schwindigkeiten Vk  der  Punkte  8k  relativ  zu  8^  übergeht,  kann  man 
leicht  den  Beitrag  angeben^  welchen  jeder  Schwerpunkt  infolge  seiner 
Geschwindigkeit  Vh  zu  dem  Ausdruck  fOr  die  lebendige  Kraft  des 
Systems  relativ  zum  Gesamtschwerpunkt  liefert  Derselbe  besitzt  die 
Ghrofse  \mkvl.  Aufserdem  hat  man  nur  noch  den  Einfluls  zu  berück- 
sichtigen; den  die  Rotation  eines  jeden  der  drei  Körper  um  seiuen 
Schwerpunkt  Sh  auf  die  Gröfse  der  lebendigen  Kraft  ausübt  Be- 
zeichnet man  allgemein  mit  Xk  den  Tragheitsradius  des  Aten  Körpers 
in  Bezug  auf  die  zu  den  Gelenkachsen  parallele  Achse  durch  seinen 
Schwerpunkt  Sk,  so  ist  der  von  der  Winkelgeschwindigkeit  ipi  des  Atoi 
Korperd  herrührende  Beitrag  zur  lebendigen  Kraft 

\fnHxl'(pk\ 

Bezeichnet  man  die  lebendige  Kraft  des  ganzen  Systems  relativ 
zum  Gesamtschwerpunkt  mit  Tr,  so  hat  man  demnach 


Berechnet  man  auf  Grund  von  (18)  die  Werte  von  vi,  so  ergiebt  sidi 
nach  einiger  Umformung  unter  Berücksichtigung  der  Relationen  (1) 
und  (4)  für  die  lebendige  Kraft  des  ganzen  Systems  relativ  zum  Gesamt- 
schwerpunkt Sq  der  verhältnismäfsig  einfache  Wert 

(19)  Tr  =  iwoÄj .  cp;«  +  ImoÄj  .  9i*  +  \rn,^  •  ^i« 

+  m^diC^  cos  (tpi  —  qpj)  •  g>[  g>^  +  m^d^c^ cos  (g?i  —  g>^)  •  ip[  tp^ 

Es  ist  zu  beachten;  dafs  auch  hierbei  die  einzelnen  Massen  fiiA  gar 
nicht  explizit  auftreten.  Dies  ist  wieder  der  EinfOhrung  der  reduzierten 
Systeme  und  Hauptpxmkte  zu  verdanken.  Denn  die  Grofsen  der  Trag- 
heitsradien  kk  und  der  Hauptstrecken  Ch  und  dh  hangen  ja  hauptsach- 
lich von  der  Masse  und  MassenverteUung  der  einzelnen  Korper  ab, 
und  der  EinfluTs^  den  die  einzelnen  Massen  auf  den  Wert  der  lebendigen 
Kraft  ausüben;  macht  sich  allein  in  der  Länge  dieser  Strecken  geltend. 

Bisher  war  nur  die  lebendige  E[raft  relativ  zum  Gesamtschwer- 
punkt Sq  in  Betracht  gezogen  worden.  Bleibt  nun  der  letztere  nicht 
fest;  sondern  bewegt  er  sich  mit  der  Geschwindigkeit  Vq  im  Räume 
fort;  so  kommt  bekanntlich  zu  der  relativen  lebendigen  Kraft  noch  die 
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lebendige  Kraft  ymot{  der  Bewegung  des  Gesamtschwerpunktes  hinzu. 
Bezeichnet  man  die  totale  lebendige  Kraft  mit  T,  so  hat  man  demnach 

Für  den  schon  im  dritten  Abschnitt  in  Betracht  gezogenen 
speziellen  Fall^  dalis  bei  der  ebenen  Bewegung  des  Systems  ein  Punkt  0 
der  Langsachse  des  ersten  Körpers  (Figur  5)  festbleibt^  läfst  sich  nach  (8) 
Vq  leicht  durch  die  drei  Winkelgeschwindigkeiten  ausdrücken.  Berück- 
sichtigt man,  dafs  die  drei  in  Formel  (8)  auf  der  rechten  Seite  auf- 
tretenden Geschwindigkeitskomponenten  wieder  senkrecht  zu  den  drei 
Längsachsen  gerichtet  sind,  so  erhält  man 

(20)  t?;  -  cj  •  9i*  +  cj^i*  +  c|qpi*  +  2c^c^  cos  (9i  -  (p^)(p[(p^ 

+  2ciC8Cos(qPi  -  9z)v'iV9  +  2c3,C8Cos(9,  -  (p^)(p^<pi 

Setzt  man  diesen  Wert  und  den  aus  (19)  sich  ergebenden  Wert 
Yon  Tr  in  den  Ausdruck  für  T  ein ,  so  laTst  sich  der  letztere  wieder 
durch  geeignete  Zusammenfassung  auf  sechs  Glieder  reduzieren.  Das 
ist  natürlich  immer  der  Fall,  denn  die  lebendige  Kraft  ist  ja  eine 
homogene  Funktion  zweiten  Grades  der  drei  Winkelgeschwindigkeiten. 
Die  jetzt  auftretenden  Klammerausdrücke  haben  nun  auch  wieder  sehr 
bemerkenswerte  Bedeutung.  Der  erste  ist;  wie  man  leicht  sieht, 
(m^Ji^  -f  ^0^)-  Derselbe  drückt  nichts  anderes  als  das  Trägheitsmoment 
des  ersten  reduzierten  Systems  in  Bezug  auf  die  durch  0  gehende  zu 
den  Gelenkachsen  parallele  Achse  aus;  deimH^  ist  ja  der  Schwerpunkt 
des  ersten  reduzierten  Systems  und  c^  der  Abstand  des  Punktes  0  Ton 
Hj^  (Figur  5).  Bezeichnet  man  den  auf  die  Achse  durch  0  bezogenen 
Trägheitsradius  mit  A^,  so  läfst  sich  also  der  Klanunerausdruck  durch 
m^Xl  ersetzen.     Die  beiden  nächsten  Klammeransdrücke  sind 

(woJfc*  +  WoC|)  und  (m^Jcl  +  m^t^^). 

Dieselben  sind  die  Trägheitsmomente  des  zweiten  und  dritten  redu- 
zierten Systems  in  Bezug  auf  die  Gelenkachsen  6ri,  2  nnd  (rg,  3,  Man 
kann  für  dieselben  daher  auch  m^Xl  und  m^ll  schreiben,  unter  A„  A3 
die  zugehörigen  Trägheitsradien  verstanden.  Beachtet  man  noch,  dafs 
Ci  +  d^  durch  l^  und  c^  -f  d^  durch  l^  ersetzt  werden  können,  so  hat 
man  für  die  totale  lebendige  Kraft  in  dem  speziellen  Falle  bedingter 
Beweglichkeit  von  drei  Graden  der  Freiheit 

(21)  T-  >oAj  •  g>;«  +  imoAl  •  qp^»  +  \m,Xl  •  9);« 

+  Wo?iC,co8(9)i  -  q>t)q>i9i  +  »»oZi<^cos(9i  -  9)j)9>>,' 

+  »»0^,«^  COB  (9),  —  90,)  yi^ä- 
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Bei  einem  System  von  nur  zwei  durch  ein  Chandergelenk  mit 
einander  verbundenen  Körpern  nimmt  die  lebendige  Kraft  reLatir  siim 
Gesamtschwerpunkt^   wie  man  leicht  erkeimt,  die  ein£achere  Form  an 

(190     ^r  ="  i*»o*!  •  9i*  +  j^oK '  9i*  +  «»o<^^  cos  (qPi  —  VtWiVi- 

Ist  insbesondere  ein  Punkt  0  der  ersten  Längsachse  fest,  so  hat 
man  f&r  die  totale  lebendige  Kraft 

(210     ^  -  i»»o^?  •  Vi^  +  i»»o^5  •  Vt^  +  ^ok^  <50s  (9>i  -  9>g)  ip[g>^. 

Die  Yorstehende  Gleichung  (21 0  liefert  z.  B.  sofort  den  Ausdruck 
für  die  lebendige  Kraft  eines  Doppelpendels,  d.  L  eines  durch  ein 
Zwischengelenk  mit  zur  Auf  hangungsachse  paralleler  Achse  g^liederten 
Pendels.  Sie  erfordert  nur  die  Bestimmung  der  Trägheitsradien  Ü^ 
und  A,  der  beiden  reduzierten  Systeme  und  der  Hauptstrecke  c^  des 
zweiten  Körpers.  Die  Formel  behält  auch  dann  ihre  Richtigkeit,  wenn 
der  Schwerpunkt  des  ersten  Körpers  nicht  auf  der  Längsachse  des- 
selben, sondern  auf  deren  Verlängerung  über  das  Zwischengelenk 
hinaus  lieg^,  wie  es  z.  B.  in  dem  System  Glocke  mit  Klöppel  der  Fall 
ist.  Endlich  giebt  auch  die  Formel  (21^  direkt  die  lebendige  Kraft 
für  das  Schuhkurbdgeiriehe  an,  trotzdem  es  sich  hier  um  ein  dreiglie- 
driges System  handelt.  Denn  in  dem  speziellen  Fall  des  Schubknrbel- 
getriebes  ist  ja  die  Winkelgeschwindigkeit  g>^  des  Gleitstücks  konstant 
gleich  Null.  Infolgedessen  geht  aber  die  hier  eigentlich  anzuwendende 
Formel  (21)  in  die  einfachere  Formel  (21^)  über.  Man  darf  dabei  nur 
nicht  aufser  Acht  lassen,  dafs  die  reduzierten  Systeme,  deren  Tragheits- 
radien  l^  und  A,  hier  allein  in  Frage  kommen,  sich  auf  das  dreiglie- 
drige System  mit  der  Gesamtmasse  m^  und  nicht  etwa  auf  das  nach 
Lostrennen  des  Gleitstücks  übrig  bleibende  zweigliedrige  System  be- 
ziehen. Das  Gleiche  gilt  für  die  Hauptstrecke  e^.  Der  Einflufs,  welchen 
die  Bewegung  des  Gleitstücks  auf  die  lebendige  Kraft  T  ausübt,  kommt 
dann  eben  in  den  Werten  fär  A^,  A,  und  c^  und  dem  Umstand,  dafs  in 
mQ  auch  die  Masse  des  Gleitstücks  enthalten  ist,  zur  Geltung. 

Natürlich  mufs  sich  beim  Schubkurbelgetriebe  die  lebendige  KnA 
auch  allein  als  Funktion  von  ip[*,  d.  h.  des  Quadrates  der  Kolbenge- 
schwindigkeit darstellen  lassen.  Dies  laust  sich  leicht  auf  Grund  der 
schon  früher  verwendeten  Relationen  (11)  zwischen  den  beiden  Winkeln 
g>^  und   9>2   erreichen.    Man   erhält  dann  zunächst  den  genauen  Wert 

(22)  T  = 


-  *2  *i  *J 


<h     <i' 
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Denkt  man  sich  in  diesem  etwas  unbequemen  Ausdruck  die 
Potenzen  _  i 

(l-^sinVi)         und    (l--]fSi»Vi) 

in   Reihen    entwickelt,    darauf  nach   Potenzen   von   y   geordnet,  und 

schlieislich  in  Bücksicht  auf  den  kleinen  Wert  des  Verhältnisses  2^:2^ 

wieder   alle   höheren  als  die  zweite  Potenz  yon   ~   yemachlässig^,  so 
erhält  man  den  Näherungswert: 
(220  ^  = 

iwo [aJ  +  -^cosVi .  AJ  -  2^  (cosVi  -  2t  ^^^^  ™ 2yi)  l^e^j  (p[\ 

A.  Das  allgemeine  Gelenksystem. 

Die  an  dem  speziellen  Beispiel  eines  dreigliedrigen  Gelenkmechanis- 
muB  abgeleiteten  Resultate  lassen  sich  nun  leicht  fOr  jedes  beliebige 
System  von  Körpern,  welche  in  irgend  einer  Weise  durch  Drehgelenke 
Yon  1,  2  oder  3  Graden  der  Freiheit  mit  Mittelpunkt  yerbunden  sind, 
yerallgemeinem.  Es  ist  dabei  nicht  einmal  nötig,  dafs  die  Glieder  des 
Mechanismus  in  einer  Reihe  hintereinander  geschaltet  sind,  sodafs  sich 
jeder  Körper  mit  höchstens  zwei  anderen  in  Gelenkverbindung  befindet, 
sondern  es  dürfen  an  einem  Körper  beliebig  yiele  andere  eingelenkt 
sein.  Ein  solches  allgemeineres  Gelenksystem  stellt  z.  B.  der  mensch- 
liche Körper  dar,  wo  der  Rumpf  mit  yier  Extremitäten  und  mit 
dem  Kopf  durch  Gelenke  yerbunden  ist,  wenn  man  yon  den  innerhalb 
des  Rumpfes  selbst  liegenden  (Gelenken  zwischen  Wirbeln  und  Rippen 
ganz  absieht.  Femer  liefern  auch  die  mehrkurbeligen  Maschinen  ein 
hierher  gehörendes  Beispiel;  denn  das  aus  Welle,  Schwungrad  und 
Kurbel  zusammengesetzte  starre  System  (Kurbelsystem),  welches  hier 
nur  ein  Glied  des  ganzen  Mechanismus  repräsentiert,  ist  mit  so  yiel 
Schubstangen  gelenkig  yerbunden,  als  Kurbeln  vorhanden  sind. 

Nur  eine  einzige  Voraussetzung  mufs  im  Interesse  der  Eindeutig- 
keit der  Untersuchung  fQr  das  System  gemacht  werden.  Bilden  näm- 
lich mehrere  Körper  des  Systems  eine  geschlossene  Kette,  so  muls 
man  sich  an  einem  Gelenk  innerhalb  dieser  Kette  die  Verbindung  ge- 
löst denken,  und  die  Sache  so  auffassen,  als  ob  bei  den  Bewegungen 
des  ganzen  Systems  die  dieses  Gelenk  bildenden  Enden  der  beiden  in 
Frage  kommenden  Körper  immer  gerade  identische  Bewegungen  aus- 
fiilirten,  ohne  mit  einander  in  direktem  Zusammenhange  zu  stehen. 
Durch  diese  Annahme  wird  erreicht,  dafs  man  von  irgend  einem  Glied 


458  t^er  die  reduiderten  Systeme  und  die  Hauptpxmkie  etc 

des  Systems  zn  irgend  einem  anderen  immer  nur  auf  einem  einzigen 
Wege  im  Innern  des  Systems  gelangen  kann^  und  dals;  wenn  man  die 
sämtlichen  Oelenkverbindongen  eines  bestimmten  Körpers  gelost  denkt, 
die  einzelnen  Teile ;  in  welche  der  Mechanismus  dann  zerfallt,  nnd 
welche  im  allgemeinen  immer  noch  kleinere  Gelenksysteme  darstellen, 
nicht  mehr  mit  einander  in  Zusammenhang  stehen.  Diese  Bedingung 
findet  man  z.  B.  im  Bau  des  menschlichen  Körpers  ohne  weitere  Yo^ 
aussetzimg  erfELUt;  denn  zertrennt  man  etwa  die  fOnf  Hauptgelenke  des 
BumpfeS;  so  löst  man  dadurch  den  Kopf  und  die  yier  Extremitätoi 
Yom  Rumpfe ;  und  es  zeigt  sich  dann;  dafs  diese  abgetrennten  fünf 
Körperteile  auch  nicht  mehr  mit  einander  im  Zusammenhang  stehen. 
Auch  bei  den  mehrkurbligen  Maschinen  trifft,  wie  man  leicht  sieht, 
im  allgemeinen,  wenn  man  von  kleineren  mehr  accessorischen  Teilen 
absieht,  diese  Yoraussetung  zu.  Natürlich  darf  man  dabei  nicht,  wie 
es  Reuleaux  aus  rein  kinematischen  Bücksichten  thut,  das  Maschinen- 
bett als  Olied  des  Gelenkmechanismus  auffassen. 

Zu  jedem  Glied  eines  derartigen  allgemeinen  Gelenksystems  kann  man 
nun  wieder  in  ganz  entsprechender  Weise  wie  beim  dreigliedrigen  System 
ein    reduziertes    System    konstruieren.     Man    braucht    sich  zu  diesem 
Zwecke  nur  im  Mittelpunkt  eines  jeden  Gelenks  des  betreffenden  Gliedes 
die  Masse  des  Teilsystems  konzentriert  zu  denken,  welches  sich  beim 
Trennen   dieser   Gelenkverbindung   yom   ganzen  Mechanismus  ablösen 
würde.    So  erhalt  man  z.  B.  beim  menschlichen  Körper  das  „reduzierte 
Rumpfsystem'^,  wenn  man  im  Mittelpunkt  des  Kopfgelenks  die  Masse 
des   Kopfes,   im   Mittelpunkte   eines  jeden  Schultergelenks  die  Masse 
eines  ganzen  Armes  und  im  Mittelpunkt  eines  jeden  Hüftgelenls  die 
Masse  eines  ganzen  Beins  konzentriert  denkt  und  dem  Rumpfe  hinzu- 
fügt.    Oder   man  gelangt  zu  dem  rechten  „reduzierten  Oberschenkel- 
System^,  wenn  man  im  Mittelpunkt  des  rechten  Kniegelenks  die  Massen 
des  rechten  Unterschenkels  und  rechten  Fufses,  dagegen  im  Mittelpunkt 
des  rechten  Hüftgelenks  die   ganze  Masse  ^  welche  dem  menschlichen 
Körper  nach  Amputation  des  rechten  Beins  im  Hüftgelenk  noch  bleiben 
würde,  konzentriert  annimmt  und  dem  rechten  Oberschenkel  hinzufügt. 
Beim  Mehrkurbelgetriebe   erhält   man   das   ^preduzierte   Kurbelsysteni'', 
wie  ich  es  kurz  nennen  will,  indem  man  im  Mittelpunkte  eines  jed»i 
Kurbelzapfens   die  Massen   der   zugehörigen  Schubstange  und  des  zu- 
gehörigen Gleitstücks  konzentriert  denkt,  und  dem  aus  Welle,  Schwung- 
rad und  Kurbeln  bestehenden  starren  System  hinzufügt. 

Es  ist  ersichtlich,  dafs  auch  die  reduzierten  Systeme  des  allgemeinen 
Gelenksystems  stets  als  Masse  die  Gesamtmasse  des  ganzen  beweglichen 
Systems  besitzen. 
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Der  Schwerpunkt  eines  jeden  reduzierten  Systems  stellt  nun  wieder^ 
wie  man  oline  Weiteres  einsieht^  einen  festen  Punkt  des  dem  reduzierten 
System  zu  Ghrunde  liegenden  GHiedes  des  Mechanismus  dar.  Derselbe 
soll  auch  beim  allgemeinen  Oelenksystem  den  Namen  HauptptmJct  des 
betreffenden  Gliedes  f&hren.  Femer  mögen  wieder  alle  Strecken,  welche 
den  Hauptpunkt  eines  Gliedes  mit  den  Mittelpunkten  der  an  dem  Glied 
befindlichen  Gelenke  rerbinden,  als  Hauptstrecken  bezeichnet  sein.  Man 
hat  demnach  im  allgemeinen  Falle  unter  Umstanden  mehr  als  zwei 
Hauptstrecken  in  einem  Glied.  Der  Rumpf  besitzt  z.  B.  ftlnf  Haupt- 
strecken, das  aus  WellC;  Schwungrad  und  Kurbeln  bestehende  Glied 
eines  Mehrkurbelgetriebes  so  viele,  als  Kurbeln  vorhanden  sind. 

Die*  reduzierten  Systeme  und  Hauptpunkte  spielen  nun  fOr  die 
Kinetik  der  allgemeineren  Gelenksysteme  die  entsprechende  Rolle  wie 
beim  dreigUedrigen  System.  Den  Beweis  hierfttr  im  einzelnen  FaUe 
zu  erbringen,  unterliegt  nach  den,  vielleicht  mehr  als  anbedingt  n6tig, 
ausf fihrlichen  Darlegungen  der  Yerhaltnisse  beim  dreigliedrigen  System 
keinen  prinzipiellen  Schwierigkeiten.  Es  sollen  daher  im  folgenden 
nur  rein  historisch  die  wesentlichsten  Yerallgemeinernngen  der  beim 
dreigliedrigen  System  erhmgten  Resultate  kurz  angefahrt,  und  im 
übrigen  auf  meine  Abhandlung:  „Die  Arbeit  der  Muskeln  und  die 
lebendige  Kraft  des  menschlichen  Körpers')''  verwiesen  werden;  in 
letzterer  sind  die  erforderlichen  Beweise  fQr  das  verhältnismäfsig  kom- 
plizierte System  des  menschlichen  Körpers  erbracht.  Ich  kann  mich 
bei  der  vorliegenden  Schrift  um  so  mehr  mit  einigen  kurzen  An- 
deutungen  begnügen,  als  ich  mit  derselben  vorläufig  nur  den  Zweck 
verbinde,  auf  die  Bedeutung  aufmerksam  zu  machen,  welche  die  Ein- 
führung der  reduzierten  Systeme  und  Hauptpunkte  für  zahlreiche  Unter- 
suchungen der  technischen  Mechanik,  insbesondere  die  kinetische  Unter- 
suchung der  Kurbelgetriebe  hat. 

Es  ergiebt  sich  nun  zunächst,  dafs  auch  beim  allgemeinen  Gelenk- 
system die  Hauptpunkte  der  einzelnen  Glieder  in  sehr  engem  Zu- 
sammenhang mit  dem  Gesamtschwerpunkt  Sq  des  Systems  stehen. 
Man  kann  die  Beziehungen  zwischen  den  ersteren  und  dem  letzteren 
in  den  ganz  allgemein  gütigen  Satz  zusammenfassen: 

Satz:  Man  gelangt  hei  jedem  Gdenksystem  immer  m  dem  Oesamt- 
schwerpunJcte  8q,  wenn  man  von  dem  Hwupipmkte  Hj  des  beliebig  zu 
wählenden  jten  Gliedes  oms  die  geometrische  Summe  der  eu  den  übrigen 
Gliedern   gehörenden    HauptstrecJcen    bildet,    auf  welche   man  in  jedem 


1)  Abhandl.    der  math.-phys.   Klasse   der   Eönigl.   Sachs.  Gesellsch.   d.  W. 
Bd.  XX,  Nr.  I. 
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Gliede  Muerst  stöfst,  wenn  man  wm  Hj  aus  nach  den  versdnedenen  BkJt- 
tungen  hm  je  einen  über  die  Hauptpunkte  der  betreffenden  Glieder  km- 
weggehenden  gebrochenen  lAnienmug  jedesmal  bis  ans  Ende  fuhrt 

Legt  man  beispielsweise  beim  Mehrknrbelgetriebe  f&r  die  Eon- 
straktion des  Gresamtschwerpnnktes  den  Hauptpunkt  des  Korbelsystems 
zu  Grunde^  so  hat  man  Ton  diesem  aus  nur  die  der  Welle  innerhalb 
des  ganzen  Systems  am  nächsten  liegenden  Hauptstrecken  der  samt- 
lichen Schubstangen  un4  Gleitstücke  in  irgend  einer  Reihenfolge 
geometrisch  zu  addieren  ^  um  den  Gesamtschwerpunkt  als  Endpunkt 
dieses  Streckenzuges  zu  erhalten.  Es  kommen  also  dabei  irgend  welche 
Hauptstrecken  des  Eurbelsystems,  d.  h.  also  des  aus  Welle,  Schwung- 
rad und  Eurbehi  bestehenden  starren  Systems  ^  gar  nicht  zur  Verwen- 
dung. Besteht  nun  das  Mehrkurbelgetriebe  aus  lauter  Schubkurbd- 
getrieben,  welche  sich  in  parallelen  Ebenen  bewegen^  die  alle  cor 
Wellenachse  senkrecht  stehen,  so  erkennt  man  ohne  weiteres,  dafs  der 
zum  Gesamtschwerpunkt  fahrende  Zug  der  Hauptstrecken  yon  Schub- 
stangen und  Gleitstücken  auch  vollständig  in  eine  Ebene  hineinfallt 
Diese  Ebene  geht  durch  den  Schwerpunkt  des  Eurbelsystems  und 
steht  ebenfalls  auf  der  Wellenachse  in  einem  Punkte  0  derselben 
senkrecht;  sie  soll  der  Eürze  der  Darstellung  halber  die  Haupiebene 
des  in  Betracht  gezogenen  Mehrkurbelgetriebes  genannt  werden. 

Numeriert  man  die  n  Schubkurbelgetriebe^  welche  den  mehr- 
kurbligen  Mechanismus  zusammensetzen,  fortlaufend  von  1  bis  m,  und 
giebt  den  Hauptstrecken  ^  und  c^  der  Schubstange  und  des  Gleitstücks 
eines  jeden  Schubkurbelgetriebes  noch  die  Nummer  des  letzteren  als 
zweiten  Index  hinzu,  bezeichnet  man  femer  die  in  der  Hauptebene 
liegende  kürzeste  Verbindungsstrecke  OS^  zwischen  der  Wellenachse 
und  dem  Hauptpunkt  H^  mit  c^,  so  hat  man  für  die  ebenfEJls  in  der 
Hauptebene  liegende  kürzeste  Verbindungsstrecke  OSq  zwischen  der 
Wellenachse  und  dem  Gesamtschwerpunkt  Sq,  welche  mit  Cq  bezeidinet 
sein  soll,  die  geometrische  Summe 

n  n 

(23)  c;  -  ^  +2^»  +S^- 

1  1 

Dabei  ist  zu  beachten,  dafs  die  Hauptstrecken  e^j^  und  c^^  des 
hten  Schubkurbelgetriebes  nicht  identisch  mit  den  entsprechenden 
Hauptstrecken  Csa  ^uid  c^h  des  isoliert  in  Betracht  gezogenen  Schub- 
kurbelgetriebes  sind;  sie  besitzen  kleinere,  aber  proportionale  Langen 
und  gleiche  Richtung  wie  diese.  Das  Verkleinerungsverhaltnis  ist  für 
die  beiden  Hauptstrecken   eines  Getriebes   dasselbe,   und   zwar  gleich 
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^oa'^o}  d&^oi  bedeutet  moh  die  Masse  des  Aten  Schubkurbelgetriebes 
(ohne  die  Massen  von  Welle  und  Schwungrad)  und  mQ  die  Gesamt- 
masse des  ganzen  Mehrkurbelgetriebes,  die  Massen  der  Welle  und  des 
SchwimgradeSy  bezüglich  der  Schwungräder;  mit  einbegriffen. 

Die  Hauptstrecke  c^  des  aus  Welle,  Schwungrad  und  den  n  Kurbeln 
bestehenden  starren  Systems  hängt  in  sehr  einfacher  Weise  mit  den 
Hauptstrecken  cm  der  Kurbeln  sämtlicher  isoliert  in  Betracht  gezogenen 
Schubkurbelgetriebe  (mit  Hinweglassung  der  Welle  und  des  Schwung- 
rades) zusammen.  Denkt  man  sich  eine  jede  dieser  Hauptstrecken 
ebenfalls  im  Verhältnis  imoa  :  mg  verkleinert;  so  stellt  q,  wie  man 
nach  den  früheren  Auseinandersetzungen  beim  dreigliedrigen  System 
leicht  einsehen  wird;  einfach  die  vom  Punkte  0  der  Wellenachse  aus 
genommene  geometrische  Summe  dieser  n  im  Verhältnis  ihoa  :  m^  ver- 
kleinerten Hauptstrecken  c'ih  dar.  Denkt  man  sich  einmal  die  sämt- 
lichen Kurbeln  nicht  fest;  sondern  drehbar  mit  der  Welle  verbunden, 
so  hätte  man  dieselben  als  selbständige  Glieder  des  ganzen  Mechanis- 
mus mit  besonderen  Hauptpunkten  Hin  aufzufassen.  Die  Hauptstrecken 
Cihf  welche  den  auf  der  Wellenachse  und  in  der  Ebene  des  betreffen- 
den Schubkurbelgetriebes  liegenden  Drehpunkt  Ok  einer  jeden  Kurbel 
mit  ihrem  Hauptpunkt  Htk  verbinden,  wären  dann  aber  gerade  die  im 
Verhältnis  tnoA  :  m^  verkleinerten  Hauptstrecken  c^  der  isolierten  Schub- 
kurbelgetriebe.  Man  erhalt  daher  ^  auch  als  geometrische  Summe 
dieser  fingierten  n  Hauptstrecken  c^. 

Mit  Hülfe  des  obigen  Satzes  über  die  Gewinnung  des  Gesamt- 
schwerpimktes  kann  man  in  ganz  entsprechender  Weise  wie  beim 
dreigliedrigen  System  die  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen 
des  Gesamtschwerpunktes;  bezüglich  deren  Projektionen  auf  die 
drei  Achsen  eines  rechtwinkligen  räumlichen  Koordinatensystems,  ab- 
leiten. 

Beim  Mehrkurbelgetriebe  vereinfacht  sich  insbesondere  diese  ünter- 
snchung  einerseits  dadurch;  dafs  die  Bewegungen  aller  Punkte  parallel 
einer  zur  Wellenachse  senkrechten  EbenC;  z.  B.  der  HauptebenO;  statt- 
finden; und  andererseits  durch  den  Umstand;  dafs  die  Hauptstrecken 
Csk  sämtlicher  Gleitstücke  auch  bei  diesem  allgemeineren  Getriebe  keinen 
Einflufs  auf  die  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen  des  Gesamt- 
Bchwerpunktes  ausüben.  Dies  gUt  auch  danu;  wenn  die  einzelnen  Gleiir 
bahnen  ganz  verschiedene  Sichtungen  besitzen.  Denn  denkt  man  sich 
die  Konstruktion  des  Gesamtschwerpunktes  mit  Hilfe  der  Hauptstrecken 
in  der  durch  Formel  (23)  angedeuteten  Reihenfolge  ausgeführt,  so  ist  der 
aus  den  letzten  n  Hauptstrecken  cTh  gebildete  Vektor  konstant.  Denkt 
man  sich  daher  rückwärts  vom  Gesamtschwerpunkte  8q  aus  den  ent- 


462  Über  die  reduzierten  Systeme  und  die  Hauptpunkte  etc. 

n 

gegengesetzt   gleichen  Vektor  —  J^f  c^u  abgetragen,  so  gelangt  man  za 

einem  Punkte^  welcher  in  Bezug  auf  Geschwindigkeiten  nnd  Beschleu- 
nigungen genau  die  gleiche  Bewegung  ausführt^  wie  der  Gresamtschwer- 
punkt  Sq  selbst.  Man  kann  daher  jenen  an  Stelle  Yon  diesem  zur 
Untersuchung  des  Bewegungszustandes  yerwenden.  Femer  erkennt  man 
auch  leicht;  dafs  jener  Punkt  den  yeranderlichen  Hauptpunkt  des  aus 
dem  Eurbelsystem  und  den  sämtlichen  Schubstangen  bestehenden  Teiles 
des  ganzen  Gelenkmechanismus  darstellt.  Er  entspricht  also  dem 
Punkte  Ht^t  (^igg*  3,  5  und  6)  beim  dreigliedrigen  System. 

Man  hat  demnach  für  die  Geschwindigkeit  Vq  des  G^samtschwer- 
punktes  Sq  beim  Mehrkurbelgetriebe  die  aus  n  +  1  Gliedern  bestehende 
geometrische  Summe: 


(24)  ^o-c,(pi+yhc^^<p^,. 


1 


Dabei  bedeutet  g?!  die  Drehungsgeschwindigkeit  der  Welle  und 
allgemein  g>ik  die  Winkelgeschwindigkeit,  mit  der  die  Längsachse  der 
hten  Schubstange  ihre  Richtung  im  Baume  ändert.  Die  linearen  Ge- 
schwindigkeiten Ci(p^  und  c^fpih  sind  natürlich  stets  senkrecht  zu  den 
Hauptstrecken  c^  und  c^k  gerichtet.  Da  das  ganze  System  nur  einen 
Grad  yon  Bewegungsfreiheit  besitzt,  so  müssen  sich  die  samÜichen 
Winkelgeschwindigkeiten  g)ih  durch  die  Drehungsgeschwindigkeit  (p^ 
der  WeUe  ausdrücken  lassen.  Dies  kann  man  nach  dem  Früheren  auch 
leicht  erreichen ;  man  darf  nur  nicht  auTser  Acht  lassen,  dafs  die  Langs- 
achsen der  Kurbeln  und  die  verschiedenen  Gleitbahnen  zwar  alle  parallel 
der  Hauptebene  verlaufen  sollen^  im  übrigen  aber  im  allgemeinen  ihre 
Bichtung  ganz  beliebig  sein  darf.  Bezeichnet  man  die  Winkel,  welche 
die  Längsachsen  der  Kurbeln  mit  einer  bestimmten  zur  Hauptebene 
parallelen  Richtung  bilden,  mit  9?ia  und  die  entsprechenden  Winkel  für 
die  Schubstangen  mit  (pik,  bo  werden  die  Beziehungen  zwischen  den- 
selben und  zwischen  ihren,  die  Winkelgeschwindigkeiten  und  Winkel- 
beschleunigungen messenden  ersten  und  zweiten  Differentialquotienten 
auch  die  Winkel  enthalten,  welche  die  Richtungen  der  Gleitbahnen 
bestimmen.  Femer  werden  die  91  &  sich  untereinander  nur  durch  kon- 
stante Winkel  unterscheiden,  so  dafs  man  leicht  alle  <pik  und  dadurch 
alle  (fzh  imd  ihre  Differentialquotienten  durch  den  Richtungswinkel  ip^ 
einer  bestimmten  Kurbel  ausdrücken  kann.  Insbesondere  erkennt  man, 
dafs  die  Winkelgeschwindigkeiten  q>ih  der  einzelnen  Kurbeln  alle  ^eicb 
der  Winkelgeschwindigkeit  fp^  sind.  Es  lassen  sich  daher  die  in  Frage 
stehenden  Relationen  nach  dem  Früheren  leicht  aufstellen« 
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Endlich  erhalt  man  in  YeraUgemeinerung  der  für  das  dreigliedrige 
System  angestellten  Betrachtungen  als  Beschleunigung  b^  des  Gesamt- 
schwerpunktes Sq  beim  Mehrkurbelgetriebe  die  aus  2n  +  2  Gliedern 
bestehende  geometrische  Summe 

(25)  fco  =  ^9?  +  MP?  +  >?  [^79?*  +  "^I^J 


und  hieraus  för  den  totalen^  in  Wirklichkeit  auf  verschiedene  Stellen 
der  Wellenachse  verteilten  Massendruck  des  Mehrkurbelgetriebes 

(26)        D  =  -  Wo  [q^«  +  c^']  -  mo^[^;9ir+  'c^M.l 

1 

Man  ist  weiterhin  auch  imstande,  ohne  alle  Rechnung  die  Be- 
dingungen anzugeben,  unter  denen  der  totale  Massendruck  die  Gröfse 
Null  erhält.  Dazu  ist  offenbar  hinreichend  und  notwendig,  dafs  einer- 
seits der  Hauptpunkt  des  aus  Welle,  Schwungrad  und  Kurbeln  be- 
stehenden starren  Systems  in  die  Wellenachse,  und  andererseits  die 
Hauptpunkte  sämtUcher  Schubstangen  in  die  Achsen  der  entsprechenden 
Kurbelzapfen  hineinfallen. 

Damit  der  Hauptpunkt  des  ersteren  Systems  in  die  Wellenachse 
fällt,  ist  nun  keineswegs  erforderlich,  dafs  auch  die  weiter  oben  mit 
Hin  bezeichneten  Hauptpunkte  der  einzelnen  Kurbeln  für  den  Fall,  dafs 
die  letzteren  mit  der  Welle  nicht  fest,  sondern  gelenkig  verbunden 
wären,  in  die  Wellenachse  hineinfallen.  Oder  mit  anderen  Worten: 
Für  das  Verschwinden  des  totalen  Massendrucks  ist  nicht  erforderlich, 
dafs  die  Massendrücke  der  einzelnen  Schubkurbelgetriebe  für  sich  zu 
Null  werden.  Es  läfst  sich  daher  die  erste  Bedingung,  dafs  H^  in  die 
Achse  fällt,  leicht  durch  geeignete  Stellung  der  Kurbeln  erreichen. 
Man  hat  dieselben  nur  so  gegen  einander  zu  richten,  dafs  die  oben  mit 
Cm  bezeichneten  Strecken  die  Vektorsumme  Null  ei^eben,  also  ein 
geschlossenes  Polygon  zusammensetzen.  Bei  drei  Schubkurbelgetrieben 
läCst  sich  dies  immer  erreichen,  falls  die  Summe  der  absoluten  Längen 
je  zweier  Cih  nicht  kleiner  als  die  Länge  der  dritten  Strecke  ist.  Bei 
vier  und  mehr  Schubkurbelgetrieben  kann  man  dagegen  im  aUgemeinen 
auf  sehr  verschiedene  Arten  den  Hauptpunkt  H^  nach  der  Wellenachse 
bringen. 

Die  zweite  Bedingung,  dals  der  Hauptpunkt  einer  jeden  Schub- 
stange in  den  Mittelpunkt  des  Kurbelzapfens  fällt,  liefse  sich  auf  die 
schon  früher  beim  dreigliedrigen  System  angegebene  Weise  im  Prinzip 
auch  erreichen.  Ob  dies  praktisch  ausführbar  ist,  soll  vollständig 
dahingestellt  bleiben,  jedenfaUs  ist  auch  beim  Mehrhurbdgeiri^e  eine 
Ausgleichung  der  Gröfsen  der  einzelnen  Mctssendrücke  theoretisch  möglich. 
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Hat  man  die  Gröfse  des  totalen  Massendrucks  zum  Verschwinden 
gebracht,  so  werden  nun  im  aUgemeinen  damit  noch  nicht  die  DrehnngH- 
momente  fUr  Achsen,  welche  der  Hauptebene  parallel  laufen,  rermieden 
sein.  Es  werden  sich  dann  in  der  Regel  die  von  den  versdliiedeniKi 
Schubkurbelgetrieben  hervorgerufenen  Massendrücke  zu  einem  einzigen 
Eraftepaar  zusammensetzen,  dessen  Achse  aber  auf  der  Wellenachse 
senkrecht  steht.  Zur  Bestimmung  des  Momentes  dieses  Eraftepaares 
muTs  man  sich  daher  zunächst  f&r  jedes  Schubkurbelgetriebe  mit  Hülfe 
der  beiden  Hauptstrecken  Cm  und  (^^  in  der  früher  beschriebenen  Weise 
den  Massendruck  aufsuchen.  Dann  ^st  sich  unter  Berücksichtigmig 
der  Abstände  der  einzelnen  Getriebeebenen  leicht  das  Moment  des 
resultierenden  Eraftepaares  berechnen.  Dadurch  wird  man  aber  in  den 
Stand  gesetzt,  die  Bedingungen  anzugeben,  unter  denen  auch  noch 
dieses  Eraftepaar  zum  Verschwinden  gebracht  werden  kann,  und  scnnit 
ein  vollständiger  Ausgleich  aller  Massenwirkungen  erreicht  ist 

Handelt  es  sich  um  eine  für  die  Praxis  genügend  genaue  An- 
näherung an  den  vollkommenen  Ausgleich  der  Massendrücke,  für  wddie 
die  Bedingungen  von  H.  Lorenz  in  der  zitierten  Arbeit  aa%e8teUt 
worden  sind,  so  gestatten  die  Ebuptpunkte  in  vielen  Fällen  eine  geo- 
metrische Interpretation.  So  sagen  beispielsweise  die  oberen  beiden 
Bedingungsgleiohungen  (I)  und  (H)  von  H.  Lorenz  (Seite  16),  welche 
die  Gröfsen  a  nicht  enthalten,  in  ihrer  Vereinigung  nichts  anderes  ans, 
als  dafs  das  Polygon  sämtlicher  Hauptstrecken  Cih  geschlossen  sein, 
d.  h.  also,  dafs  der  Hauptpunkt  H^  auf  die  Wellenachse  fedlen  muls  u.  s.  w. 

Die  Ableitung  des  Ausdruckes  für  die  lebendige  Eraft  kann  mit 
Hülfe  der  Hauptpunkte  und  Hauptstrecken  auch  beim  aUgemeinen 
Gelenksystem  im  Prinzip  auf  g^nz  dieselbe  Weise  wie  beim  dreiglied> 
rigen  System  geschehen.  Es  gestalten  sich  nur  die  Verhältnisse  da- 
durch verwickelter,  dafs  die  Glieder  des  Systems  unter  üms&iden 
durch  Gelenke  von  zwei  oder  drei  Graden  der  Freiheit  verbunden  sein 
können,  und  infolgedessen  die  Bewegungsfreiheit  des  ganzen  Syst^ns 
eine  viel  grö&ere  ist,  als  wenn  zwei  benachbarte  Eörper  immer  nur 
durch  ein  Chamiergelenk  mit  einander  verbunden  wären.  Ebit  man 
n  Glieder,  und  besitzen  alle  Verbindungsgelenke  drei  Grade  der  Frei- 
heit,  so  hat  das  ganze  System  selbst  3n  +  3  Grade  der  Freiheii  Man 
braucht  dann  ebensoviel  allgemeine  Eoordinaten  zur  eindeutigen  Be- 
stimmung der  Stellung  des  Systems  im  Räume,  nämlich  dra  räuTnliche 
Eoordinaten  für  einen  Punkt,  etwa  den  Gesamtschwerpunkt  des  Systems, 
und  je  3  Winkel  tp^  ^p  Qj  zur  Bestimmung  der  Orientierung  im  Bamne 
für  einen  jeden  der  n  Eörper,  welche  das  System  zusammensetzen. 

Man  kann  dann  bei  festgehaltenem  Gesamtschwerpunkt  das  ganze 
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System  aus  einer  Stellung  in  eine  unendlich  benachbarte  dadurch  über- 
führen^  dafs  man  demselben  successiye  unendlich  kleine  Verrückungen 
erteilt^  bei  welchen  jeweilig  nur  die  drei  Winkel  tpj,  d'j,  qj  des  jten 
Gliedes  geändert  werden^  während  die  zu  den  übrigen  Gliedern  ge- 
hörenden Winkel  konstant  bleiben.  Es  gut  nun  der  folgende 
SaU:  Für  eine  solche  Verrückung  mufs  das  j^  Glied  hei  gleichzeitiger 
Translation  aller  übrigen  eine  unendlich  kleine,  durch  dq>j,  dd'j,  dQj 
charakterisierte  Boicutian  um  eine  Achse  durch  seinen  Hauptpunkt  Hj  er- 
fahren, wenn  der  Gesamtschwerpunkt  des  Systems  während  der  Ver- 
rückung  an  seiner  Stelle  bleiben  soll. 

Dieser  Satz  ist  «die  direkte  Verallgemeinerung  des  Satzes  vom 
Dreikdrpersystem  für  eine  gröfsere  Anzahl  durch  Gelenke  yerbundener 
Körper^  gröfsere  Freiheit  von  Gelenken  und  beliebige  Richtung  der 
Rotationsachse.  Er  ermöglicht  es^  die  Verschiebung  des  Schwerpunktes 
eines  jeden  Gliedes  relativ  zum  Gesamtschwerpunkt  für  jede  beliebige 
Verrückung  des  ganzen  Systems  festzustellen.  Zieht  man  dann  noch 
die  Rotation  eines  jeden  Gliedes  um  eine  Achse  durch  seinen  Schwer- 
punkt in  Betracht^  so  hat  mau  alle  Mittel,  um  die  lebendige  Erafk  T^ 
des  ganzen  Systems  relativ  zum  Gesamtschwerpunkt  ableiten  zu  können. 
Man  erhält  auf  diese  Weise  wieder  den  Ausdruck  für  T^  in  der 
knappsten  Form.  Trotzdem  enthält  er  natürlich  sehr  viel  Glieder,  denn 
T^  muljs  sich  ja  als  eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades  der 
Winkelgeschwindigkeiten  q>)y  &j,  qj  darstellen.  Aufser  den  Quadraten 
und  Produkten  dieser  Winkelgeschwindigkeiten  und  den  Winkeln  q)j, 
&j,  Qj  selbst  treten  in  dem  fertigen  Ausdruck  nur  noch  die  Trägheits- 
radien  der  samtlichen  reduzierten  Systeme  in  Bezug  auf  Achsen  durch 
die  Hauptpunkte,  femer  Hauptstrecken  der  einzelnen  Glieder  und  die 
Gesamtmasse  m^  des  Systems  auf.  Die  Massen  mj  der  einzelnen  Glieder 
und  Strecken,  welche  sich  auf  die  Lage  des  Schwerpunktes  innerhalb 
eines  einzelnen  Gliedes  beziehen,  kommen  in  dem  auf  die  beschriebene 
Weise  gewonnenen  Ausdruck  für  T^  nicht  vor;  denn  sie  sind  nur  inso- 
weit bestimmend  für  die  Gröfse  von  T^,  als  sie  einen  Einfluls  auf  die 
Tragheitsradien  der  reduzierten  Systeme  und  die  Schwerpunkte  der 
letzteren,  d.  h.  aber  die  Hauptpunkte  der  Glieder  besitzen. 

Für  die  gesamte  lebendige  Kraft  T  des  Systems  kommt  zu  Tr  noch 
die  lebendige  Kraft  l^^o^o?  welche  aus  der  Bewegung  des  Gesamt- 
schwerpunktes resultiert,  hinzu. 

Bleibt  ein  Punkt  irgend  eines  Gliedes  bei  der  Bewegung  des 
Systems  fest^  so  hat  dasselbe  im  allgemeinsten  Falle  nur  noch  3n  Grade 
der  Freiheit^  und  es  genügen  die  3n  Winkel  (pj,  d-j,  qj  zur  eindeutigen 
Charakterisierung  der  Stellung  des  ganzen  •  Systems.     Dies  kommt  bei 

Zeittohrift  f.  Mathematik  u.  Phyilk.  47. Band.  1902.  S.u. 4. Heft.  30 
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der  Ableitung  der  lebendigen  Straft  dadurch  zum  Ausdruck,  dafs  die 
Koordinaten  Xq,  y^y  e^  des  Gesamtschwerpunktes  sich  als  Funktionen 
der  Winkel  q)jj  &j,  qj  unter  Verwendung  der  Hauptstrecken  darstellen, 
und  also  durch  dieselben  ersetzen  lassen.  In  dem  fertigen  Ausdruck 
für  die  totale  lebendige  Kraft  T  findet  man  jetzt  nicht  mehr  die  Trag- 
heitsradien  der  reduzierten  Systeme  auf  Achsen  durch  die  Hauptpunkte, 
sondern  auf  Gelenkachsen  bezogen,  wie  sich  das  schon  beim  drei- 
gliedrigen Systeme  [Formel  (21)]  herausgestellt  hatte. 

Beim  Mehrkurbelgetriebe  gestaltet  sich  das  Problem  der  Ableitung 
der  lebendigen  Kraft  infolge  des  Umstandes,  dafs  alle  Glieder  durch 
Gelenke  yon  1  Grad  der  Freiheit  mit  parallelen  Achsen  verbunden  sind, 
viel  einfacher.  Es  fallen  die  Winkel  d'j  und  Qf  vollständig  bei  der 
Untersuchung  fort,  und  man  hat  nur  Yerrückungen  in  Betracht  zu 
ziehen,  welche  einer  unendlich  kleinen  Veiunderung  eines  Winkels  f> 
entsprechen.  Trotzdem  besitzt  der  Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft 
auch  in  diesem  Falle  eine  ziemlich  ausgedehnte  Form.  Es  mag  der- 
selbe daher  hier  nicht  hergeschrieben,  sondern  auf  meine  schon  oben 
angeführte  Abhandlung:  „Über  die  Arbeit  der  Muskeln  und  die  lebendige 
Kraft  des  menschlichen  Körpers^  verwiesen  werden.  Daselbst  findet  sich 
für  ein  ganz  ähnliches  System,  nämlich  den  menschlichen  Körper,  für 
den  Fall,  dafs  derselbe  nur  ebene,  zur  Medianebene  des  Körpers  paraUele 
Bewegungen  ausführt,  der  Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft  in  extenso 
aufgefahrt  (Seite  71  und  75). 

Schliefslich  sei  noch  erwähnt,  dafs  man  aus  dem  Werte  der  lebendigen 
Kraft  nun  ohne  weiteres  die  Lag  rang  eschen  Bewegungsgleichungen 
der  zweiten  Form  ableiten  kann.  Die  letzteren  finden  sich  in  jener 
Abhandlung  ebenfalls  angegeben  (Seite  54,  80 — 83),  so  dals  auch  in  dieser 
Hinsicht  auf  dieselbe  verwiesen  werden  kann.  Es  zeigt  sich  auch  bei 
den  Bewegungsgleichungen  recht  deutlich,  wie  viel  die  Formeln  bei 
Anwendung  der  TnLgheitsradien  der  reduzierten  Systeme  und  der 
Hauptstrecken  an  Ausdehnung  verlieren,  dafür  aber  an  Klarheit  und 
Anschaulichkeit  gewinnen.  Dies  tritt  um  so  mehr  hervor,  je  grolser  die 
Anzahl  der  Glieder  ist,  welche  den  Mechanismus  zusammensetzen. 

Diese  kurzen  Andeutungen  über  den  Nutzen  der  reduzierten 
Systeme  und  ihrer  Schwerpunkte  für  die  Kinetik  der  Gelenkmechanismen 
allgemeinster  Art  mögen  genügen.  Es  kam  mir  dabei  weniger  darauf 
an,  ausgedehnte  Formeln  mitzuteilen,  als  viehnehr  die  Methode  zu  ihrer 
Ableitung  anzugeben,  und  dadurch  vielleicht  auch  das  Interesse  der 
Techniker  für  die  reduzierten  Systeme  zu  erwecken. 
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Über  ein  Eonstrnktionsprinzip  und  seine  Verwertung  bei 
der  Schattenbestimmung  an  DreMächen. 

Von  0.  ÜNGER  in  Breskn. 

Monge^  der  geniale  Begründer  der  ^^g^om^trie  descriptive^^  weist 
seiner  Wissenschaft  einen  zweifachen  Zweck  zn:  Erstens  soll  sie  die 
Methoden  liefern^  um  auf  einem  Zeichenblatte  alle  Baumgebilde  abzu- 
bilden^ vorausgesetzt^  dafs  diese  Gebilde  streng  definiert  werden  können^ 
und  zweitens  soll  sie  das  Verfahren  lehren^  um  aus  einer  genauen 
Zeichnung  die  Gestalt  der  Raumgebilde  erkennen  und  alle  Sätze^  welche 
aus  der  Gestalt  und  der  gegenseitigen  Lage  der  Raumgebilde  folgen, 
ableiten  zu  können.^) 

Prüft  man  an  der  Hand  dieses  Programms  den  Weg,  den  die 
Entwicklung  der  darstellenden  Geometrie  in  den  hundert  Jahren  ihres 
Bestehens  genommen  hat,  so  zeigt  sich,  dafs  besonders  jener  Teil, 
welcher  die  zweite  der  Mo ng eschen  Forderungen  in  sich  begreift,  in 
ganz  hervorragender  Weise  weiter  entwickelt  worden  ist. 

Weniger  intensiv  erscheint  mir,  —  mindestens  so  weit  die  veröffent- 
lichte Litteratur  darüber  Auskunft  giebt  — ,  dasjenige  Gebiet  bearbeitet 
zu  sein,  welches  uns  die  Methoden  liefern  soll,  um  die  Konstruktionen 
des  Raumes  auf  dem  Zeichenblatte  toirklich,  d.  h.  mit  dem  Zirkel  und 
Bleistift  in  der  Hand,  zur  Darstellung  zu  bringen,  insbesondere  wenn 
dabei  Genauigkeit  und  Einfachheit  als  unerläTsliche  Bedingungen  hin- 
gestellt werden.*) 

1)  Siehe:  „Darstellende  Geometrie  von  Gaspard  Monge*'  (1798),  Über- 
setzt und  herausgegeben  von  R.  Haussner,  (Ostwalds  Klassiker),  Leipzig  1900, 
Seite  3. 

2)  Wie  hoch  selbst  Mathematiker  von  dem  Bange  eines  Steiner  diese  reelle 
Seite  des  Eonstmierens  bewerten,  darüber  vergleiche  man  dessen  Bemerkung  in 
der  Abhandlung:  „Die  geometrischen  Konstruktionen,  ausgeführt  mittelst  der 
geraden   Linie   und   eines   festen  Kreises*^   wo  er  im  §  19  unter  anderem  sagt: 

„ dafs  es  eine  ganz  andere  Sache  sei,  die  Konstruktionen  in  der  That, 

d.  h.  mit  den  Instrumenten  in  der  Hand,  oder blols  mittelst  der  Zunge 

auszuführen.  Es  läfst  sich  gar  leicht  sagen:  ich  thue  das,  und  dann  das,  und 
dann  jenes;  allein  die  Schwierigkeit,  und  man  kann  in  gewissen  Fällen  sagen, 
die  Unmöglichkeit,  Konstruktionen,  welche  in  einem  hohen  Grade  zusammenge- 
setzt sind,  wirklich  zu  vollenden,  verlangt,  dafs  man  bei  einer  vorgelegten  Aufgabe 
genau  erwäge,  welches  von  den  verschiedenen  Verfahren  bei  der  gänzlichen  Aus- 
führung das  einfachste,  oder  welches  unter  besonderen  Umständen  das  zweck- 
mäfsigste  sei,  und  wie  viel  von  dem,  was  die  Zunge  etwas  leichtfertig  ausführt, 
zu  umgehen  sei,  wenn  es  darauf  ankommt,  alle  überflüssig^  Mühe  zu  sparen,  oder 

80* 
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Abgesehen  davon  ^  dafs  eine  Anzahl  wertvoller  Eonstaroktionen 
existieren  mag;  welche  nicht  die  ihnen  gebührende  allgemeine  Yer- 
breitong  gefunden  haben^  so  dürfte  auch  manche  der  gebriLaehlichen 
Darstellungsmethoden  noch  nicht  bis  zu  jenem  Grade  der  Verfeinermig 
fortentwickelt  worden  sein^  die  sie  beßUugt^  sich  all  den  vielgesialtigeii 
Anforderungen  des  modernen  technischen  Zeichnens  ungezwungen  an- 
zupassen. Auch  sollten  wir  nicht  darauf  verzichten^  immer  wieder  von 
neuem  die  uns  im  Laufe  der  Zeit  bekannt  werdenden  Eonstruktions- 
verfahren  darauf  hin  zu  prüfen^  ob  sie  sich  durch  Hervorheben  gemein- 
samer Hauptgedanken  zu  allgemeinen  Zeichenmethoden  zusammenfSnasen 
lassen^  oder  zu  untersuchen^  wie  weit  es  möglich  ist,  einzelne,  der 
stillen  Arbeit  am  Beifsbrette  entsprungene  Zeiehenvorteile  und  Ennst- 
griffe  zu  allgemein  verwertbaren  Eonstruktionsprinzipien  zu  erweitern. 

Auf  einen  derartigen  Zeichenvorteil,  der  meiner  Meinung  nach  es 
verdient,  zu  einem  bewufst  angewandten  Eonstruktionsprinzip  erhoben 
zu  werden,  möchten  auch  die  nachfolgenden  Zeilen  aufmerksam  machen. 
Es  sei  gestattet,  die  Entstehung  und  Verwendbarkeit  des  Prinzipes  an 
jenen  Aufgaben  zu  erläutern,   die  mich  zu  dessen  Aufstellung  führten. 

1.  Das  im  technischen  Zeichnen  am  häufigsten  verwendete  ortho- 
gonale Grund-  und  Aufrifsverfahren  arbeitet  mit  zwei,  auf  dem  Zeichen- 
blatte räumlich  getrennten  Projektionen.  Für  den  Theoretiker  sind 
beide  Projektionen  vollständig  gleichwertig;  dem  praktischen  Eonstmk- 
teur  hingegen  ist  es  nicht  selten  um  die  Erlangung  nur  einer  Ansicht 
(meist  des  Au&isses)  des  darzustellenden  Gegenstandes  zu  thun.  Die 
andere  Projektion  (der  Grundriss)  wird  in  diesem  Falle  zu  einer  Hilfs- 
figur, die  man  am  liebsten  ganz  umgehen  möchte.^) 

Eine  nahe  liegende  Lösung  für  diese,  zunächst  einem  BedOrfiiisse 
des  praktischen  Zeichnens  entsprungene  Aufgabe  wird  dadurch  er- 
halten, dafs  man  die  KonstruktionsUnien  des  Grundrisses  an  passender 
Stelle  in  den  Äufrifs  einzeichnet. 

Um  zu  zeigen,  worin  die  Vorteile  bestehen,  die  durch  diese  Ab- 
änderung eines  gebräuchlichen  Eonstruktionsverfahrens  erzielt  werden, 
soll   die   Aufgabe   gelöst  werden:  Für  den  Parallelkreis  p  einer  Dreh- 


die  gröfste  Genauigkeit  zu  erreichen,  oder  den  Plan  (das  Papier),  worauf  gezeichnet 

wird,  möglichst  zu  schonen,  u.  s.  w.  .  ."  — 

J.  Steiners  Gesammelte  Werke,  Berlin  1881,  Bd.  I,  Seite  610.  — 

1)  Vergleiche  z.  B.  diese  Zeitschrift  46  (1901),  S.  244:  Eine  Schattenkon- 
struktion,  von  R.  Mehmke.  Daselbst  wird  in  einer  Anmerkung  darauf  hin- 
gewiesen, dafs  J.  Pillet  in  seinem  mir  leider  unzugänglichen  „Traii^  de  Per- 
spektive .  .  .^*  Schattenkonstruktionen  für  Drehungsflächen  angiebt,  die  eben- 
falls allein  im  Aufrifs  ausführbar  sind. 
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fläche  ^  sind  die  Selbstschattenpunkte  P  und  Q^  insbesondere  deren 
vertikale  Projektionen  zu  ermitteln.^) 

Figur  1  enthält  die  Lösung  nach  dem  sogenannten  Eugelverfahren 
in  der  üblichen  Form.*)  —  C  ist  der  Mittelpunkt  der  Berührungs- 
kugel. Von  G  ausgehend 
sind  an  Eonstruktionslinien 
zu  ziehen:  Durch  G  eine 
Normale  n^  zu  V'y  giebt  D 
in  p";  D  ist  nach  D'  in  x 
zu  projizieren;  durch  D'  eine 
Normale  n^  zu  V ,  giebt  mit 
p'  zum  Schnitt  gebracht  P' 
und  Q';  durch  Loten  nach  p 
erhält  man  schliefslich  P 
und  Q'\  — 

Die  Punkte  P"  und  Q 
würden  wir  auch  erhalten 
haben,  wenn  wir  gleich  von 
der  Stelle  aus,  wo  wir  mit 
dem  Zirkel  einsetzen  muTsten^ 
um  den  Radius  für  Kreis  'g' 
abzugreifen  (also  von  M  aus) 
den  Kreis  Pq  geschlagen,  und 
durch  D  (statt  durch  D')  die 
Normale  (wq)  zu  V  gezogen 
hätten.  Dieser  Vorgang  ist 
aber  gleichbedeutend  mit 
einer  Verschiebung  der  Kon- 
struktionslinien des  Grund- 
risses in  die,  in  Figur  1 
durch  Striche  ( )  be- 
zeichnete Lage  des  Aufrisses,  oder,  den  Vorgang  räumlich  aufgefafst: 
mit  einer  Verlegung  der  horizontalen  Projektionsebene  U^  in  die  Ebene 
des  Parallelkreises  jp. 


1)  Das  Bedürfnis,  nur  mit  etner  Projektion  zu  arbeiten,  tritt  hauptsächlich 
bei  solchen  Darstellungen  auf,  bei  denen  die,  durch  das  Fehlen  einer  zweiten 
und  dritten  Projektion  erschwerte  Verständlichkeit  der  Abbildung  durch  andere 
Mittel  ergänzt  wird,  also  bei  Abbildungen  mit  Schattengebung ,  Kontour- 
bestimmungen etc. 

2)  S.  z.  B.  B.  Müller,  Leitfaden  für  die  Vorlesungen  über  darstellende  Geo- 
metrie .  .  .,  Braunschweig  1899,  Seite  52. 
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Der  Wert  dieses  Eonstruktionsgedankens  beschrankt  sicli  nidit 
darauf^  dafs  damit  die  Möglichkeit  gegeben  ist;  Konstraktionen  (scheinbar !) 
ohne  Benutzung  einer  zweiten  Projektion  durchzufahren.  Für  die  von 
mir  befürwortete  allgemeinere  Verwendung^)  kommt  vielmehr  in  Be- 
tracht;  dafs  durch  das  Ineinanderschieben  der  Konstraktionslinien  die 
Länge  der  Ordinaten  (z.  B.  P'  P"  in  Fig.  1)  zumeist  bedeutend  redu- 
ziert und  so  die  Genauigkeit  der  Zeichnung  erhöht  wird,  und  dab  es 
in  vielen  Fällen  gelingt,  durch  Ausnützung  des  Zusammenfallens  von 
Punkten  und  Linien  die  Zeichenarbeit  bedeutend  zu  vereinfachend)  Ge- 
nauigkeit und  Einfachheit  in  der  Durchführung  sind  aber,  wie  schon 
eingangs  erwähnt,  zwei  Anforderungen,  auf  die  der  zeichnende  Tech- 
niker keinesfalls  verzichten  kann.  —  Auch  ist  es  möglich  auf  (jrund 
der  einfachen  Lagebeziehungen  Konstruktionen  abzuleiten,  denen  eine 
gewisse  Selbständigkeit  inne  wohnt,  so  dais  sich  damit  unser  Kon- 
struktionsgedanke — ,  wenn  es  erlaubt  ist,  sich  dieses  Ausdruckes  zu 
bedienen  — ,  als  Methode  bildender  Faktor  erweist.  — 

2.  Die  Entfernung  der  durch  die  angeführte  Konstruktion  erhaltene 
Punkte  Pq  und  P''  ist  gleich  dem  Abstände  des  Punktes  P  von  der 
Hauptmeridianebene.  Von  jedem  Punkte  P,  welcher  zur  Ermittelung 
der  Selbstschattengrenze  c  bestimmt  wird,  erhält  man  also  die  vertikale 
Projektion  P"  und  unmittelbar  daran  angetragen  die  Ordinate  P^'P^ 
Diese  Lage  der  Punkte  P"  und  P^  erweist  sich  als  besonders  geeignet, 
um  daraus  eine  schiefe  Projektion  abzuleiten.')  Wird  nämlich  mit 
Ä^Ä'^A^  (Fig.  2)  das  Projektionsdreieck  der  schiefen  Projektion  be- 
zeichnet, so  hat  man  nur  durch  P"  eine  Parallele  zu  A"Ä^j  und  darch 
Pq  eine  Parallele  zu  AqA^  zu  ziehen;  der  Schnittpunkt  P^  dieser  Ge- 
raden ist  die  schiefe  Projektion  des  Punktes  P.    Wird  das  Ph)jektions- 


1)  Auch  mein  Studien-  und  FachgenoBse  E.  Müller  in  Königsberg  L  Pr. 
hat  anläfslich  der  Besprechung  des  ,,Lehrbuche8  der  darst.  Geometrie  von  Bobn 
und  Papperitz'^  die  Verwendung  dieses  Eonstruktionsprinzipes  empfohlen.  —  Ter- 
gleiche  Zeitschrift  für  Math,  und  Physik,  Band  44,  Histor. -litterarische  AbteOung, 
Seite  177. 

2)  Bei  Monge,  a.  a.  0.  Seite  57,  finde  ich  folgende  SteUe:  „Die  Lteuog 
hätten  wir  viel  eleganter  gestalten  können,  wenn  wir  die  Projektionsebenen  dnrcfa 
den  Eugelmittelpunkt  gelegt  hätten.  Dann  würden  die  beiden  Projektionen  der 
Ku^l  in  ein  und  denselben  Kreis  gefallen  und  die  geraden  Linien  weniger  Um§ 
zu  ziehen  gewesen  sein/^  —  Daraus  geht  hervor:  Das  Ineinanderlegen  der  Projek- 
tionen mit  seinen  Folgen  — ,  kurze  Ordinatenlinien  und  zusammenfBJlende  S^chen- 
elemente  — ,  hat  auch  Monge  schon  gekannt;  far  uns  eine  um  so  grölsere  Ver- 
pflichtung, seine  Anregungen  auch  zu  verwerten. 

3)  Yergl.  Schlesinger,  die  darstellende  Qeometrie  im  Sinne  der  neneren 
Geometrie  (Wien  1870),  Seite  223. 
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dreieck  für  VV  als  Richtung  der  Sehstrahlen  abgeleitet,  so  ist  c^  (die 
schiefe  Projektion  von  c)  der  scheinbare  Umrifs  der  Drehfläche  ^. 

In  Figur  2  ist  die  Bestimmung  des  scheinbaren  Umrisses  einer 
Drehfläche  nach  dieser  Methode  durchgeführt.  Bemerkt  sei  hierzu, 
dais  man  nicht  nötig  hat,  all  die  Konstruktionslinien,  die  das  Verfahren 
erlautem  sollen,  bei  der  Anwendung  auf  dem  Reilsbrette  zu  zeichnen. 
Es   dürfte   genügen,    für  jeden   benutzten   Parallelkreis  die  Linie   der 

Fig.  2. 


Punkte  PqQo  zu  ziehen;  alle  übrigen  Punkte  lassen  sich  durch  Ein- 
schneiden fixieren.  In  der  Figur  sind  die  entbehrlichen  Linien  durch 
Striche  ( )  angedeutet. 

3.  Der  scheinbare  ümriTs  c^  in  schiefer  Projektion  ist  identisch 
mit  dem  Schlagschatten  der  Drehfläche  auf  die  Hauptmeridianebene  M, 
für  V'V  als  Richtung  der  Lichtstrahlen.  Figur  2  kann  also  auch  auf- 
gefafst  werden  als  orihogonaie  Projektion  einer  Drehfläche,  für  welche 
die  Schattenkonstruktion  durchgefCLhrt  wurde.  Figur  3  bringt  diese 
Auffassung  zur  Anschauung.  Zum  vollständigen  Abschlufs  der 
Schattenkonstruktion  fehlt  noch  der  Schlagschatten  s,  den  die  Selbst- 
schattengrenze c  des  Wulstes  auf  den  darunter  befindlichen  Teil  des 
Rotationskörpers  wirft.    Die   Frage   liegt   nahe,  ob   es  nicht  möglich 
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ist,    den    Schatten  s   im   Anschlulüs   an   die   vorliegende   Eonstmktion 
zu  finden. 

Nacli  dem  allgemein  gebräuchlichen  Verfahren^)  würde  man  s  er- 
halten durch  ^^urückfQhren^^  der  Schnittpunkte,  welche  der  Schauen 
von  c  und  die  Schatten  einer  Anzahl  von  ParaUelkreisen  auf  einer 
(horizontalen)  Ebene  bestimmen.  Der  Schatten  von  c  auf  eine  (aller- 
dings vertikale)  Ebene  M  ist  in  unserem  Beispiele  bereits  vorhanden 
Wir  hätten  also  noch  die  Schatten  p^  der  in  Betracht  kommenden 
Parallelkreise  — ,  im  vorliegenden  Falle  Ellipsen!  — ,  zu  konstruieren 
und  dann   wie   oben  angegeben  zu  verfahren.     Ein  solches  Yer&hren 


ist  möglich  und  wurde  in  Figur  3  zur  Bestimmung  des  Punktes  S" 
angewandt.  Indes:  das  Verzeichnen  einer  Anzahl  von  Ellipsen  erfordert 
verhältnismäfsig  viel  Zeit,  die  Schattenpunkte  S,  ergeben  sich  ab 
Schnittpunkte  zweier  punktweise  bestimmten  und  freihändig  gezeich- 
neten Kurven,  unsicher  und  ungenau.  Das  Verfahren  erweist  sich 
mithin  in  dieser  Form  als  wenig  konstruktionsmälsig.  —  Es  ist  aber 
möglich,  es  derart  abzuändern,  dafs  das  Zeichnen  der  SchatteneUipsen 
umgangen  wird. 

Wir  gehen  dabei  von  der  Bemerkimg  aus,  dafs  die  Schattenellipse 
Pt  zum  Kreise  p^  affin  ist  und  perspektivisch  liegt,  fOr  xx  (=  p")  als 
Affinitätsachse  und  Ä^A^  als  Richtung  der  Affinitätsstrahlen.  Dies 
führt  darauf,  St  nicht  direkt  als  Schnitt  von  p,  mit  c,  zu  bestimmen, 

1)  S.  Z.B.Wiener:  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie  (Leipzig  1884—87). 
Band  n,  Seite  177. 
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Bondem  8s,  bezw.  S'',  abzuleiten  aus  8^,  dem  Schnittpunkte  yon  p^  mit 
der  zu  c,  affinen  Kurve  c^  Da  die  Schlagschatten  aller  Parallelkreise 
Ellipsen  sind;  die  ein  Paar  konjugierte  Durchmesser  parallel  zu  p'\ 
bezw.  Ä"At  haben^  so  werden  denselben  im  System  der  Kurve  c^  (27,) 
durchweg  Kreise  entsprechen.  Die  Konstruktion  ist  damit  zurück- 
geführt auf  die  Ermittelung  der  Schnittpunkte  von  Kreisen  mit  einer 
Kurve  c^  —  Im  folgenden  soll  dieses  abgeänderte  Verfahren  noch 
näher  erläutert  und  dabei  gezeigt  werden^  wie  man  c^  direkt  erhalten 
kann^  ohne  Cg  darstellen  zu  müssen. 

4,  Die  affine  Beziehung  zwischen  dem  direkten  Schattensystem  27 
und  dem  System  27,  ist  nach  3«  dadurch  hergestellt  worden,  dafs  wir 

Pig.4. 


A^  und  Aq  als  zwei  entsprechende  Punkte  erkannten  (Fig.  3  und 
Nebenfigur  von  Fig.  4).  Es  entspricht  also  der  Richtung  Ä,Ä"  (||  T') 
in  27,  die  Richtung  A^Ä''  (||  0/s)  in  27,,  und  ebenso  A^V  (||  0z)  in  27, 
die  Richtung  A^V  (||  O  in  27^ 

Sind  P"Pq  (Fig.  4)  die  beiden  zusammengehörigen  Punkte,  wie 
sie  sich  nach  1  ergeben,  und  ist  P,  der  Schatten  von  P  auf  die  Haupt- 
meridianebene M,  so  sind  die  Seiten  des  Dreiecks  P^P^P,  parallel  den 
Seiten  des  Projektionsdreiecks  A^A^A^.  Daraus  folgt  unter  Berück- 
sichtigong  der  oben  angeführten  affinen  Beziehungen,  dafs  wir  den 
Punkt  P,  der  Kurve  c^  erhalten  können,  wenn  wir  durch  U,  den 
Schnittpunkt    der    Geraden    P"Pg   mit   der   Affinitätsachse  xx^)   eine 

1)  Die  Achse  xx  ist  horizontal,  im  übrigen  aber  beliebig  anzunehmen. 
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Parallele  zu  PqP"  ziehen  und  diese  Parallele  mit  PqP,  (in  PJ  ssum 
Schnitt  bringen.  Wir  ersehen  zugleich  ^  dafs  man  durch  Ziehen  ^er 
Linien  P"U\\r,  UP^\\0Z  und  P^P^\\Ä^A,  den  Punkt  P,  ämü 
aus  Pq  und  P"  ableiten  kann^  also  auch  die  Kurve  c^  erhalt,  ohne  r, 
zeichnen  zu  müssen. 

Um  die  Kreise  p^,  welche  bei  unserem  Verfahren  die  Schatten- 
ellipsen der  Fig.  3  ersetzen  sollen^  möglichst  einfach  zu  erlangen,  be- 
achten wir,  dafs  die  Mittelpunkte  der  Ellipsen  in  der  Drehachse  e 
liegen.  Die  Mittelpunkte  der  affinen  Kreise  liegen  daher  in  der 
Geraden  z^^y  welcher  if  in  27  entspricht,  und  die  nach  früherem  parallel 
zu  V  ist  Ziehen  wir  also  durch  den  Schnittpunkt  0  von  x  und  s 
eine  Parallele  zu  V,  so  ist  dies  die  Gerade  der  Ereismittelpunkte.  Den 
Mittelpunkt  M^  eines  bestimmten  Schattenkreises  p^  erhalt  man  als 
Schnitt  von  xr^  mit  dem  durch  M  gezogenen  AfißnitatsstrahL 

Die  Punkte  5^,  in  welchen  der  aus  M^  mit  dem  Badius  r  ge- 
zeichnete Schattenkreis  p^  die  Kurve  c^  schneidet,  entsprechen  jenen 
Deckpunkten  5«  des  direkten  Schattensystems  27,  aus  welchen  man 
durch  das  sogenannte  Zurückfahren  die  Punkte  S"  ermittelt.  Ziehen 
wir  durch  S^  eine  Parallele  zu  ^er  bis  ü  in  x,  und  weiter  durch  R  eine 
Parallele  zu  i",  bis  diese  p"  in  S"  schneidet,  so  ist  S"  ein  Punkt  des 
gesuchten  Schlagschattens.  —  Die  Gerade  durch  RS"  ist  nämlich  in 
27  die  entsprechende  Gerade  zu  RS^  in  27^;  sie  geht  also  durch  S„ 
und  da  sie  auch  parallel  zu  V,  so  fällt  sie  zusammen  mit  der  vertikalen 
Projektion  des  Lichtstrahls,  welcher,  von  S,  zurückgeführt,  S"  be- 
stimmen würde.     St  selbst  braucht  nicht  ermittelt  werden.  — 

5.  Beachtenswert  sind  die  Yer- 
einfEK^hungen,  welche  sich  ergd)eny 
wenn  man  diese  Konstruktion  f&r 
den      gebräuchlichen     Lichtstrahl 

'^',}45®  ausfahrt. 

Zunächst  mochte  ich  hier 
darauf  hinweisen,  dafs  bei  dieser 
Annahme  des  Lichtstrahles  das 
unter  1.  gegebene  VerfiAren  zur 
Bestimmung  der  ^ßdbsisdiatten' 
grenjsef^  noch  eine  weitere  Verein- 
fachung zulalst.  P"  und  Q"  (vergl 
Fig.  1)  leitet  man  in  diesem  Falle 
nicht  aus  P^  und  Qq  ab,  sondern  aus  jenen  Punkten  P,  und  Q^  welche 
sich  ergeben  aLs  Schnitte  des  Kreises  p^  mit  einer  durch  C,  senkrecht 


I 
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zu  V  gezogenen  Geraden  n^.  Die  Richtigkeit  des  Verfahrens  erkennt 
man  ohne  weiteres  aus  den  Symmetrieverhältnissen  der  Fig.  5  bezüglich 
der  Geraden  p". 

Wir  könnten  den  Beweis  aber  auch  so  führen:  Denken  wir  die 
horizontale  Ebene  11^  des  Parallelkreises  p^  zusammen  mit  der  horizon- 
talen Projektion  V  des  Lichtstrahls  ^  entgegen  dem  gewöhnlichen  Ge- 
brauch, dadurch  mit  der  Zeichenebene  vereinigt,  dafs  wir  den  vorderen 
Teil  von  77^  nach  oben  umklappen ;  so  stimmt  die  Richtung  von  V 
überein  mit  V\  und  es  fällt  mithin  die  durch  C  gezogene  Normale  n^ 
(J_  Z"),  zusammen  mit  der    durch  D  zu  ziehenden  Normalen  Hq  (J_  V) 


Die  Vereinfachungen  für  die  S(MigschaUenk(mstridction  (Fig.  6)  er- 
geben sich  aus  folgenden  speziellen  Lagen  von  Zeichenelementen: 

a)  Die  Richtung  der  Affinitatsstrahlen  (Ä^Ät)  wird  parallel  zu 
XX]  die  Geraden  PQP^g  lassen  sich  mithin  bequem  mit  der  Reifsschiene 
ziehen.  Da  P'^XU  ein  gleichschenkliges ,  rechtwinkliges  Dreieck 
bildet;  kann  P^  auch  erhalten  werden^  indem  man  die  Strecke  XP" 
von  Pq  aus  bis  P^  auftragt. 

b)  Aus  der  horizontalen  Richtung  der  Affinitätsstrahlen  folgt 
weiter,  dafs  M^  in  die  Gerade  p"  fallt,  sich  also  als  Schnitt  von  z^ 
mit  der  vertikalen  Projektion  p"  des  zugehörigen  Parallelkreises  ergiebt. 

Fassen  wir  den  Eonstruktionsvorgang,  soweit  er  sich  auf  den 
Sddagschoitten  s  bezieht,  noch  einmal  kurz  zusammen  (Fig.  6): 

Wir  ziehen  die  Achse  x  horizontal,  aber  sonst  beliebig  und  legen 
durch  deren  Schnitt  0  mit  is  eine  Pa/raUde  g^  za  V. 
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Die  Kurve  c^  erhalten  wir^  indem  wir  f&r  jeden  nach  1  bestinunten 
Selbstschattenpunkt  P"  Pq  durch  Pq  eine  Parallele  zu  x  ziehen  und 
PqPx  ='  XP"  naachen. 

Sind  üx  und  c^  gezeichnet^  so  erhält  man  den  ScJuiüenpunkt  S", 
den  c  auf  einen  beliebigen  Parallelkreis  p  wirft^  wie  folgt:  Ereisbog^ 
aus  Mx{'^  Zx  X  p")  mit  Radius  r  schneidet  Cx  in  S,;  durch  5,  ein 
Lot  bis  B,  in  a:;  durch  B,  eine  Parallele  zu  Z"  giebt  iS"  in  jp".  — 

6.  Ist,  wie  dies  häufig  vorkommt^  die  schatten  werfende  Eurre  ein 
PardUdkreis  (Randkreis)  Je  der  Drehfläche,  so  tritt  an  Stelle  der  Kurre 
Cx  ein  Kreis  Jcx^  In  diesem  Falle  läfst  man  zweckmäfsig  die  Achse  x 
mit  der  vertikalen  Projektion  von  Je  zusammenfallen  und  erhält  dann 
die  Konstruktion  so,  wie  in  Fig.  7  angegeben.*)  Einer  besonderen  Er- 
klärung bedarf  dieselbe  nach  dem  vorhergesagten  wohl  nicht. 

Jedoch  kann  unter  Umständen  das  Ei^ebnis  folgender  Betrachtung 
für  den  Zeichner  von  Wert  sein. 

Wenn  V  und  Z"  mit  der  Projektiosachse  Winkel  von  45^  em- 
schliefsen,  so  liegen  die  Punkte  1  und  2  in  einer  Horizontalen,  und  es 
ist  MS"  =  MxS.  —  S"  können  wir  demnach  auch  durch  tciederhoUes 
Abgreifen  mit  dem  Zirkel  wie  folgt  erhalten:  Radius  r  in  den  Zirkel 
nehmen;  von  Mx  nach  5«  in  Jcx  stechen;  von  8x  die  Entfernung  bis  s 
abgreifen;  mit  dieser  Zirkelöffnun^  von  M  bis  3  stechen  und  sofort 
SMx  abgreifen;  endlich  diese  Strecke  von  Jf  nach  S"  abtragen.  Wenn 
man  auf  diese  Weise  S"  ermittelt,  brauchen  also  nur  Jcx,  Sx  und  die 
einzelnen  p"  gezeichnet  werden.^) 

Nicht  unterlassen  möchte  ich  es,  noch  darauf  hinzuweisen,  d&Ts 
bei  Schattenkonstruktionen,  wie  sie  Figur  6  zeigt,  jener  Teil  der 
schattenwerfenden  Selbstschattengrenze  c,  welcher  den  sichtbaren 
Schlagschatten  s  veranlaCst,  sich  häufig  nur  über  sehr  nahe  li^nde 
Parallelkreise  erstreckt  (vergleiche  z.  B.  das  flache  Kurvenstück  ah  in 
Fig.  6). 

Dann  ist  es  in  Fällen,  wo  es  nicht  auf  vollständige  Genauigkeit 
ankommt,  möglich,  anstatt  der  Kurve  Cx  den  Schatten  Jcx  jenes  Pa- 
rallelkreises zu  verwenden,  der  in  unmittelbarer  Nähe  des,  fdr  die 
Schattenkonstruktion  in  Betracht  kommenden  Teiles  von  c"  verläuft. 
Ob  und  wann  diese  NäherungsJconstruJction  zulässig  erscheint,  wird  der 
Zeichner  in  jedem  besonderen  Falle    leicht  beurteilen  können. 

*)  Bei  dieser  Figur  sind  die  Eonstruktionslinien,  welche  bei  der  Ausführung 
durch  Einschnitte  ersetzt  werden  können,  punktiert  gezeichnet. 

1)  Das   gleiche  Verfahren   kann   auch  bei  dem  allgemeineren   Fall  (Fig.  6; 

angewandt  werden ;  da  ja  auch  dort  die  Bedingung,  dafs  ,,  \  45^,  erfüllt  ist 
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7.  Die  unter  6  gegebene  Konstruktion  (Fig.  7)  hat  sich  als  Spezial- 
fall Ton  4  (Fig.  4)  ergeben.  Damach  mufste  der  Eonstraktionsrorgang 
so  aufgefafst  werden:  Wir  bestimmten  den  Schlagschatten  h,  der 
schattenwerfenden  Kurve  und  die  Schatten  p«  einzelner  Parallelkreise 
auf  die  Hauptmeridianebene  M^  ermittelten  die  Schnittpunkte  S,  zwischen 
Ä;«  und  p,  und  erhielten  durch  Zurückf&hren  die  gesuchten  Punkte  5''; 
dabei  wurden  die  SchatteneUipsen  Tc^  und  p,  nicht  direkt  benutzt^  sondern 
dieselben  vorerst  durch  eine  affine  Transformation  in  Kreise  verwandelt. 

Das  in  Figur  7  enthaltene  Verfahren  lafst  aber  noch  eine  andere 
Deutung  zu.  Fassen  wir  die  Hauptmeridianebene  M  — ,  wie  wir  dies 
bis  jetzt  ohnehin  stillschweigend  gethan  — ,   als  vertikale  Projektions- 


ebene n^y  und  die  Ebene  des  Randkreises  Tc  als  horizontale  Projektions- 
ebene 77^  auf,  so  dafs  xx  thatsächlich  die  Projektionsachse  wird.  Dann 
ist  Tcx  die  horizontale  Projektion  von  Tc  und  zugleich  der  Schatten  auf 
n^f  und  die  Kreise  px  sind  die  Schlagschatten  der  Py  gleichfalls  auf  77^. 
Von  letzterem  überzeugen  wir  uns,  wenn  wir  durch  M(==  M")  und 
0(»  M")  Parallele  zu  V\  bezw.  V  ziehen;  der  horizontale  Spurpimkt 
dieses  Lichtstrahls  fällt  nach  Mx>  In  dieser  Auffassung  erkennen  wir  das 
gebräuchliche  Verfahren^),  allerdings  mit  Verein£Etchimgen,  welche  sich  in 
letzter  Linie  als  Folge  des  „Ineinanderlegens  der  Projektionen^^  ergaben. 

8.  Es  ist  nicht  schwer  zu  zeigen,  dafs  auch  der  unter  4  gegebene, 
allgemeine  Fall  eine  Erklärung  zuläfst,  welche  nicht  von  dem  Schatten 
auf  die  Meridianebene  ausgeht. 


1)  Vergl.  die  Anmerkg.  auf  Seite  472.  — 
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Denken  wir  uns  in  Figur  4,  bezw.  deren  Nebenfigor,  die  Strecke 
P"Pq  von  X  aus  auf  der  Verlängerung  der  XP^  über  P^  hinaus  auf- 
getragen^ so  erhalten  wir  einen  Punkt^  den  wir  in  Hinblick  auf  die 
Achse  X  als  horizontale  Projektion  von  P  aufÜEissen  können  und  daher 
mit  P'  bezeichnen  wollen.  Ziehen  wir  durch  P"  und  P'  die  Projek- 
tionen des  Lichtstrahles  und  suchen  den  Schnitt  mit  der  durch  xi 
gelegten  horizontalen  Ebene  77^  so  würden  wir  ebeuMls  zu  P«  gelangt 
sein.  Cx  ist  demnach  identisch  mit  dem  Schatten  von  c  auf  TI^,  und 
ebenso  sind  die  Kreise  px  die  Schatten  der  p  auf  diese  Ebene.  Der 
Übergang  vom  Schattensystem  2J  auf  27«  stellt  sich  nach  dieser  Auf- 
fassung dar  als  eine  Ableitung  der  Schatten  auf  die  77^  aus  den 
Schatten  auf  77,. 

Die  Bemerkung^  dals  P«  als  Schatten  von  P  auf  ^ine,  durch  die 
(in  den  Aufrifs  verlegte)  Achse  x  bestimmte  horizontale  Ebene  77^  auf- 
gefafst  werden  kann^  führt  im  Zusammenhang  mit  den  unter  4  ge- 
gebenen Beziehungen  der  Punkte  P^P^P,  zu  einem  Ergebnis,  das  sieb 
allgemein  so  aussprechen  lafst: 

(Figur  8):  Bestimmt  man  von  einem  durch  Aufriis  P"  und 
Grundrifs  P*  gegebenen  Punkt  P  den  Schatten  P«  auf  die  Aufrilsebene 

und  den  Schatten  P«  auf  die  Onmd- 
rifsebene,  so  liegt  in  der  Geraden 
PxPf  auch  Pq,  der  um  P"  in  die 
Gerade  P'  P"  umgelegte  Punkt  P 
(also  P"Po  -  XPy)  —  Die  Rieh- 
tcmg  der  Geraden  P^P^P,  (Affini- 
tatsstrahlenl)  ist  dabei  nur  ab- 
hangig von  der  Richtung  der 
Lichtstrahlen,  nicht  aber  von  der 
Lage  des  Punktes  P.  — 

Diese  geometrische  Thatsache, 
die  sich  uns  als  Folge  ergeben  ha^ 
läfst  sich  auch  unabhängig  tod 
allem  vorangegangenen,  unmittel- 
bar aus  Figur  8,  bezw.  deren  räumlicher  Deutung  ableiten  und  konnte 
dann  benutzt  werden,  um  aus  dem  durch  P''Pq  gegebenen  Selbst- 
schattenpunkt den  Schatten  auf  77^  (also  Punkt  P«)  zu  bestimmen. 
Man  würde  dabei  genau  dieselben  Linien  zu  ziehen  haben,  wie  bei  der 
unter   4    gegebenen    Konstruktion;    zur  Erklärung    würden   wir  aber 


Fig.  8. 


1)   P^    ist   auch    der    um    P    in   die   Gerade  P'P"   umgelegte  Punkt  P 
(P'Po-XP"). 
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weder   die   Schatten   auf  die  Hauptmeridianebene^    nocli   deren   affine 
Transformation  benotigt  haben. 

Es  mag  nnentschieden  bleiben^  welcher  von  den  beiden  Auf- 
fassnngen^)  man  den  Vorzug  geben  soll.  Jeden&Us  ist  ersichtlich, 
dafs  im  einen  wie  im  anderen  Falle,  der  Eonstruktionsgedanke  Yom 
^ylndnanderlegen  der  Projektionen^  die  Methode  wesentlich  bedingt  und 
die  Einfachheit  und  Genauigkeit  der  Zeichenarbeit  erhöht  hat;  dafs 
somit  dieser  Eonstruktionsgedanke,  dessen  Ursprung  wir  nach  der  An- 
merkung 2  auf  Seite  470  bis  auf  Monge  zurückfahren  können,  der 
Beachtung  nicht  unwert  erscheint,  die  wir  ihm  durch  diese  Zeilen  yer- 
schaffen  wollten.  — 


Über  Körper  von  kmetischer  Symmetrie. 

Von  Robert  Matr  in  München. 

(Auszug  au8  des  Verfassers  Inaugural- Dissertation.) 
Mit  einer  Doppeltafel  (VI). 

I.  Elnf&hrung. 

Mit  dem  Problem^  Eörper  zu  bestimmen^  welche  für  alle  Axen 
durch  den  Schwerpunkt  gleiche  Trägheitsmomente  besitzen^  haben  sich 
gegen  Ende  des  18.  Jahrhunderts  Laplace  und  Legendre^  beschäf- 
tigt. Die  von  diesen  beiden  Mathematikern  gefundenen,  aber  noch 
nicht  untersuchten  Resultate  sollen  im  Folgenden  einer  Untersuchung 
unterzogen  werden. 

Eörper  der  eben  definierten  Art  nennt  man  ,,  Korper  von  Mne- 
tisdier  Symmetrie^^,     Siehe  theoretische  Physik  von  Thomson  u.  Tait. 

Einfache  Eörper  dieser  Art  sind  alle  Eörper,  welche  in  Bezug 
auf  drei  zu  einander  senkrechte  Ebenen  in  vollkommen  gleicher  Weise 
symmetrisch  gebaut  sind,  so  z.  B.  Würfel,  Engel,  reguläres  Oktaeder, 

1}  Da  es  in  der  vorliegenden  Abhandlung  nicht  so  sehr  darauf  ankam,  auf 
möglichst  kurzem  Wege  Konstruktionen  für  die  Schattenbestimmung  an  Drehflächen 
abzuleiten,  sondern  vielmehr  gezeigt  werden  sollte,  wie  der  Gedanke  vom  „Inein- 
anderlegen  der  Projektionen^^  als  Grundlage  zur  Ausgestaltung  von  Zeichenmethoden 
verwertet  werden  kann,  so  habe  ich  nicht  Anstand  genommen,  auf  beide  Auf- 
fassungen ein-  und  desselben  Konstruktionsvorganges  hinzuweisen. 

2)  Laplace:  „Memoire  sur  la  figure  de  la  terre*^  in  den  Mäm.  der  Pariser 
Akademie  für  1783,  p.  17 — 46.  Legendre:  „Suite  des  Recherches  sur  la  figure 
des  planstes  par  M.  Le  Gendre^^  in  den  M^m.  der  Pariser  Akademie  für  1789 
(publ.  1793),  p.  372—466. 
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Pyramidenwürfel  u.  s.  w.^  vorausgesetzt;  dafs  sie  aus  Homogener  Masse 
bestellen. 

Laplace  und  Legendre  haben  nun^  beide  in  prinzipiell  gleicher 
Weise,  eine  sehr  allgemeine  Gleichung  abgeleitet ,  welche  eine  unend- 
liche Reihe  von  Flächen  darstellt,  die  homogene  Körper  von  kinetischer 
Symmetrie  umschliefsen.  Die  Idee  der  Ableitung  ist,  wenn  man  sich 
auf  homogene  Körper  beschrimkt,  kurz  folgende: 

Die  Koordinatenachsen  xye  seien  die  durch  den  Anfangspunkt  der 
Koordinaten  laufenden  Tragheitsachsen  des  Korpers.  Dann  müssen  be- 
kanntlich die  Gleichungen  bestehen: 

(1)  fxydM^O,    fxzdM^Oy   fyzdM=^0, 

dM  bedeutet  das  Massenelement.  Da  femer  der  Körper  kinetische 
Symmetrie  besitzen  soll,  so  müssen  auch  folgende  Gleichung^i  gdten: 

(2)  fx^dM  =  fy^dM  =  fe'dM, 

In  diese  Bedingungsgleichungen  sind  nun  Polarkoordinaten  einzufQhren: 
aj  «  r  .  cos  i)f         y  =  r  •  sin  ^  cos  -ö*,         jer  =  r  •  sin  ^  sin  ^. 

Sodann  ist  der  ßadius  Vektor  r  der  Oberfläche,  welcher  als  obere 
Ghrenze  in  den  Integralen  erscheint  und  als  Funktion  von  den  Winkeln 
^  und  %'  aufzufassen  ist,  auszudrücken  durch  die  Reihe 

wobei  die  Y  die  Kugelfunktionen  der  zwei  Variablen  if  und  ^  sind. 
Mit  Hilfe  der  Sätze  über  Kugelfunktionen  ergiebt  sich  dann  aus  den 
Bedingungen  1  und  2,  daCs  in  der  Reihe  das  Glied  Y^  yerschwinden 
mufs,  so  dafs  man  folgende  Gleichung  erhalt: 

r^  =  a  +  &  •  Xi  +  ^*  sin  ^(6' cos  #+  6"  sin -^) 
+  c  •  ^  +  -^-  sin  ^  {c  cos  d"  +  c"  sin  d") 

+  ^  sin»  ^  (c'"  cos  2^  +  c""  sin  2*) 
+  ^  sin'V^Cc^cosSd'  +  c^sinSd) 
+  d •  X^  +  ^*  sin^(d'cos#  +  d" Bin») 

+ 

In  dieser  Gleichung,  welche  die  gesuchten  Oberflächen  darstellt,  sind 
a,  b,b'  etc.  willkürliche  Konstanten.  X„  ist  die  Kugelftmktion  n.  Grades 
von  einer  Variablen. 
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Also: 


2. 


1.8.6---(an-l)    r  n(n-l) 


+ 


1  •  2  •  8  •  •  •  H 

n  (n  —  1)  (n  —  2)  (n 


a;' 


3) 


2(2n  — 1) 


rr' 


a; 


n  —  i  _ 


■]. 


2.4(2n  — l)(2n  — 8) 

wobei  die  Reihe  bis  sfi  oder  o;^  läuft,  und  x  =  cos  ^  zu  nebmen  ist.  ^ 
bedeutet  (nach  Legendre)  den  Winkel  des  Radius  Vektor  gegen  die 
or-Achse,  d'  den  Winkel  der  Ebene  rx  gegen  die  Ebene  xy. 

Bei  obiger  Gleichung  ist  nun  noch  nicht  beachtet,  dafs  der  An- 
fangspunkt der  Koordinaten  auch  Schwe^unkt  sein  soll.  Man  sieht 
aber  leicht  ein,  daCs  dies  eintritt,  sobald  jede  durch  den  Anfangspunkt 
laufende  Gerade  die  Flache  in  zwei  vom  Anfangspunkt  gleich  weit  ent- 
fernten Punkten  triffk,  und  dafs  diese  Bedingung  wiederum  erfüllt  ist, 
sobald  aUe  Glieder,  welche  Kugelfunktionen  mit  ungeradem  Index  ent- 
halten, wegfallen.    Man  erhält  dann 

r^  =  a  +  d  '  X^  +  ^  sin^rd'cosd-  +  d'^sind) 

+  ^  sinV  (d'"  cos  2»  +  d""  sin  2*) 


... 


d»X^ 


+  V^  sin«^(ercos3a'  +  (T^sinSd') 
+  ^  8mV(<^co8  4*  +  <r™sm4*) 


+  /"-^.+ 


Legendre  giebt   aber   schliefslich  nicht  diese  Gleichung  an,   sondern 
folgende  speziellere: 

7^=^A  +  BX^  +  B'^sin»^cos2^ 


B 


•    < 


+  JB''^8m*^co84* 

Cl  SC 

+  OXe  +  C'^  sin«^cos2* 


+ 


Das  Fehlen  der  Glieder  mit  sinn^O*  und  der  Glieder  mit  ungeraden 
Potenzen  von  sin^  bewirkt,  dafs  die  durch  B  dargestellten  flächen 
orthogonal  symmetrisch  werden  in  Bezug  auf  die  drei  Koordinaten- 
ebenen. 

Wir  wollen  Ä  die  jfiiügemeine  Legendresche  Gleichuncf^  nennen 
und  B  die  „spejsieUe  Legendresche  Gleichung^. 

Jede  dieser  Gleichungen  stellt  eine  unendliche  Reihe  von  Flächen 
dar.  Jeder  Yon  einer  solchen  Fläche  umschlossene  homogene  Körper 
hat  kinetische  Symmetrie.    Er  hat  f[lr  jede  Achse  durch  seinen  Schwer- 
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punkt   das   Trägheitsmoment   Q  '  Jk  '  (^  bezw.  q  •  —Ä,   wemi  q  seine 

spez.  Dichte  ist.     Das  Trägheitsmoment  hängt  somit  nur  yom  ersten 
(konstanten)  Glied   ab   und   ist   gleich   dem   einer  Engel  yom  Badins 

Y^  bezw.  yÄ  und  gleicher  Dichte. 


IL  Diskussion  der  in  den  Legendr  eschen  Gleichnngen  enthaltenen 

einfachsten  Formen. 

Der  Radius  Vektor  darf  nie  sein  Zeichen  ändern.  Liebe  num 
dies  nämlich  zu,  was  a  priori  wohl  denkbar  ist,  so  würden  die  Int^rale 
falsche  Trägheitsmomente  liefern,  da  statt  Addition  aller  Elementar- 
trägheitsmomente eine  teilweise  Subtraktion  einträte.  Die  Konstanten 
in  den  ßleichungen  müssen  also  so  bestimmt  werden,  dab  r  stets 
positiv  oder  stets  negativ  bleibt. 

Femer  soll  nur  eine  endlicJie  Anzahl  von  Oliedem  in  Betracht  ge- 
zogen werden.  Die  Gleichung  hat  dann  die  Form  r*=  C  +  F{if,  ^), 
wobei  C  eine  Eonstante  und  i^(^,  ^)  eine  ganze  rationale  Funktion 
von  sin^,  cos^,  smnd',  cosnO*  ist.  Man  beachte  auch,  daTs  gemäfs 
der  Ableitung  d'  von  0  bis  2;r,  ^  von  0  bis  ;r  variieren  mufs. 

Zur  Untersuchung  der  Gestalt  der  Flächen  l^en  wir  ebene  Schnitte 
durch  die  ^-Achse.  Einen  solchen  Schnitt  erhält  man,  wenn  man  dem 
d"  einen  konstanten  Wert  giebt.  Seine  Gleichung  hat  die  Fonn 
r*  =  C  +  f(ilf),  Man  findet,  dafs  eine  solche  Kurve  an  Singulariiaten 
nur  Spitzen  und  Doppelpunkte  im  Anfangspunkt  aufweisen  kann. 

Wir  wollen  nun  die  einfachsten  der  Flächen  in  der  ang^benen 
Weise  untersuchen. 

A,  Die  allgemeine  Legendresche  Gleichung. 

Läfst  man  in  Gleichung  A  alle  Koeffizienten  gleich  Null  werden 
bis  auf  a,  so  hat  man. r*  =  a.  D^s  ist  eine  Kugel  Als  einfachsten 
Körper   von  kinetischer  Symmetrie  erhält  man  somit  hier  die  Kngel. 

Trägheitsmoment  =  Pts^^Ptt*^' 

Die  nächst  einfache  Fläche  ergiebt  sich,  wenn  man  nur  die  ersten 
beiden  Koeffizienten  von  0  verschieden  wählt.  Die  erhaltene  Gleichung 
r^  =  a  -f  dX^  stellt  eine  BotationsfläcJie  dar,  da  r  von  d-  unabhängig 
ist.  Rotationsachse  ist  die  rr-Achse.  Da  die  Form  der  Fläche  nni 
vom  Verhältnis  d :  a  abhängt,  kann  man  ohne  Spezialisiei-ung  d  =  | 
setzen  und  a  allein  willkürlich  lassen.  Setzt  man  a  +  j  =  c, 
so    lautet    die    Gleichung    r^  =  c  +  7  cos*  ^  —  6  cos*  ^.      Den   Ver- 
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t 

/•(*) 

0 

a  =  22« 

1  (Max.) 
0 

/t-49» 

aß 

X  —  (l 

9/7  (Min.) 

0 

9/7  (Min.) 

X  —  a 

0 

X 

1  (Max.) 

Tab.  I. 


lauf  der  Funktion  f(f)  =  7  cos*  ^  —  6  cos^  f  stellt  Tabelle  I  dar. 
Die  Flache  bezw.  ihre  Meridiankurve  erscheint  in  4  Typen,  je 
nach  dem  Wert  von  c.  Sie  seien  dar- 
gestellt fttr  c  =  3,  c  =  9/7,  c  =  — 1, 
c  =  —  2.  Fig.  1 — 4  zeigen  diese  vier 
Typen  der  Meridiankurve.  Der  mit  ein- 
gezeichnete Kreis  hat  den  Radius  yc. 
Statt  der  halben  Kurve  (^  variiert  nur 
von  0  bis  ^rl)  ist  die  ganze  gezeichnet. 
Läfst  man  die  Kurven  um  die  rr- Achse 
rotieren,  so  erhalt  man  die  Flächen. 
Das  Trägheitsmoment   des   Körpers   ist 

Um  die  nächst  einfache  Form  zu  erhalten,  nehmen  wir  in  unserer 
Gleichung   den  ersten  und  dritten  Koeffizienten  von  Null  verschieden 

an.     Die   Gleichung  lautet   dann:    r**  =  a  +  d' • -^sin^cos'9'.     Wir 

setzen  virieder  ohne  Spezialisierung  d'  =  f  und  bekommen  f^  =  a 
+  (7  cos^  ^  —  3)  cos  ^  sin  ^  cos  %'.  Den  Verlauf  der  Funktion  y  (^) 
=  (7  cos*^  —  3)  cos^  sin^  giebt  Tabelle  11. 
Schreibt  man  die  Gleichung  in  der  Form 

r  =  ya  +  cos  d  •  y  (^),  so  sieht  man 
leicht,  daüs  auf  der  Fläche  vier  Kreise 
liegen,  welche  von  der  o^jer-Ebene,  der 
yZ'^hene  und  dem  Kreiskegel  mit  der 
Öffnung  2  a  und  der  rr- Achse  als  Achse 
aus  der  Fläche  ausgeschnitten  werden. 
Diese  4  Kreise  liegen  gleichzeitig  auf 
der   konzentrischen   Kugel  vom  Radius 

Va  und  schneiden  sich  in  6  Punkten. 
In  diesen  6  Punkten  berühren  sich  Fläche 
und  Kugd. 

Die  Form  der  Fläche  hängt  noch  von  a  ab.  Damit  r  stets 
positiv  oder  stets  negativ  sei,  mufs  a  ^  1,056  oder  a  ^  —  1,056  sein. 
Für  negative  a  erhält  man  hier  dieselben  Flächen,  vne  für  positive. 
Daher  hat  man  nur  zwei  Typen,  welche  durch  die  Werte  a  =  1,5  und 
a  »=  1,056  dargestellt  seien. 

Wir  legen   durch   die  rr- Achse   die  Schnittebenen  für  -Ö-^O,  j. 

Je   zwei   solche  Halbschnitte   setzen   sich   zu 


^ 

9(.*) 

0 

0 

;t-24'» 
«  =  49» 

1,056  (Max.) 
0 

,t'-69» 

xß 
X  —  yJ 

-  0,703  (Min.) 
0 
0,703  (Max.) 

X  —  a 

0 

X  —  ft 
X 

-  1,056  (Min). 
0 

Tab.  n. 


9r     3^  byc 

2  ^  T^   ^' 


4"'  "2"' 


einer  stetigen  Kurve  zusammen. 
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Ober  Körper  von  kinetischer  Symmetrie. 


1.  a  =  1^5.  —  Fig.  5  giebt  den  Schnitt  mit  Ebene  xy  {d^  =  0  und 
^•  =  1«). 

Fig.  6  giebt  den  Schnitt  für  '9'  =  -  und  ^  =  — ,  gleichzeitig  aber 
auch  för  d'^^-r  und  ^  =  -r*  wenn  man  rechts  und  links  vertauschi 

4  4    ' 

Bei  beiden  Figuren  ist  der  Schnittkreis  mit  der  sechsfach  berOhrenden 

Kugel  mitgezeichnet.    Der  Schnitt  mit  Ebene  xg  (-O*  =  ^,  -^  =  -^J  ig^ 

wie  schon  erwähnt,  ein  Kreis. 

Fig.  7  giebt  eine  Ansicht  des  ganzen  Körpers  (Parallelprojektioii). 
Die  Kurven  1,  3,  4  und  5  sind  die  4  Kreise. 

2.  a  =  1,056.  —  Fig.  8  giebt  den  Schnitt  mit  Ebene  xy.  Man 
erkennt  aus  ihm^  dafs  sich  die  Flache  fär  eine  in  der  Ebene  xy  Yon 
der  a;-Achse  um  24^  abweichende  Richtung  trichterförmig  zum  An- 
fangspunkt hineinzieht.  Cn  Übrigen  unterscheidet  sie  sich  von  der  Yorigen 
Flache  nur  durch  stärkere  Aus-  und  Einbuchtimgen. 

B.  Die  spezidle  Legen  dresche.  Gleichung. 

Zunächst  erhält  man  auch  hier  die  Kugel  t^  =  A  und  die  Botatioos- 
fläche  r^  '^  A  +  BX^.  Erst^  wenn  man  den  ersten  und  dritten  Koef- 
fizienten Yon  Null   yerschieden  wählt;   erhält  man   eine  neue  Flache^ 

nämlich:  ^sx 

r«  =  ^  +  B'^  sinVcos2*. 

Ohne  weitere  Spezialisierung  kann  man  B'  =^~^  setzen  und  erhält  somit 

die  Gleichung: 

r^  =^Ä  +  (7  eoB^if  —  1)  sin*  9  cos  2  O«. 

Die   Funktion   ;t(^)  =  (7cos*^  —  1)  sinV   ist   durch   Tabdle  HI 

dargestellt    Schreibt  man  die  61eichnng 

in  der  Form  r  =  yÄ  +  jr(^)  «0092^, 
so  erkennt  man  leicht^  dab  auf  der 
Fläche  4  Kreise  liegen,  welche  Ton  den 

Ebenen  -O-  =  ^,  -^  und  ^  =  -^,  -^  und 

4  '     4  4         4 

und  Yon  dem  Kreiskegel  mit  der  Öff- 
nung 2a  und  der  o;- Achse  als  Achse 
aus  der  Fläche  ausgeschnitten  werden. 
Diese  vier  Kreise  liegen  gleichzeitig  auf 
Tab.  in.  ^®^   konzentrischen   Kugel   Yom  Badios 

Yä  und  schneiden  sich  in  10  Punkten, 

von   welchem   zwei   in   die  Endpunkte  der  aj- Achse  fallen.     In  diesen 

10  Punkten  berühren  sich  Fläche  und  Kugel. 


i> 

%{t) 

0 

/t-41« 
«  =  68» 

0  (Min,) 

9/7  (Mai.) 
0 

3c/2 

-  1  (Min.) 

3C  —  a 

0 

9/7  (Mar.) 
0  (Min.) 
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Die  Form  der  Fläche  hängt  yon  A  ab.  Es  mufs  A  ^  9/7  oder 
J.  ^  —  9/7  sein.  Im  2.  Fall  kommen  dieselben  Flächen,  wie  im  ersten 
Fall.    Wir  betrachten  die  Fläche  für  ^  «  1,6  und  ^  =  9/7. 

1.  -4  =  1,5.  —  Fig.  9  giebt  den  Schnitt  mit  Ebene  a;y,  Fig.  10 
den  Schnitt  mit  Ebene  xZy  Fig.  11  den  Schnitt  mit 'Ebene  yz, 
Fig.  12  giebt  eine  Ansicht  des  ganzen  Körpers.  Die  Kurv^en  4,  5,  6 
sind  drei  Kreise,  der  vierte  fallt  zum  Teil  mit  der  Kontor  zusammen. 

2.  -4  -=  9/7.  —  Fig.  13  giebt  den  Schnitt  mit  Ebene  xz.  Man 
sieht  daraus,  daüs  sich  diese  Fläche  längs  der  zwei  in  der  a;j9-Ebene 
gegen  die  a;-Achse  um  41»  geneigten  Richtungen  trichterförmig  zum 
Anfangspunkt  hineinzieht.  Sonst  unterscheidet  sie  sich  von  der  vorigen 
wieder  nur   durch  sixLrkeres  Hervortreten  der  charakteristischen  Form. 

Fig.  14  giebt  eine  Ansicht  dieses  Körpers.  Die  4  Kreise  liegen 
wie  bei  Figur  12. 

Zum  Schlüsse  sei  noch  bemerkt,  dafs  die  Legendreschen  Glei- 
chungen noch  unendlich  viele  Rotationsflächen  enthalten.  Läfst  man 
nämlich  alle  Glieder  mit  -Ö-  weg,  so  bleibt  die  Gleichung  r^  ^  A  +  BX^ 
-f  CX^  +  -DXg  +  •  •  •;  welche  nur  Rotationsflächen  darstellt 

m.  Körper  von  kinetischer  Synmietrie  in  Bezug  auf  eine  Achse. 

Körper  von  kinetischer  Symmetrie  in  Bezug  auf  eine  Achse  nennt 
man  solche  Körper,  bei  welchen  eine  Achse  in  der  Weise  ausgezeichnet 
ist,  dafs  für  alle  Achsen,  welche  durch  einen  Punkt  der  ausgezeichneten 
Achse  laufen  und  zu  ihr  senkrecht  stehen,  die  Trägheitsmomente  gleich 
grofs  sind.  Einfache  Beispiele  solcher  Körper  sind  gerade  Prismen  mit 
regulärem  Viereck,  Achteck,  ZwöUeck  u.  s.  f.  ab  Basis  und  alle  Ro- 
tationsflächen. 

Läuft  die  ausgezeichnete  Achse  durch  den  Schwerpunkt,  was  bei 
den  angegebenen  Beispielen  der  Fall  ist,  so  mufs  man  den  Körper  so 
abstutzen  können,  dafs  das  Trägheitsmoment  f&r  die  ausgezeichnete 
Achse  gleich  wird  dem  Trägheitsmoment  für  die  Achsen,  welche  im 
Schwerpunkt  auf  ihr  senkrecht  stehen,  d.  h.  dafs  der  Körper  kinetische 
Symmetrie  für  den  Schwerpunkt  bekommt.  Dieses  Problem  soU  für 
BotationsJcörper  durchgeführt  werden. 

Die  Hauptträgheitsachsen  eines  Rotationskörpers  sind  die  Rotations- 
achse und  zwei  zu  ihr  im  Schwerpunkt  senkrechte  Achsen.  Diese  Haupt- 
trägheitsachsen seien  unsere  Koordinatenachsen,  und  zwar  die  Rotations- 
achse die  j9-Achse.  r  sei  der  senkrechte  Abstand  von  ihr,  gemessen  in 
irgend  einer  Richtung,  r  =  q)  (z)  sei  die  Gleichung  der  (halben) 
Meridiankurve,  d-  der  Winkel  der  Meridianebene  gegen  die  o^jet- Ebene. 
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Damit  der  Anfangspankt  auch  wirklich  Schwerpunkt  ist,  setzen 
wir  fest^  dafs  die  Meridiankurve  orthogonal  symmetrisch  zur  r-Achse 
sei^  dafs  also  ip{z)  eine  gerade  Funktion  Ton  0  sei. 

Durch  das  Ahstntzen  darf  die  schon  yorhandene  Symmetrie  nicht 
zerstört  werden.  Daher  mufs  mit  einer  Rotationsfläche^  welche  dieselbe 
Rotationsachse  hat,  abgestutzt  werden.  Damit  auch  der  Schwerpunkt 
unverrückt  bleibt,  mufs  die  abstutzende  Fläche  auch  orthogonal -sym- 
metrisch zur  rry-Ebene  sein.  Als  die  einfachsten  Flächen  kommen  so- 
mit in  Betracht:  1.  Zwei  zur  Rotationsachse  senkrechte,  vom  Anfirngs- 
punkt  gleich  weit  entfernte  Ebenen,  2.  eine  Rotationscylinderfläche. 

Beide  Falle  sollen  behandelt  werden. 

a.  Abstützen  durch  zwei  Ebenen, 

Die  beiden  Ebenen  sollen  vom  Anfangspunkt  den  Abstand  d  haben. 
Es  mufs  dann,  da  das  Trägheitsmoment  des  abgestutzten  Eorpeis  für 
die  Rotationsachse  gleich  sein  mufs  seinem  Trägheitsmoment  for  die 
o:- Achse  (oder  y-Achse,  was  gleich  ist),  folgende  Gleichung  besteheo 
(homogene  Körper  vorausgesetzt): 

f  J   Jf^drdgd^  ^ff  f^^^  +  r'sm^d')rdrdzdd-  (s.  Fig.  15), 

0    — <i     0  0    —d    0 

oder: 

C  C   Ce^r drded^^  C  r  jr^ cos* d dr dz d^. 

0    —d    0  0    — d     0 

Integriert  man  über  r  und  «d*,  so  kommt: 

4  J  [9  {z)\^ '  z^dz  =y*[9  (;?)]*  dz. 

—  d  — d 

Da  ^{i)  eine  gerade  Funktion  von  z  ist,  kann  man  auch  schreiben 

d  d 

0  0 

Diese  Bedingung  mufs  erfüllt  sein,  damit  der  abgestutzte  Körper  kine- 
tische Symmetrie  besitzt. 

Beispiele:  1.  Rotationsellipsoid: 

x'  +  y'  ,  ?_•  _  1 
Hier  ist 
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Setzt  man  dies  in  die  Bedingungsgleichung  ein^  so  bekommt  man  eine 
Gleichung  zur  Berechnung  von  d  und  es  ergiebt  sich: 

d  =  0  und  ^  ^  \^'^f  + 1^  ±  TTT^nJs  y256^  -  20b'a'  -  5a\ 

3(a"  +  46*)         8  (a"  +  40*)  ^ 

Die  zwei  letzten  Werte  von  d  sind  nur  reell^  wenn  6  >  a  ist,  das  heifst 
wenn  das  Rotationsellipsoid  ein  gestrecktes  ist. 

2.  Ereiscylinder. 

r  =  9  (jEf)  =  c. 

Die  BedingangBgleichung  wird: 

d  d 

4  ft^z^  dz  =  Tc*  diSf. 


Hieraus 


d  =  ±  I  ]/3.    Siehe  Figur  16. 


3.  Ereiskegel. 


Man  findet 


r^q){z)^Z'tg.a  (Fig.  17). 

itf^a-d^^^t^a^^. 

d  fällt  hinaus  und  es  mufs  tg  c/  =  ±  2  sein.  D.  h.  man  kann 
nur  einen  Kegel  von  der  halben  Öffnung  a=»63*26'6"  durch  zwei 
zur  Achse  senkrechte  Ebenen  so  abstutzen,  dafs  man  einen  Körper  von 
kinetischer  Symmetrie  erhalt.  Bei  diesem  Kegel  ist  aber  dann  gleich- 
giltig,   in   welchem  Abstand  d  vom  Anfangspunkt  die  Ebenen  liegen. 

b.  Abstutzen  dwrch  einen  Ereiscylinder. 

Die  Gleichung  der  Meridiankurye  habe  die  Form  z  »  %{r).  Diese 
Gleichung  stelle  nur  den  oberhalb  der  r- Achse  gelegenen  Teil  der 
Kurve  dar.  Der  unterhalb  gelegene  Teil  hat  dann  die  Gleichung 
z  =^  —  X  (jr)j  da  die  Kurve  orthogonal  symmetrisch  zur  r- Achse  sein 
soll.  Das  Trägheitsmoment  fär  die  ^- Achse  muis  wieder  dem  für  die 
jer-Achse  gleich  sein.  Man  hat  also,  wenn  c  der  Badius  des  schneidenden 
Cylinders  ist,  die  Bedingungsgleichung 

JJ     Jz^rdzdrdd'-=JJ     Jr^coB^&dzdrdd^y 

0    0    -/(r)  0    0    -xir) 

oder  nach  Integration  über  z  und  '8': 


c  c 
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Beispiele:  1.  Botationsellipsoid  (abgeplal^t).  Man  erhatt  zur  Be- 
Btimmimg  von  c  eine  allgemein  nicht  lösbare  Gleichnng  5.  Grades. 

2.  Der  durch  2  parallele,  zur  ir- Achse  senkrechte,  im  gleichen 
Abstand  d  vom  Anfangspunkt  liegende  Ebenen  begrenzte  Baum  soll 
durch  den  Cylinder  so  abgeschnitten  werden,  dafs  ein  Körper  (Gylindo-) 
von  kinetischer  Symmetrie  entsteht.  —  Man  hat  hier  x{r)  =^  cL    Dann 

ergiebt  sich  c  »  jdYS,  was  mit  dem  Resultat  unter  a,2  übereinstimmt. 

3.  Der  von  einer  Ereiskegelfläche  begrenzte,  nach  aufsen  sich  er- 
streckende, d.  h.  auTserhalb  des  Eegelkörpers  gelegene  Baum  soll  ebenso 
abgeschnitten  werden. 

Man  hat  z  ^r  *  ctga  (Fig.  18).     Daraus  ergiebt  sich 

ic'^ctg»a«|(^ctga. 

c  fäUt  hinaus  und  es  mufs  ctg  a  »  y\  sein.  Der  Kegel  mub  also  die 
bestimmte  halbe  Offiiung  a  »  39^  13' 56''  haben.  Dann  kann  man  aber 
mit  beliebigem  Cylinder  abschneiden.  Das  erhaltene  Stück  hat  die 
Form  eines  Kreiscylinders,  aus  welchem  die  beiden  von  den  Grenz- 
kreisen zum  Mittelpunkt  sich  hineinziehenden  Kreiskegel  heraui^e- 
bohrt  sind. 
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Kleinere  Mitteilangen. 


Der  Reclienscliieber  in  DeutscUand. 

Man  begegnet  häufig  der  Meinung,  der  logarithmische  Rechenschieber 
sei  in  Deutschland  noch  nicht  lange  bekannt.  So  steht  in  der  Schrift  von 
A.  Oöring,  Der  Rechenstab  aus  dem  mechanisch -mathematischen  Institut 
von  Dennert  &  Pape,  Altona  1873,  auf  S.  31:  „Die  erste  Hinweisung  auf 
den  Rechenstab  dürfte  in  Deutschland  durch  die  Beschreibung  desselben 
von  Redlich  in  der  Zeitschrift  für  Bauwesen,  1859,  erfolgt  sein^^  Femer 
ist  dort  gesagt,  der  Rechenschieber  habe,  bevor  die  Firma  Dennert  &  Pape 
seine  Herstellung  in  Deutschland  übernahm  (1871),  nur  aus  Frankreich  be- 
zogen werden  können.  Andere  verfolgen  das  Auftreten  des  Rechenschiebers  in 
Deutschland  nicht  einmal  so  weit  zurück.  Deshalb  erscheint  es  nicht  über- 
flüssig, hier  einige  Thatsachen  zusammenzustellen,  die  aufs  deutlichste 
zeigen,  wie  irrig  die  obige  Meinung  ist.  Sehen  wir  auch  davon  ab,  dafs 
der  deutsche  Doktor  der  Rechte  J.  M.  Biler  1696  wahrscheinlich  zuerst 
gegen  einander  drehbare  kreisförmige  logarithmische  Skalen  angewendet  hat 
—  W.  Oughtred  scheint  1627  blofs  eine  feste  kreisförmige  Skala  mit  zwei 
drehbaren  Zeigern  benützt  zu  haben  — ,  dafs  in  des  Leipziger  Mathematikers 
J.  Leupold  bekanntem  Theatrum  arithmetico-geometricum  von  1727  nicht 
nur  Bilers  Instrument,  sondern  auch  ein  unseren  heutigen  schon  sehr  ähn- 
licher Rechenschieber  beschrieben  und  abgebildet  ist,  dafs  femer  des  be- 
rühmten J.  H.  Lambert  „Beschreibung  und  Gebrauch  der  logarithmischen 
Rechenstäbe  .  .  .'^  von  1761  (neue  Auflage  1772)  heute  noch  eine  der 
besten  Anleitungen  bildet  und  Lambert  in  dem  Yorbericht  zu  dieser 
Schrift  mitteilt,  der  Mechanikus  0.  F.  Brander  in  Augsburg  fertige 
Rechenstäbe  von  vier  Schuh  Länge  nach  seiner  Angabe  aus  Holz  oder 
Metall  an^),  so  ist  doch  aus  der  ersten  Hälfte  des  19.  Jahrhunderts  fol- 
gendes zu  berichten.  In  den  ältesten  Bänden  des  1820  von  J.  G.  Dingler  be- 
gründeten Polytechnischen  Journals  finden  sich  zahlreiche  Mitteilungen  Über 
in  England  gemachte  Fortschritte  auf  dem  Gebiete  der  Rechenschieber  — 
wir  können  nicht  unterlassen,  auf  die  köstliche,  den  damaligen  tiefen  Stand 
des   technischen  Unterrichts   kennzeichnende  Anmerkung    der  Redaktion  in 

1)  Diesen  ünpnmgs  könnte  der  als  vortrefflich  bezeichnete,  aus  zwei  ge- 
trennten Messingstaben  von  86  y^  Wiener  ZoU  Länge  bestehende  Rechenschieber 
sein,  den  Schulz  von  Strassnicki  unter  Nr.  XI  auf  S.  197  seiner  „Anweisung*^ 
(8.  unten)  beschreibt  und  der  aus  dem  Nachlafs  eines  Wiener  Raritätensammlers 
„im  Preise  eines  alten  Messings^^  für  die  Werkzeugsammlung  des  Polytechnischen 
Instituts  in  Wien  erstanden  worden  war. 
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Band  32  von  1829,  S.  173  hinzuweisen,  die  mit  dem  Satze  beginnt:  „Wir 
haben  von  der  Notwendigkeit  der  Verbreitung  des  Bechenma&stabes  unter 
unseren  Baumeistern,  Zimmerleuten  u.  s.  w.  schon  so  oft  gesprochen,  daJs 
wir  uns  selbst  über  unseren  unermüdeten  Eifer  wimdem  könntem,  wenn  wir 
uns  nicht  noch  mehr  darüber  wundem  müfsten,  dals  nur  wenige  unserer 
Baumeister  u.  s.  w.  wissen,  was  ein  Logarithmus  ist*^    Als  freie  Bearbeitong 
einer   schwedischen   Schrift  aus  dem  Jahre  1824   ist  in  Berlin  1825   eine 
„Anweisung  zum  Gebrauch  eines  Rechenstabes  fiir  Forstmänner,  Technologen 
und  angehende  Mathematiker^^  von  Fr.  W.  Schneider  erschienen.^)     Auf 
dem  Umschlag  ist  ein  Berliner  Mechaniker,  F.  D üb  1er,  genannt,  bei  welchem 
BechenschiQ]}er  aus  Buchsbaum  (zu  5  Bthlr.  5  Sgr.  =  9  FL  18  Kr.)  sowie 
von  Messing  (versilbert,   zu   8  Rthlr.   5  Sgi\  =  14  FL   42  Kr.)   zu  haben 
seien   und   in   dem  Vorwort  zur  „Anleitung  zum  Gebrauch  des  Bedinen- 
Schiebers  (!)"  von  C.  Hoffmann,  Berlin  1847  —  aus  Vorträgen  des  Ver- 
fassers in  der  Polytechnischen  Gesellschaft  zu  Berlin  entstanden  —  ist  von 
drei  Mechanikern  in  Berlin,  Th.  Baumann,  C.  T.  Dorf  fei  und  G.  G.  Granow, 
ausdrücklich  gesagt,  dafs  sie  Bechenschieber  anfertigen,  nicht  nur  verkaufen 
(zu   2  Thlr.   das    Stück).     Handelte  es  sich  bei  Biler  und  Lambert  um 
selbständige  Leistungen,  bei  Schneider  wahrscheinlich  um  englische,  über 
Schweden  gekommene  Einflüsse,  so  weist  uns  Ho  ff  mann  auf  Wien.     Hier 
hatte  A.  Burg  mit  dem  Bechenschieber  bekannt  gemacht,  für  dessen  Ver- 
breitung dann  hauptsächlich  L.  C.  Schulz  von  Strassnicki  (Strassnitzki) 
mit  gröfstem  Eifer  wirkte,  besonders  durch  Verö£fentlichung  der  sehr  aus- 
führlichen „Anweisung  zum  Gebrauche  des  englischen  Rechenschiebers  . .  .^, 
Wien  1843,  und  durch  Vorlesungen,    die  er  als  Professor  der  Mathematik 
am  Polytechnischen  Institut  (der  jetzigen  technischen  Hochschule)  in  Wien 
seit  1843   lange  Jahre  hindurch  (unentgeltlich  und  an  Sonntagen,  mn  sie 
jedermann   zugänglich  zu  machen)  hielt.     Schulz    von  Strassnicki   be- 
nützte bei  seinen  Vorträgen  schon  zur  Erklärung  einen  gewaltigen  Bechen- 
schieber  von    8   Schuh  Länge,   wie    ähnliche  aus  späterer  Zeit   und  wohl 
infolge  französischer  Anregungen  —  die  Firma  Tavemier-Gravet  in  Paris 
frOirt  solche  von  2  m  Länge  als  „Eagles  pour  d^monstration"  noch  jetzt  — 
die  Sammlungen  unserer  technischen  Hochschulen  aufweisen.     Auf  den  un- 
mittelbaren Einfluis    desselben  Gelehrten   sind    aufser   der   oben   genanntHi 
Schrift  von  Ho  ff  mann  noch  einige  in  Wien  erschienene   zurückzuführen, 
nämlich  die  „Leicht  fafsliche  Anleitung  zum  Gebrauch  des  Bechenstabes  . .  .^ 
von    F.  von  Schwind,   1844,    die  Beschreibung   eines  von  Schulz  von 
Strassnicki   selbst   konstruierten,   dem  österreichischen  Mafs-  und  Münz- 
system   angepafsten   besonderen  Bechenschiebers   für  Bauberechnungen  von 
A.  Schefczik,   1845,  und  die  „Anleitung  zum  Gebrauch  einiger  logarith- 
misch geteilter  Bechenschieber  . .  .",   1851,  deren  Verfasser  E.  Sedlaczek 
Vorträge   über   den   Bechenschieber   im  Verein   der   „Freunde    der  Natur- 
wissenschaften^* zu  Wien  hielt  und  verschiedene  Aufsätze  über  denselben  in 
Zeitschriften  veröffentlichte.    Es  wurden  damals  in  Wien  Bechenschieber  — 
abgesehen  von  solchen  für  besondere  Zwecke  —  in  drei  Formen  hergestellt, 


1)  Es  scheinen  englische  Vorbilder  benützt  zu  sein,  da  z.  B.  die  aus  England 
stammende  Bezeichnung  der  vier  Skalen  der  Vorderseite  des  Bechenschieben 
durch  die  Buchstaben  A,  B,  G,  D  angewendet  ist. 
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die  eine  mit  in  Kupferstich  ausgefiüirten  Skalen,  die  der  Technologe  Prof. 
G.  Altmütter  selbst  auf  Pappe  aufzog  -^  sie  kosteten  mit  Futteral  nur 
2  Fl.  Silbermünze,  waren  aber  nach  Sedlaczeks  Angabe  1851  schon  längst 
vergriffen*)  —  femer  zwei  andere  aus  Buchsbaumholz  in  der  Werkstätte 
von  F.  Werner,  die  3  Fl.  bezw.  5  Fl.  Konventionsmünze  kosteten.  Sed- 
laczek  giebt  femer  eine  Wiener  Firma  an,  von  der  echte  englische  Bechen- 
schieber  bezogen  werden  konnten.  Der  erwähnte  Prof  Altmütter  suchte 
auch  durch  Anschaffung  hauptsächlich  englischer  und  französischer  Rechen- 
schieber verschiedener  Arten,  soviel  ihrer  aufzutreiben  waren,  für  die 
Werkzeugsanmilung  des  Poljtechnischen  Instituts  die  Bestrebungen  Schulz 
von  Strassnickis  zu  unterstützen;  im  Anhang  I  zu  des  letzteren  Schrift 
sind  dieselben  (mnd  ein  Dutzend)  beschrieben.  Wenn  wir  schliefslich  noch 
erwähnen,  dafs  Schulz  von  Strassnicki  in  der  im  Juli  1842  geschriebenen 
Vorrede  zu  seiner  „Anweisung^*  die  Lehrer  an  technischen  Schulen  und 
Bealschulen  bittet,  sich  des  Eechenschiebers  anzunehmen  und  denselben  in 
ihren  Kreisen  zu  verbreiten,  so  glauben  wir  hinlänglich  gezeigt  zu  haben, 
dafs  schon  in  der  ersten  Hälffce  des  19.  Jahrhunderts  viel,  sehr  viel  ge- 
schehen ist,  um  dem  Rechenschieber  in  Deutschland  die  verdiente  Geltung 
zu  verschaffen.  M. 

Mantisse.  In  seiner  „Notiz  zur  Geschichte  der  Logarithmentafeln^^ 
in  den  Mitteilungen  der  Hamburger  Mathematischen  Gesellschaft,  Bd.  4 
(1901),  S.  52 — 56,  giebt  Herr  E.  Hoppe  an,  das  Wort  Mantisse  als  Be- 
zeichnung für  den  dezimalen  Teil  eines  Logarithmus  konmie  blofs  in 
Deutschland  vor,  und  er  wirft  die  Frage  auf,  ob  es  nicht  besser  wäre, 
dieses  Wort  wieder  fallen  zu  lassen.  Dem  gegenüber  sei  bemerkt,  dafs  in 
der  Schrift  von  Gros  de  Perrodil,  Theorie  de  la  regle  logarithmique  .  .  ., 
Paris  1885,  p.  27,  von  dem  Gebrauch  „de  consacrer  un  nom  particulier 
(mantisse)  a  la  partie  decimale  d'un  logarithme^^  als  einem  solchen  ge- 
sprochen wird,  „qui  tend  a  se  generaliser^^  M. 


Prelsanfgaben  für  1903. 

Acad^mie  des  Soienoes,  Paris.  Prix  Foumeyron:  Etüde  theorique 
et  exp^rimentale  des  turbines  a  vapeur.  Die  Arbeiten  müssen,  gedruckte 
in  zwei  Abdrücken,  vor  dem  1.  Juni  1903  bei  dem  Secretariat  de  l'Listitut 
eingereicht  werden. 

1)  Dieser  Versuch  zur  Herstellung  billiger  Bechenschieber  durch  Verwendung 
von  auf  Papier  gedruckten  Skalen  ist  also  älter,  als  der  in  Frankreich  von  L.  La- 
ianne unternommene  („B^le  ä  enveloppe  de  verre"),  der  in  den  Anfang  der 
50er  Jahre  fällt.  Der  auf  Karton  gedruckte  Taschenrechenschieber  von  Prof.  A.  W  üst 
in  Halle  stammt  aus  dem  Jahre  1880.  Vor  einigen  Jahren  hat  bekanntlich  die 
Finna  Gebr.  Wichmann  in  Berlin  wieder  Rechenschieber  mit  Papierskalen  (auf 
Holzunterlage)  in  den  Handel  gebracht.  Übrigens  waren  schon  die  Rechenscheiben 
(„Cadrans  logarithmiques**)  von  A.  S.  Leblond,  1795,  auf  Papier  gedruckt. 
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Acad^mie  Boyale  de  Belgique.  Trouyer  la  forme  des  tennes 
prindpaux  introdnits,  par  Telasticite  de  l'ecorce  terrestre,  dans  les  fonnnles 
de  la  nutatioB  en  obliqoite  et  en  longitude.  —  Preis  800  Frs.  (8.  andi 
diese  Zeitschrift  Bd.  46,  S.  382.) 


Auakfinfte. 

H.  H.,  S.  Zur  Erg&nztmg  unserer  Angaben  auf  S.  266  dieses  Bandes 
bemerken  wir,  dafs  ein  Aufsatz  von  dem  Eonmiandanten  E.  Gnjon  „Sor 
Tapplication  de  la  division  decimale  du  quart  de  cercle  a  la  pratiqne  de  li 
nayigation*^  sich  unter  0,  p.  1 — 15,  im  Anhang  des  Annuaire  pour  Tan  1902, 
pnblie  par  le  Bureau  des  Longitudes,  findet,  sowie  dals  der  Gompte  rendn  da 
Congres  international  de  Chronometrie  de  1900  jetzt  erschienen  ist     M. 


D.  S.,  J.  Sehr  zu  empfehlen  ist  A.  Töplers  Yorlesungsspparat  lur 
Statik  und  Dynamik  starrer  Körper  (vergl.  Bjcks  Katalog  mathemsliscfaer 
Modelle  u.  s.  w.,  Nachtrag,  München  1893,  S.  83).  Die  Eififte  könneB 
beliebig  im  Baume  liegen.     Preis  allerdings  500 — 600  Mark.  H. 


Anfirage. 

In  der  Geschichte  der  Astronomie  von  B.  Wolf,  München,  1877,  ist  anf 
S.  354  bemerkt,  Homer  habe  (in  der  ersten  Hftlfte  des  17.  Jahrhiudeils' 
vorgeschlagen,  beim  Bechensc^ieber  den  geraden  Stab  durch  eine  Kombination 
kürzerer  und  auf  einander  drehbarer  (?)  Stäbe  zu  ersetzen.  Eaim  jemand 
den  Ursprung  dieser  schwer  verständlichen  Mitteilung  angeben?  Handelt 
es  sich  vielleicht  um  das  Urbild  der  Rechenschieber  mit  gebrochenen  Skalen 
von  Mannheim,  Everett,  Hannyngton,  Thacher  u.  s.  w.? 

B.  MxHiia- 
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Erich  Oeyger.   Die  angewandte  danrtellende  (Geometrie.   Leipzig  1902. 
Verlag  von  Bemh.  Friedr.  Voigt.     266  S.     Preis:  geh.  5,  geh.  6  M. 

Dieses  Werk,  Bd.  XI  des  von  Hans  Issel  herausgegehenen  „Handhuchs 
des  Bantechnikers",  ist  in  erster  Linie  für  Studierende  der  Baugewerkschulen, 
dann  aher  auch  für  Bautechniker  überhaupt  geschrieben  und  mag  nach  der 
Absicht  des  Verfassers  auch  als  Nachschlagebuch  auf  dem  Bauplatz  oder  im 
Konstruktionsbureau  von  dem  Techniker  zu  Bäte  gezogen  werden.  Diesem 
Standptmkte  entsprechend  verzichtet  der  Verfasser  auf  die  Durchführung  der 
mathematischen  Beweise  und  theoretischen  Untersuchungen  und  legt  das 
Hauptgewicht  auf  anschauliche  imd  praktische  Methoden.  Er  beginnt  mit 
einer  Zusammenstellung  der  wichtigsten  Sätze  der  Elementargeometrie;  daran 
schliefsen  sich  die  Aufgaben  des  geometrischen  Zeichnens,  femer  eine  gut 
imd  übersichtlich  gehaltene  Darstellung  der  Eigenschaften  und  Konstruktionen 
der  Kegelschnitte.  Den  Mathematiker  werden  interessieren  die  näherungs- 
weise Konstruktion  eines  regulären  n-Eckes  über  einer  gegeben  Seite  sowie 
die  Konstruktion  verschiedener  Qewölbebogen.  Der  Referent  vermifst  in 
diesem  nicht  engherzig  begrenzten  Abriss  der  fOr  den  Bautechniker  nötigen 
geometrischen  Kenntnisse  ungern  einige  allgemeine  Bemerkungen  über  Flächen, 
in  Sonderheit  über  die  abwickelbaren  und  Regel-Flächen  und  deren  Tangenüal- 
ebenen^  wobei  das  hyperbolische  Paraboloid  als  Beispiel  sich  von  selbst  dar- 
bietet Vielleicht  wäre  es  auch  von  Vorteil,  den  Unterschied  zwischen 
dem  Umdrehungs-Kegel  und  Umdrehungs-Cylinder  einerseits  imd  zwischen 
dem  allgemeinen  Kegel  2.  Ordnung  und  dem  elliptischen  Cjlinder  2.  Ordnung 
andererseits  zu  erwähnen,  nachdem  durch  die  nicht  mehr  auszumerzenden 
Ausdrücke  „gerader  und  schiefer  KreiskegeP',  „gerader  und  schiefer  Kreis- 
Cylinder''  mancherlei  Verwirrung  angerichtet  wird. 

Der  zweite  Teil  des  Buches  enthält  die  Projektionslehre  mit  Ausschlufs 
des  rein  Theoretischen  und  in  einer  Anordnung,  wie  sie  sich  für  den  ge- 
nannten Zweck  empfehlen  mag.  Auch  die  schiefe  und  orthogonale  axono- 
metrische  Projektion  werden  in  einer  für  den  Praktiker  durchaus  genügenden 
Weise  erörtert.  Von  den  zahlreichen  Beispielen  sind  viele  der  Praxis  ent- 
nommen, was  einen  Vorzug  dieses  Buches  vorstellt.  Der  Abschnitt  Über 
Durchdringungen  dürfte  bei  Besprechung  des  „Kanten- Verfahrens"  vielleicht 
auch  eine  Belehrung  darüber  enthalten,  wie  man  in  diesem  Falle  auf  mechanische 
Weise  die  Streckenzüge  ableiten  kann,  aus  denen  sich  eine  Durchdringung 
zweier  Vielflache  im  Allgemeinen  zusammensetzt.  Die  letzten  Kapitel  be- 
handeln endlich  noch:  Dachausmittelungen,  Schraubenlinien  und  Schrauben- 
flächen und  Schiftungen.     Das  rein  Technische  in  diesen  AusfQhrungen  ent- 
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zieht  sich  dem  Urteil  des  Berichterstatters.  Den  Abschmtt  über  Dachans- 
mittelungen  d.  h.  über  die  Ermittelung  der  Horizontalprojektion  eines  Daches 
wird  auch  der  Mathematiker  mit  Interesse  lesen  und  ebenso  den  über  die 
Darstellung  und  Austragung  eines  Erümlings  d.  h.  des  Stücke,  das  znr  Ver- 
bindung der  inneren  Wangen  einer  Treppe  dient. 

Von  den  zahlreichen  (439)  Figuren  sind  manche  (z.  6.  303,  323,  324, 
325)  durch  allzuviel  Linien  unübersichtlich  geworden.  Sie  würden  an  An- 
schaulichkeit und  plastischer  Wirkung  gewinnen,  wenn  die  Eonstruktionslinien, 
(Kantenlote,  Spursenkrechte)  durch  Punktierung  gegenüber  den  ELanptlinien 
der  Figur  zurückgedrängt  würden.  Auch  ein  Register  könnte  dem  Buche 
sehr  zum  Vorteil  gereichen.  Endlich  sind  dem  Referenten  noch  folgende 
Ungenauigkeiten  aufgefaUen,  die  bei  einer  neuen  Auflage  zu  vermeiden 
wären: 

S.  104:  „Sind  die  Flächen  eines  Vielflachs  sämtlich  unter  sich  kongruent 
und  treffen  in  einer  Ecke  immer  gleich  viel  E^ten  zusammen,  so  heifst  & 
regulär.^*  Es  wäre  die  charakteristische  Eigenschaft  der  regulären  Polyeder 
zu  erwähnen,  dafs  die  Flächen  und  die  Ecken  reguläre  Gebilde  sind. 

S.  122  ff.  Wählt  man  bei  einer  schief-axonometrischen  Projektion  die 
Richtungen  der  Achsen  und  die  Mafsstäbe  beliebig  und  überträgt  die  Eoor- 
dinateu,  so  erhält  man  nicht  eine  Parallelperspektive  des  Objektes  selbst, 
sondern  blos  eines  dazu  ähnlichen.  Dies  wäre  ausdrücklich  zu  betonen, 
zumal  der  Pohlkesche  Satz  vorausgeschickt  wurde. 

S.  172:  „Die  Schnittfigur  einer  Ebene,  welche  einen  geraden  (oder 
schiefen)  Kreiskegel  schneidet,  ist  eine  Parabel,  wenn  die  Schnittebene 
einer  Kegelkante  parallel,  eine  Hyperbel,  wenn  sie  der  Achse  des  Kegels 
parallel  liegt.^'  Dafür  müsste  es  heifsen:  die  Schnittfigur  ist  eine  Parabel 
oder  Hyperbel,  je  nachdem  die  durch  die  Kegelspitze  gelegte  Parallel-Ebene 
zur  schneidenden  Ebene  den  Kegel  berührt  oder  ihn  in  zwei  reellen  Mantel- 
linien schneidet. 

München,  Febr.  1902.  Karl  Doehlemank. 

Frederick  Slate.  The  prlnoiples  of  meohanios.  An  elementazy 
ezposition  for  students  of  physios.  Part  I.  New -York  1900. 
X  und  299  Seiten. 

Das  vorliegende  Werk  ist  der  erste  Teil  einer  EinfOhrung  in  die 
Mechanik,  die  für  Studenten  der  Physik  bestimmt  ist.  „Studenten  dringen 
selten  in  das  Herz  dieser  Wissenschaft  ein^^,  meint  der  Verfasser;  der  Grund 
liege,  wie  Prof.  Klein  mit  gesundem  Urteil  bemerkt  habe,  darin,  dals  sie 
ihre  Aufmerksamkeit  zu  sehr  auf  die  analytische  Herleitung  der  Gleichungen 
richten,  während  sie  nicht  blofs  Kenntnis  der  Mechanik,  sondern  auch  ein 
Gefühl  für  ihre  Wahrheiten  verraten  sollten.  Um  diesem  Mangel  abzuhelfen, 
sollten  sie  sich  dem  Gegenstande  nähern  vermöge  seiner  genetischen  Be- 
ziehung zTir  Physik,  nicht  vermöge  seiner  äuÜBerlichen  Ähnlichkeit  mit  der 
Mathematik;  sie  sollten  die  Mühe  nicht  scheuen,  die  Elemente  gründlich  so 
studieren,  bevor  sie  zu  hochstrebenden  Verallgemeinerungen  übei^gehen. 

Hiemach  läfst  sich  das  Ziel,  das  Herrn  Slate  vorgeschwebt  hat,  so 
bezeichnen,  dafe  er  eine  ausführliche  und  strenge  Grundlegung  der  Mechanik 
geben  wollte,  vom  Standpunkt  eines  Physikers  aufgefafst  und  fEbr  Physiker 
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bestiinini  Ist  es  seinen  angestrengten  und  scharfsinnigen  Bemühungen  ge- 
lungen, dies  Ziel  zu  erreichen?  Gewifs  besitzt  das  Werk  eigenartige  Vor- 
züge und  verdient  die  Beachtung  aller  derer,  die  eine  bessere  Grundlegung 
der  Mechanik  für  notwendig  halten,  allein  der  Eef.  hält  es  für  seine  Pflicht, 
den  Bedenken  Ausdruck  zu  geben,  die  ihn  hindei-n,  den  von  Herrn  Slate 
eingeschlagenen  Weg  für  den  richtigen  zu  halten. 

Dafs  die  Lehre  von  der  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung^  insofern 
sich  diese  Begriffe  auf  Punkte,  nicht  auf  Körper  beziehen,  als  ein  Teil  der 
Mathematik  angesehen  werden  darf,  ja  dafs  es  blofse  Konvention  ist,  wenn 
sie  in  Verbindung  mit  der  eigentlichen  Mechanik  abgehandelt  wird,  das 
wird  man  dem  Verfasser  gern  zugeben  und  ihm  auch  beistimmen,  wenn  er 
in  den  beiden  ersten  Kapiteln  die  Kinematik  des  Punktes  und  des  starren 
Systems  (rigid  solid,  im  Gegensatz  zu  rigid  body,  starrer  Körper)  in  einer 
Weise  behandelt,  die  von  der  üblichen  nicht  wesentlich  abweicht 

Der  Unterschied  von  der  üblichen  Auffassung  tritt  erst  in  der  Dyna- 
mik hervor.  Anstatt  die  allgemeinen  Gesetze  der  Bewegung  der  Körper 
zu  gewinnen,  indem  nach  einem  in  der  theoretischen  Physik  vielfach  an- 
gewandten Verfahren  zunächst  die  Bewegung  eines  möglichst  einfachen 
Gebildes,  des  materiellen  Punktes,  betrachtet  wird  und  daraus  die  Gesetze 
für  die  Bewegung  von  Systemen  von  Punkten  und  schliefslich  durch  einen 
allerdings  ausdrücklich  zu  rechtfertigenden  Grenzübergang  die  Gesetze  für 
die  Bewegung  von  Körpern  abgeleitet  werden,  beginnt  HeiT  Slate  die 
Dynamik  in  §  39  mit  der  Untersuchung  der  Bewegung  eines  Körpers.  Der 
materielle  Punkt  (particle)  wird  ei*st  viel  später,  in  §  61,  einge- 
führt. Dort  heifst  es:  „Der  Massenmittelpunkt  eines  Systems  bewegt  sich 
so,  als  ob  die  Gesamtmasse  in  ihm  konzentriert  wäre  und  als  ob  auf  ihn 
äufsere  Kräflie  einwirkten,  die  man  auf  diesen  Punkt  übertragen,  aber  bis  auf 
die  Lage  unverändert  gelassen  hat.  Die  Annahme  endlicher  Masse  und 
endlicher  Kraft  in  einem  Punkte  ist  selbstverständlich  niir  eine  mathe- 
matische Fiktion,  die  jedoch  zweckmäfsig  angewandt  wird,  wenn  es  aus- 
reicht, die  Gröfsen  zu  kennzeichnen,  die  sich  auf  die  Bewegung  des  Massen- 
mittelpunktes beziehen  und  die  anderen  Details  zu  vernachlässigen.  Alsdcinn 
wird  der  Körper  als  a  parUcle  behandelt,  indem  man  unter  diesem  Aus- 
druck eine  endliche  Masse  versteht,  deren  Ausdehnung  vernachlässigt  werden 
darf.  Pur  die  Behandlung  als  a  particle  ist  der  Massenmittelpunkt  der 
re^äsentative  Funkt,  in  den  man  sich  die  endliche  Masse  befindlich 
denkt" 

Ohne  Zweifel  wird  durch  diese  Ausführungen,  die  wohl  auf  Gedanken 
von  Herrn  Boltzmann  zurückgehen,  der  Begriff  des  materiellen  Punktes 
viel  schärfer  erfafst,  als  das  in  anderen  Lehrbüchern  geschieht;  z.  B.  sagt 
Herr  Appell  (Mecanique,  1. 1,  S.  78)  weiter  nichts  als:  „Materieller  Punkt 
heiJDst  ein  Stück  Materie  von  solcher  Kleinheit,  dals  man  ohne  merklichen 
Irrtum  seine  Lage  wie  die  eines  geometrischen  Punktes  bestimmen  kann." 
Man  wird  aber  auch  bedenken  müssen,  dafs  es  durchaus  zulässig  ist,  den 
Begriff  des  materiellen  Punktes  zunächst  mit  Vorbehalt  einzuführen  und 
erst  hinterher,  bei  dem  Satze  von  der  Bewegung  des  Massenmittelpunktes 
eines  Systems,  weiter  auszugestalten,  sodafs  hier  vorliegt,  was  Herr  Volk- 
inann  als  „rückwirkende  Verfestigung"  der  einzelnen  Teile  des  Systems  der 
Mechanik  bezeichnet. 
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Herr  Slate  beginnt  die  Begrfindiing  der  Mechanik  mit  der  EiBfUmmg 
des  Begriffes  der  TrägheU,  Körper  änfsem  ihre  Trägheit  in  dem  Malse^ 
als  es  schwieriger  ist,  sie  in  Bewegung  zu  setzen,  um  zu  dem  Begriffe 
der  Sraft  zu  gelangen,  betrachtet  er  die  Translationsbewegimg  eines  starren 
Körpers,  bei  der  man  von  einer  Geschwindigkeit  tmd  einer  Bescfaleonigang 
des  Körpers  reden  kann.  „Kraft  wirkt  immer,  wenn  die  phjsikaliscfaen 
Bedingungen  so  beschaffen  sind,  dais  Geschwindigkeit  nach  Bichtong  oder 
Gröfse  geSndert  wird;  die  Veränderung  der  Geschwindigkeit  bezogen  auf  die 
Zeit  müst  die  Beschleunigung/^  Zwei  Systeme  physikalischer  Bedingungen 
bringen  gleiche  Kräfte  ins  Spiel,  wenn  sie  einem  gegebenen  Körper  die 
gleiche  Beschleunigung  erteilen.  Kraft  hat  Richtung  und  Gröfse,  die  Rich- 
tung ist  dieselbe  wie  die  der  verursachten  Beschleunigung.  Femer  ist 
Masse  das  Mafs  der  Trägheit.  Das  Massenyerhältnis  zweier  Körper  ist  das 
imigekehrte  Verhältnis  ihrer  Beschleunigungen,  die  durch  gleiche  Krftfbe 
hervorgebracht  werden.  Hieraus  folgt  endlich,  daHs  Exaft  proportional  dem 
Produkt  von  Masse  und  Beschleunigung  ist. 

Es  wäre  nicht  angebracht,  an  dieser  Stelle  Einwendungen  gegen  die 
vorstehenden  Ausführungen  zu  machen,  da  es  sich  hier  um  prinzipielle  Fragen 
handelt,  die  nicht  mit  einigen  Zeilen  erledigt  werden  können.  Stellen  wir 
uns  daher  auf  den  Standpunkt  des  Herrn  Verfassers  und  fragen  wir,  wie 
er  von  dieser  Ghrundlage  aus  weiter  geht.  Zunächst  stellt  er  sich  in  §  45 
die  Aufgabe,  die  Beschränkung  auf  Translationsbewegungen  an&uheben. 
Wenn  ein  starrer  Körper  eine  Rotationsbewegung  hat,  so  sagt  er,  gebe  es 
nicht  mehr  einen  gemeinschaftlichen  Beschleunigungsfaktor,  mit  dem  man 
die  Gesamtmasse  des  Körpers  zu  multiplizieren  hat,  tmi  den  Ausdruck  der 
E[raft  zu  erhalten,  denn  die  gleichzeitigen  Beschleunigungen  der  verschiedenen 
Punkte  unterscheiden  sich  im  allgemeinen  nach  Richtung  und  GröiJBe.  Man 
müsse  daher  eine  Gruppe  von  Differenüalkräffcen  als  wirkend  annehmen,  von 
denen  eine  jede  auf  ihre  Differentialmasse  wirkt,  und  zwar  in  der  Richtung 
der  daselbst  stattfindenden  Beschleunigung.  Ist  also  x"  die  Konq)onente 
der  Beschleunigung  von  dm  nach  der  a:-Achse,  so  sei  die  auf  dm  wirkende 
Differentialkraft 

dP^«-x"dmj 

und  hieraus    ergebe  sich  für  die  „Gesamtkrafb^^   (total  force)  parallel  der 
o;- Achse  der  Ausdruck: 


Pe  -=jaj"eJm; 


wofQr  man,  indem  rr,  y,  0  die  Koordinaten   des  Massenmittelpunktes  be- 
zeichnen, auch  schreiben  dürfe: 

Diese  Gleichung,  in  der  an  Stelle  der  gemeinschaftlichen  Beschleunigung 
eine  „mittlere'^  Beschleunigung  steht,  sei  in  allen  Fällen  anwendbar.  Auf 
ähnliche  Weise  gehöre  zu  jedem  Typus  von  Beschleunigung  eine  ent- 
sprechende Kraft,  und  man  gelange  so  z.  B.  zu  den  Begriffen  von  Tangential- 
und  Normalkraft.  Damit  aber  seien  die  Mittel  gewonnen,  um  eine  Theorie 
der  Bewegung  eines  starren  Körpers  zu  entwickeln. 
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In  diesen  Darlegungen  yermifst  man  eine  Definition  der  „Beschleunigung 
der  Differentialmasse  dnti'^.  Was  von  dem  ganzen  Körper  gesagt  wurde, 
gut  doch  auch  för  jeden  noch  so  kleinen  Teil;  solange  man  also  das 
Massendifferential  (2m  als  Körper  ansieht,  kann  von  seiner  Beschleunigung 
nicht  die  Bede  sein.  Sieht  man  aber  dm  als  materiellen  Punkt  von  un- 
endlich kleiner  Masse  an,  auf  den  eine  unendlich  kleine  Kraft  wirkt,  so  ist 
das  nur  eine  „mathematische  Fiktion",  ja  noch  weniger,  denn  der  Mathe- 
matiker wird,  wenn  er  Strenge  liebt,  den  Differentialen  keine  selbständige 
Existenz  zuerkennen.  Die  Durchführung  des  Gedankens,  die  Mechanik  allein 
auf  die  Betrachtung  von  Körpern  unter  Vermeidung  des  Begriffes  eines 
materiellen  Punktes  zu  begründen,  fuhrt  mithin  auf  Schwierigkeiten,  deren 
Überwindung  von  Herrn  Slate  nicht  geleistet,  ja  nicht  einmal  ernsthaft 
versucht  worden  ist  (vergl.  dazu  G.  A.  Maggi,  Rmdpn  della  teoria  mate- 
fnatica  del  movimento  dei  corpi,    Milano  1895). 

Auf  der  anderen  Seite  soll  durchaus  nicht  geleugnet  werden,  dafs  es 
für  das  Verständnis  mechanischer  Vorgänge  sehr  nützlich  ist,  wenn  man 
sich  stets  daran  erinnert,  dafs  es  sich  dabei  um  die  Bewegung  von  Körpern, 
nicht  von  fingierten  Punkten  handelt,  und  die  Durchführung,  die  dieser 
Gedanke  in  den  Kapiteln  6,  7  und  8  gefunden  hat,  wo  es  sich  um  har- 
monische Bewegung,  Pendel,  Planetenproblem  und  ähnliche  Aufgaben  handelt, 
kann  nur  als  zweckmäfsig,  anregend  und  aufklärend  bezeichnet  werden. 
Nicht  nur  jeder  Student  der  Physik  wird  diese  Kapitel  mit  Nutzen  durch- 
arbeiten, sondern  sie  werden  auch  in  weiteren  Kreisen  gern  gelesen  werden. 

Kiel.  Paul  Stäckel. 

H«  A.  Boberts«  A  treatlse  on  elementary  dynamioa.  Dealing  with 
relative  motion  mainly  in  two  dimenBions.  London.  1900.  Xu 
und  258  Seiten. 

Lehrbücher  aus  einem  fremden  Lande  haben  den  Vorzug,  nicht  nur 
wegen  des  darin  behandelten  Gegenstandes  zu  interessieren,  sondern  auch 
zum  Vergleiche  zwischen  dem  Zustande  des  ünterrichtsbetriebes  in  der  be- 
treffenden Disziplin  daheim  und  auswärts  anzureizen.  Das  Buch  von  Herrn 
Boberts  ist  ein  Zeichen,  dafs  der  Unterricht  in  der  Mechanik  in  England 
sich  infolge  einer  langen,  sorgfältigen  und  einsichtigen  Pflege  auf  einer 
Höhe  befindet,  die  in  Deutschland  auch  nicht  entfernt  erreicht  wird.  Ich 
habe  vielmehr  den  Eindruck,  dafs  die  Ausbildung  der  deutschen  Studenten 
gerade  in  der  Mechanik  sehr  viel  zu  wünschen  übrig  läfst.  Der  Grund 
hierfür  scheint  zum  Teil  in  dem  eigentümlichen  Charakter  dieser  Wissen- 
schaft zu  liegen,  die  teils  der  Mathematik,  teils  der  Physik  angehört,  und 
da  bedauerlicher  Weise  an  den  deutschen  Universitäten  keine  besonderen 
Professuren  für  Mechanik  bestehen,  während  das  in  England,  Frankreich 
und  Eufsland  der  Fall  ist,  so  findet  die  Mechanik  häufig  nicht  die  genügende 
Vertretung.  Es  wäre  höchst  verkehrt,  wenn  entweder  der  Mathematiker 
oder  der  Physiker  die  Mechanik  für  sich  allein  beanspruchen  wollten,  wie 
das  gelegentlich  geschehen  ist.  Vielmehr  sollte  der  Student  in  die  Mechanik 
eingeführt  werden  durch  die  Vorlesung  eines  Physikers,  der  imstande  ist, 
in  ihm  das  Gefühl  für  das  physikalisch  Wertvolle  in  der  Mechanik  zu  er- 
wecken.    Auf  Grund  der   so  erworbenen  Kenntnisse  und  Fertigkeiten  sollte 
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dann  der  Mathematiker  in  einer  Vorlesung  über  analytische  Mechanik  weiter 
bauen,  denn  ohne  ein  Verstftndnis  der  analytischen  Mechanik  ist  es  nidit 
möglich,  die  Entwickelung  der  modernen  Theorie  der  Differentialgleidningen 
und  der  Differentialgeometrie  zu  würdigen;  damit  ist  selbstreratandlich 
nicht  ausgeschlossen,  dafs  seitens  der  Physiker  die  Einleitungsrorlesung  nach 
speziellen  Richtungen  im  Interesse  der  physikalischen  Ausbildong  der 
Studenten  weiter  geführt  wird. 

Eine  ausgezeichnete,  knappe  und  doch  klare  Darstellung  der  G^en- 
stände,  die  in  einer  solchen  Einleitungsrorlesung  yorzutragen  wären,  giebt 
das  vorliegende  Werk,  in  dem  der  Reihe  nach  Messung  und  Einheiten, 
Kinematik,  Newtons  Gesetze  der  Bewegung,  Arbeit  und  Energie,  Stols, 
Ballistik,  harmonische  Bewegung  imd  Pendel  behandelt  werden.  Besonders 
zu  rühmen  sind  die  zahlreichen,  sorgföltig  ausgewählten  und  feinsinnig  ge- 
stellten Aufgaben;  in  der  Kunst,  solche  Aufgaben  zu  stellen,  steht  England 
sehr  hoch.  Es  wftre  zu  wünschen,  dafs  das  treffliche  Werk  des  Herrn 
Roberts  ins  Deutsche  übersetzt  würde;  allerdings  müisten  dabei  mancherlei 
auf  englische  Yerhftltnisse  berechnete  Ausfuhrungen  umgearbeitet  sowie 
einige  Versehen  berichtigt  werden. 

Kiel.  Paul  Stackel. 


J.  J«  Tan  Laar«     Lehrbuch  der  mathematischen    Chemie.     Leiprig, 

Barth,  1901.     Preis  M.  7,  geb.  M.  8. 

Der  durch  zahlreiche  Veröffentlichungen  in  der  Zeitschrift  für  phjs. 
Chemie  bekannte  Verfasser  hat  sich  in  vorliegender  Schrift  die  Aufgabe  ge- 
stellt, die  Anwendungen  der  Thermodynamik  auf  die  Chemie  in  systema- 
tischer Weise  anzuordnen.  Es  ist  dieses  zwar  nicht  der  erste  Versudi 
dieser  Art,  da  ein  ähnliches  Werk  bereits  in  den  von  Helm  yeröffentlichten 
„Grundzügen  der  mathematischen  Chemie"  (1894,  Leipzig,  Engehnann)  yor- 
liegt,  doch  bietet  das  Buch  von  van  Laar  insofern  etwas  ganz  Neues,  als 
hier  zum  ersten  Male  eine  vollständige  Behandlung  der  chemischen  Gleidi- 
gewichtszustände  mit  Erfolg  durchgeführt  worden  ist,  allerdings  mit  Yer- 
zichtleistimg  auf  die  Behandlung  der  Elektrochemie,  welche  der  Verfasser 
döm  Werke  später  hinzuzufügen  beabsichtigt.  Ausgeschlossen  ist  femer  die 
ganze  Lehre  von  den  Reaktionsgeschwindigkeiten,  die  auf  rein  thermo- 
dynamischer  Grundlage  ohne  Zuhilfenahme  kinetischer  Begriffe  bis  jetzt 
nicht  gegeben  werden  konnte.  Das  Werk  zerföllt  in  zwei  Abschnitte,  einen 
theoretischen  und  einen  solchen,  welcher  die  Anwendungen  auf  konkrete 
Fälle  enthält.  Beide  sind  im  sprachlichen  Ausdruck  klar  und  korrekt  ge- 
schrieben, die  mathematische  Behandlung  ist  möglichst  einfach  gehalten  bei 
grofser  Allgemeinheit,  auch  finden  sich  darin  zahlreiche,  bisher  nicht  ver- 
öffentlichte Entwickelungen  und  Ergebnisse.  Ln  ersten  Teile  (Buch  I)  werden 
aus  dem  ersten  und  dem  zweiten  Hauptsatze  die  von  Gibbs  zuerst  auf- 
gestellten Fundamentalgleichungen  abgeleitet,  doch  wird  bei  der  Au&teUung 
der  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingung  das  zuerst  von  Planck  ein- 
geführte Potential   W=  8  —  ^(E  +  pV)^)  benutzt     Die  Ausdrücke   für 


1)  t  ist  die  absolute  Temperatur. 
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die  Entropie  und  die  Energie  werden  nicht  allein  für  Mischungen  idealer 
Gase  und  verdünnte  Lösungen,  sondern  für  beliebige  Körpermischungen  auf- 
gestellt und  in  der  letzteren  Form  zur  Berechnung  von  W  verwendet.  Die 
hierdurch  erlangte  Allgemeingiltigkeit  aller  Formeln  ist  ein  besonderer  Vor- 
zug dieses  Lehrbuches,  inunerhin  würde  es  vielleicht  mit  Eücksicht  auf 
solche  Leser,  welche  in  erster  Linie  Chemiker  sind,  recht  nützlich  gewesen 
sein,  die  für  Mischungen  idealer  Gase  gültigen  Gleichungen  nicht  nur  als 
spezielle  Fälle  der  allgemeinen  Ausdrücke  abzuleiten,  sondern,  wo  es  mög- 
lich ist,  sie  direkt  mit  Benutzung  der  Zustandsgieichung  pV  =  Bv  auf- 
zustellen. Da  in  diesem  Falle  r  (^— )  —  Ä  =  0  ist,  so  läfst  sich  beispiels- 
weise Gleichung  (21)  auf  etwas  einfacherem  Wege  erreichen.  Ln  weiteren 
Verlauf  dieses  einleitenden  Teils  werden  die  Eigenschaften  der  Fimktion  ?2^ 
sowie  ihrer  partiellen  DiflTerentialquotienten  nach  den  Molekelanzahlen  —  die 
molekularen  Potentiale  —  entwickelt.  Da  diese  letzteren  ebenso  wie  die 
[Funktion  W  homogene  Funktionen  ersten  Grades  der  Molekelanzahlen  sind, 
so  ergeben  sich  für  die  Differentialquotienten  nach  r  und  p  einige  Verein- 
fachungen, besonders  wichtig  aber  ist  der  umstand,  dafs  für  den  Fall  des 
Dissoziationsgleichgewichtes,  obgleich  dann  die  Dissoziationsgrade  noch  als 

neue  Variabele  hinzutreten  -y-  =  -5—  und  — r^  ==  —^  gesetzt  werden  darf. 

dt         dt  dt  dt    ® 

Die  theoretischen  Erörterungen  des  ersten  Teils  sind  bis  zur  Herleitung  der 
BeaktionsLsochore  sowie  zur  Berechnung  der  molekularen  Änderung  des 
Volumens  und  der  aufgenommenen  molekularen  Wärme  durchgeführt.  Hier- 
bei ist  zu  bemerken,  dafs  die  zweite  der  Gleichungen  (43)  nicht  von 
van't  Hoff,  sondern  zuerst  von  Planck  hergeleitet  worden  ist. 

Der  zweite,  umfangreichere  Abschnitt  des  Buches  ist  den  Anwendungen 
der  Theorie  auf  konkrete  Fälle  gewidmet.  Sie  betreffen  zunächst  Reaktionen 
in  Mischungen  idealer  Gase,  in  flüssigen  Gemischen  und  auch  in  festen 
Körpern  —  den  festen  Lösungen  — ,  sodann  werden  auch  die  Gleich- 
gewichtszustände in  Mischungen  von  je  zwei  Komponenten  aus  den  drei 
Aggregatzuständen,  sowie  der  Gleichgewichtszustand  einer  festen,  einer 
flüssigen  und  einer  luftförmigen  Phase  behandelt.  In  einer  Anzahl  von 
Fällen  sind  die  theoretisch  gefundenen  Resultate  mit  Erfahrungsthatsachen 
verglichen.  Von  besonderem  Interesse  und  häufig  ziemlich  verwickelt  ist 
die  Behandlung  der  Lösungen*  Da  die  Erfahrung  gelehrt  hat,  dafs  die 
Molekeln  des  Lösungsmittels  häufig  teilweise  assoziiert  sind  —  die  Dissozia- 
tion ist  meist  äufserst  gering  —  und  die  Molekeln  des  gelösten  Stoffes, 
falls  er  ein  Elektrolyt  ist,  zum  Teil  in  Jonen  zerfallen,  so  ist  für  jeden 
dieser  Zustände  die  bezügliche  Konzentration  zu  berechnen  und  in  die  Gleich- 
gewichtsbedingung einzusetzen.  Die  sogenannten  Gleichgewichtskonstanten 
enthalten  dann  auch  noch  die  Dissoziationsgrade,  deren  totale  Differential- 
quotienten nach  <y(==— )   nur  für  den  Fall  verdünnter  Lösungen   —  wenn 

also  6  ein  sehr  kleiner  Bruch  ist  —  eine  nicht  zu  komplizierte  Form 
haben,  da  in  diesem  Falle  die  Glieder  von  der  Ordnung  <fi  gegen  die- 
jenigen von  der  Ordnung  tf""^  bezw.  6^  gegen  <fi  zu  vernachlässigen  sind. 
Übrigens  würde  es  erwünscht  gewesen  sein,  wenn  der  Verfasser  die  Aus- 
drücke fär  die  Gröfsen  X^,   X^  etc.,  aus  denen   sich  ihre  Gröfsenordnung 

32» 
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ergiebt,  angegeben  hätte,  da  ohne  diese  Angabe  der  Leser  auch  nicht  im- 
stande ist,  die  Gröfsenordnong  der  Gröfsen  Xa  etc.  zu  bestimmen.  Von 
denjenigen  Gleichgewichtszuständen,  welche  rein  chemischer  Natur  sind, 
finden  die  Neutralisationsvorgänge  zwischen  starken  und  schwachen  Sauren 
und  Basen,  die  Hydrolyse,  femer  die  f&r  die  analytische  Chemie  wichtige 
Beeinflussung  der  Löslichkeit  bei  Elektrolyten  mit  gemeinsamem  Jon  ein- 
gehende Berücksichtigung.  Die  Grundlage  für  solche  Vorgänge  bildet  das 
Verteilungstheorem  von  Arrhenius,  sowie  die  beiden  Löslichkeitsprinzipien. 
Im  letzten  Abschnitt  des  2.  Teils  ist  auf  Grund  der  Gib bs sehen  Fhasen- 
regel  und  der  Freiheitsgrade  die  Einteilung  aller  möglichen  Systeme  ge- 
geben. Dem  Verfasser  ist  es  gelungen,  in  seiner  Arbeit  den  Beweis  zu 
liefern,  dafs  der  mathematischen  Chemie  gegenüber  der  reinen  und  der 
physikalischen  Chemie  eine  ähnliche  selbständige  Stellung  gebührt,  wie  sie 
die  mathematische  Physik  längst  inne  hat.  Das  Buch  wird  gewils  dazu 
beitragen,  das  Interesse  für  die  Probleme  der  neueren  Chemie  auch  in  solche 
Kreise  zu  tragen,  die  ihr  bislang  fremd  gegenüberstanden. 

Hannover.  F.  Brauer. 

A«  Wassllief,  P.  L.  Tsohebysohef  und  seine  wiflsenHchafflioheii 
Leistungen.  —  N«  Delaunay,  Die  TsoliebyBohef sehen  Arbeiten 
in  der  Theorie  der  Oelenkmeohanismen.  Leipzig,  B.  G.  Teubner, 
1900.     70  S.     Preis  ungeb.  4  Mark. 

Diese  beiden  Arbeiten  sind  in  einem,  mit  dem  Bilde  Tschebyschefs 
geschmückten  Bändchen  vereinigt.  Die  erste,  allgemeiner  gehaltene  Ab- 
handlung erscheint  besonders  geeignet,  dem  aufserrussischen  PubUknm  die 
Leistungen  des  hervorragenden  Mathematikers  näher  zu  führen.  An  eine 
kurze  Biographie  schliefst  sich  eine  mit  zahlreichen  Litteratumachweisen 
versehene,  sich  auch  auf  die  Untersuchungen  anderer  Mathematiker  be* 
ziehende  kritische  Besprechung  der  Probleme,  welche  den  Gegenstand  der 
Tschebyschefschen  Arbeiten  bilden,  und  der  Eesultate,  die  Tschebyschef 
selbst  gefunden  hat.  Von  seinen  Beweismethoden  wird  nur  der  Kern  mit- 
geteilt, sodafs  der  Zusammenhang  der  historischen  Darstellung  nirgends 
unterbrochen  wird.  Ein  Verzeichnis  der  sämtlichen  Arbeiten  Tschebyschefs 
wird  am  Schluijs  gegeben. 

Die  zweite  Abhandlung  beschäftigt  sich  im  Besonderen  mit  denjenigen 
Untersuchungen  Tschebyschefs,  welche  sich  auf  die  mechanischen 
Gliedersysteme  beziehen.  Der  Verfasser  hat  sich  die  Aufgabe  gestellt: 
„Erstens  auf  möglichst  elementarem  Wege  die  technische  Bedeutung  der 
Gelenkmechanismen  Tschebyschefs  und  seiner  auf  diesen  Gegenstand  be- 
züglichen Ideen  darzulegen;  und  zweitens  die  für  Mathematiker  interessanten 
Seiten  dieser  Art  in  den  Arbeiten  des  russischen  Geometers  hervorzuheben.'^' 
Gharlottenburg.  Budolf  Rothe. 

Christian  Beyel.     Darstellende  Geometrie.     Mit  einer  Sammlung  von 

1800    Dispositionen    zu    Aufgaben    aus    der    darstellenden    Geometrie. 
Leipzig.     B.  G.  Teubner,  1901.     189  S.     Preis  geb.  n.  3,60  M. 
Wenn    in    den    mathematischen   Disziplinen    überhaupt    die    wirkliche 
Durchführung  von   Aufgaben  ein  unentbehrliches  Hilfsmittel   vorstellt,  nm 
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in  das  Verständnis  der  allgemeinen  Theorien  nnd  Methoden  vollständig  ein- 
zudringen, so  sieht  die  darstellende  Geometrie  in  der  konstruktiven  Er- 
ledigung von  Aufgaben  der  Baumgeometrie  geradezu  ihren  Endzweck  und 
ihr  eigentliches  Ziel.  Trotzdem  besteht  kein  Überflufs  an  Büchern ,  welche 
viele  und  gute  Aufgaben  bieten.  Vorteilhaft  zeichnet  sich  in  dieser 
Hinsicht  das  Lehrbuch  von  Marx  aus,  von  dem  freilich  infolge  des  frühen 
Todes  dieses  in  Bezug  auf  die  Stellung  von  Aufgaben  so  ungemein  pro- 
duktiven Mannes  nur  der  erste  Abschnitt  erschienen  ist.  —  In  dem  hier 
zu  besprechenden  Buche  bilden  die  Aufgaben  den  wesentlichsten  Bestandteil. 
Dieselben  sind  mit  Dispositionen  versehen,  indem  die  Punkte,  Geraden  oder 
Ebenen,  welche  als  Datum  dienen  sollen,  durch  ihre  (ganzzahligen)  Koordi- 
naten in  Bezug  auf  die  3  Tafeln  gegeben  werden.  Diese  Methode  erweist 
sich  nicht  blofs  beim  Elementarunterricht  als  nützlich.  Vielmehr  fährt  der 
Betrieb  der  darstellenden  Geometrie  auch  an  höheren  Schulen  bald  zu  fol- 
gender Erfahrung.  Giebt  man  blofs  den  Text  der  Aufgabe,  so  fallen  bei 
den  meisten  Bearbeitungen  die  Figuren  so  ungünstig  aus,  dafs  sie  nicht  zu 
Ende  geführt  werden  können.  Die  halbfertige  Zeichnung  wird  weggeworfen 
und  damit  Zeit  und  Lust  verloren.  Nur  ein  kleiner  Bruchteil  der  Stu- 
dierenden giebt  sich  die  Mühe,  die  gegebenen  Elemente  so  lange  zu  ändern, 
bis  eine  Figur  zu  stände  kommt,  welche  das  Wesentliche  der  betreffenden 
Aufgabe  auch  wirklich  zur  Anschauung  bringt,  um  diesem  Mifsstand  zu 
begegnen  —  und  wohl  auch  um  die  so  unangenehmen  gu  Meinen  Figuren 
zu  vermeiden  —  hat  der  Verfasser  die  Aufgaben  so  disponiert,  dafs  der 
Baum,  welchen  eine  Zeichnung  einnimmt,  20  Quadratzentimeter  nicht  über- 
schreitet und  dafs  ein  Bogen  von  50  auf  33  cm  für  zwei  bezw.  drei  Auf- 
gaben ausreicht. 

Das  vorliegende  Buch,  nach  der  Absicht  des  Verfassers  nicht  zum 
Sebststudium  eingerichtet,  besteht  aus  drei  Teilen.  Der  erste,  „Lehrtext^^ 
betitelt,  giebt  eine  kurze,  aber  sehr  gute  Darstellung  des  Grund-  und  Auf- 
rifsverfahrens.  Die  Herstellung  axonometrischer  Bilder  wird  wenigstens 
besprochen.  Die  Anftlhrung  des  Pohlk eschen  Satzes  wäre  wohl  nicht 
überflüssig  gewesen.  Ln  übrigen  finden  die  mathematischen  Beziehungen 
eine  richtige  Würdigung,  üngem  vermifst  der  Beferent  in  diesem  Teile 
die  Aufgabe,  die  vier  Schnittlinien  zweier  konzentrischer  Ereiskegel  zu  kon- 
struieren, welche  im  §  40  naturgemäls  einen  Platz  finden  würde.  Denn 
die  Konstruktion  eines  Dreikants  aus  den  drei  Kantenwinkeln  gewinnt  erst 
von  dieser  Seite  her  die  wünschenswerte  Klarheit.  Wie  man  hierbei  die 
möglichen  Lösungen  zählt,  ist  Sache  des  Übereinkommens.  Die  Zahl  der 
Geraden  aber,  welche  zwei  gegebene  Gerade  g  tmd  h  unter  gegebenen 
Winkeln  a  und  ß  schneiden,  beträgt  jedenfalls  4  und  nicht  2,  wie  Seite  36  f. 
angegeben  wird. 

Der  zweite  Teil  enthält  190  verschiedene  Aufgaben  und  für  jede  der- 
selben wieder  eine  ganze  Anzahl  verschiedener  Dispositionen,  so  dafs  wir 
im  ganzen  1800  Dispositionen  vorfinden.  Die  Aufgaben  sind  mit  ganz  ge- 
ringen Ausnahmen  leichter  Natur,  so  dais  sie  von  einem  mit  der  Stereo- 
metrie Vertrauten  ohne  besondere  Kunstgriffe,  dem  Gedanken  nach,  gelöst 
werden  können.  Sie  beziehen  sich  auf  die  „Methodenlehre'\  d.  h.  auf  die 
einfachsten  gegenseitigen  Beziehungen  von  Punkten,  Geraden  und  Ebenen 
sowie  auf  die  Darstellung  ganz  einfacher  Körper.    Der  Begriff  der  Schatten- 
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bildnng  in  seiner  primitivsten  Form  wird  hereinbezogen,  Dnrchdringangen 
bleiben  ausgeschlossen.  Verbesserungsbedürftig  erschienen  dem  Keferenten 
folgende  Aufgaben:  I.  Kap.  6  und  H  (Definition  des  Oktaeders?);  VI.  Kap. 
H  {Ä  und  B  sollen  auf  a  und  h  liegen);  IX.  Kap.  B  (Das  Quadrat  soll 
in  der  Ebene  liegen);  XI.  Kap.  I  (Überbestimmt),  N  (Druckfehler).  Der 
Referent  hat  eine  Reihe  der  gegebenen  Aufgaben  durchgezeichnet,  die  sich 
sämtlich  als  gut  disponiert  erwiesen. 

Der  dritte  Teil  des  Buches  enthält  „Proben  und  Bemerkungen  zu  den 
vorhergehenden  Aufgaben^^  Die  Proben  sind  entweder  allgemeiner  Natur, 
so  dafs  sie  f{ir  jede  Disposition  Geltung  haben  oder  sie  beziehen  sich 
speziell  auf  die  betrefifende  Disposition.  Beispielsweise  wird  der  Aufgabe 
(I.  Kap.  S): 

„Man  zeichne  eine  vierseitige  Pyramide,  deren  Grundfläche  ein  ParaUelo- 
gramm  AB  CD  ist.  Gegeben  sind  drei  auf  einander  folgende  Ecken  A^  B^  C 
des  Parallelogramms  und  die  Spitze  M  der  Pyramide''  beigegeben  die 
folgende 

Allgemeine  Probe:  Die  zwei  Projektionen  der  gleichnamigen  Seiten  des 
Parallelogramms  AB  Gl)  schneiden  sich  in  vier  Punkten  einer  Geraden  L 
Die  zwei  Projektionen  der  gleichnamigen  Kanten  MA,  MB,  MCy  MB 
schneiden  sich  in  vier  Punkten  T^,  T^,  T^,  T^.  Dann  gehen  T^T^  und 
die  Geraden  A'B\  Ä  Bf'  durch  einen  Punkt.  Ebenso  T^T^  und  B' C\ 
B"  C"    u.    s.   f.      Für    die    vierte    Ecke    D    des    ParaUelogramms    ist 

Der  Verfasser  wird  sich  ein  Verdienst  und  den  Dank  vieler  im  Lehr- 
amt Stehenden  erwerben,  wenn  er  seinen  Vorsatz  ausführt  und  seiner  brauch- 
baren und  schönen  Sammlung,  in  der  ein  grofser  Aufwand  von  Zeit  ond 
Mühe  aufgespeichert  liegt,  eine  weitere  Reihe  von  Aufgaben  folgen  l&fst. 
die  sich  auf  die  Behandlung  der  Körper,  auf  Durchdringungen  und  vielleicht 
auch  auf  die  Schnittkurven  von  Flächen  2.  Ordnung,  in  Sonderheit  der 
Kegel-  und  Zylinderflächen,  beziehen. 

München,  30.  Mai  1902.  Karl  Doehlemakk. 


E.  Hammer«  Der  Hammer-Fennelaohe  Taohymetertheodolit  und 
die  Taohymeterkippregel  zur  unmittelbaren  Lattenableening  von 
HorizontaldiBtanz  und  Höhenuntersohied.     (D.  B.  P.  Nr.  122  901). 

Beschreibung  und  Anleitimg  zum  Gebrauch  des  Instruments.  Erste 
Genauigkeitsversuche.  Mit  16  Figuren  im  Text  und  2  lithographierten 
Tafeln.    4®.    52  S.    Stuttgart  1901.    Konrad  Wittwer. 

An  Bestrebungen^  die  tachymetrische  Methode  durch  instniment<elle 
Einrichtungen  oder  durch  rechnerische  und  graphische  E[ilfsmittel  zu  er- 
leichtem, hat  es  nicht  gefehlt.  Der  Verf.  bespricht  sie  kurz  in  der  Ein- 
leitung. Es  ist  ihm  aber  nach  mehrjährigen  Versuchen  gelungen,  eine 
Konstruktion  zu  finden,  die  durch  einmaliges  Anzielen  der  Latte  sowohl 
die  Horizontaldistanz,  als  auch  den  Höhenunterschied  abzulesen  gestattet 
Die  Vorteile  gegenüber  anderen  Konstruktionen  sind  einleuchtend:  Es  sind 
besondere  Einstellungen  etwa  durch  Fadenmikrometer  oder  Yerschiebimg 
eines  Mefskeils  unnötig,  die  Ablesungen  geschehen  nicht  an  verschiedenen 
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Instrumentteilen,  wie  bei  Benntzniig  eines  Höhenkreises,  die  schiefe  (znr 
Femrohrrichtung  senkrechte)  Stellung  der  Latte,  wie  bei  den  Projektionstachy- 
metem,  ist  umgangen.  Die  Rechnung  wird  im  vorliegenden  Falle  auf  die 
Multiplikation  mit  100  und  20  beschränkt.  Dabei  ist  nicht  die  höchste 
erreichbare  Genauigkeit  angestrebt  worden,  sondern  es  sollte  dem  Bedürfnis 
der  Praxis  in  Bezug  auf  die  Schnelligkeit  der  Messung  in  erster  Linie  ge- 
nügt werden. 

Das  gewünschte  Ziel  liefs  sich  am  einfachsten  durch  eine  rein  optische 
Einrichtung  erreichen.  In  dem  Gesichtsfelde  des  geraden,  nicht  durch- 
.schlagbaren  Fernrohrs  erscheint  neben  dem  Lattenbilde  in  der  linken  Hälfte, 
die  durch  die  senkrechte  Kante  eines  Prismas  begrenzt  ist,  das  Bild  eines 
Diagramms.  Dieses  Diagramm  ist  aus  einer  genauen  Zeichnung  durch 
20malige  Verkleinerung  photographisch  auf  eine  ebene  Glasplatte  über- 
tragen worden  und  befindet  sich  in  fester  Verbindung  mit  dem  unterteil 
des  Listruments.  Die  Platte  ist  der  Visierebene  parallel  seitlich  der  Mitte 
des  Femrohrs  aufgestellt.  Ein  im  Innern  des  an  dieser  Stelle  mit  einer 
ö&ung  versehenen  Femrohrs  angebrachtes  Prisma  reflektiert  das  Bild  des 
Diagrammes  in  der  Richtung  nach  dem  Okular  zu.  Eine  Linse,  die  zwischen 
dieses  Prisma  und  das  Okular  geschaltet  ist,  und  sich  zur  Regulierung  der 
Bildgröfse  etwas  verschieben  läfst,  entwirft  in  der  Fadenebene  des  Okulars 
ein  reelles  Bild  des  Diagramms,  das  noch  durch  eine  zweite,  hier  angebrachte 
Prismeneinrichtung  seitlich  verschoben  wird,  damit  es  die  gewünschte  Lage 
in  der  linken,  durch  die  vertikale  Prismenkante  begrenzten  Hälfte  des 
Gesichtsfeldes  einnimmt.  Beim  Kippen  des  Femrohrs  verschiebt  sich  das 
Bild  des  Diagramms  in  der  Weise,  dafs  ein  hineingezeichneter  Kreisbogen, 
dessen  Zentrum  (aufserhalb  des  Diagramms)  in  der  Kippachse  liegt,  den 
Horizontalfaden  im  Gesichtsfelde  stets  berührt,  wenn  dieser  bei  Horizontal- 
richtung des  Femrohrs  Tangente  des  Kreises  war.  Bei  horizontalem  Fem- 
rohr fallen  gleichzeitig  zwei  Marken,  deren  Verbindungslinie  durch  den 
Mittelpunkt  des  Kreises  (also  durch  die  Kippachse)  geht,  in  die  vertikale 
Frismenkante,  neben  der  rechts  im  Gesichtsfeld  die  Latte,  parallel  dazu, 
eingestellt  wird.  Bei  der  Kippung  des  Femrohrs  fallt  ein  anderer  Radius 
des  Kreisbogens  mit  der  Prismenkante  zusammen,  der  mit  dem  markierten 
Radius  den  Kippungswinkel  (a)  einschliefst.  Nun  ist  das  Femrohr  ein 
Por rösches  und  die  Abmessungen  sind  so  gewählt,  dafs  der  anallaktische  Punkt 
in  die  Kippachse  fällt.  Wenn  daher  die  Radien  des  Ejreisbogens  um  Stücke 
dr  ^=1 '  cos^a  verlängert  werden,  wo  l  konstant  ist,  so  wird  das  neben  dem, 
bei  Kippung  um  a,  senkrecht  stehenden  Radius  liegende  Lattenstück  von 
der  Länge  dr  der  horizontalen  Entfernung  der  Latte  proportional  sein. 
Die  Länge  dr  kann  aber  an  der  Latte  direkt  abgelesen  werden,  wenn  der 
Horizontalfaden  (demnach  auch  der  ihn  berührende  Kreisbogen)  mit  der  in 
Instrumenthöhe  auf  der  Latte  angebrachten  Nullmarke  zur  Deckung  ge- 
bracht wird,  indem  dann  eine  die  Endpunkte  der  verlängerten  Radien  ver- 
bindende Kurve  das  Lattenbild  in  einem  Punkte  trift,  dessen  Ablesung  mit 
einer  Konstanten  (hier  100)  multipliziert  der  Horizontaldistanz  e  gleich  ist. 
Da  e  '  tga  der  Höhendifferenz  proportional  ist,  so  liefert  offenbar  die  Ver- 
längerung der  Kreisradien  um  tga  -  dr  die  Punkte  einer  zweiten  Kurve 
(Höhenkurve),  deren  Schnittpunkt  mit  dem  Lattenbild  die  Höhe  bis  auf 
einen  konstanten  Faktor  (hier  20)   unmittelbar  ablesen  läfst.     Die  beiden 
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Aste  dieser  Kurve  sind  durch  Vorzeichen  unterschieden,  welche  den  Höhen- 
nnd  Tiefen  winkeln  entsprechen.  Die  (im  5  fachen  Maisstahe  der  EntfemiuigS' 
knrve  gezeichnete)  Höhenkurve  überschreitet  wegen  des  Wachstums  von 
tga  schnell  das  Gesichtsfeld,  um  daher  noch  Eippnngswinkel  bis  30*  ver- 
wenden zn  können,  muTste  der  Horizontalfaden  in  die  obere  ffilfte  d» 
Gesichtsfeldes  verlegt  werden.  Hierdiirch  wird  die  Gestalt  der  Enrren 
etwas  verändert  nnd  die  symmetrische  Form  der  beiden  Äste  f&r  Höhen- 
nnd  Tiefenwinkel  aufgehoben. 

Über  die  Prüfung  und  die  Eorrektionsvorrichtungen  des  Instziiments 
sind  ausführliche  Angaben  gemacht,  der  EoUimationsfehler  vnrd  dordi  Ver- 
schiebung des  Objektivs  beseitigt,  da  in  der  Fadenebene  die  senkrechte 
Prismenkante  den  Yertikalfaden  des  Fadenkreuzes  vertritt  und  ohne  8tönmg 
des  Diagrammbildes  nicht  verändert  werden  kann. 

Von  besonderem  Interesse  sind  die  allerdings  noch  nicht  am  endgültig 
hergesteUten  Instrument  beobachteten  Versuchsreihen.  Bis  auf  Entfemnngen 
von  250  m  wurde  in  der  Horizontaldistanz  nur  ausnahmsweise  eine  Ab- 
weichung von  1  m  erhalten,  bei  den  Höhen  kommt  noch  die  Abweichung 
von  0,3  m  bei  einer  Messungsreihe  vor,  bei  der  ein  gewöhnHcfaer  kleiner 
TachjmetertheodoHt  die  Höhen  lieferte,  meist  überschreitet  der  Fehler  nicht 
0,1  m. 

Dieselbe  Einrichtung  läfst  sich  ebenso  auch  an  einer  Kippregel  anbringen. 
Der  Tachjmetertheodolit  kann  noch  durch  einen  Höhenkreis,  eine  Bassole 
u.  a.  vervoUstftndigt  werden.  Für  die  Konstruktion  geeigneter  Latten  macht 
der  Verf.  verschiedene  Vorschläge. 

Die  Ausführung  der  Ideen  des  Verf.  ist  durch  die  bekannte  Finnä 
0.  Fennel  Söhne  in  Kassel  geschehen,  die  auch  die  Konstruktionsseieh- 
nungen  zur  Ergänzung  der  beigegebenen  photographischen  Abbildungen  ge- 
liefert hat. 

Potsdam.  A.  Galle. 
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berechnung  der  Bauwerke,  als  Anhang  zu  des  Verf.  „Vortragen  über 
ElastizitHtslehre''.  2.  unveränd.  Aufl.  gr.  8®.  VII,  99  S.  m.  83  Holzschn.  u. 
4  Taf.    Hannover,  Helwing.  geb.  in  Leinw.  M.  3. 

L^v,  Maurice,  £l^ents  de  cin^matique  et  de  mecanique,  conforme  au  Pro- 
gramme d'admission  k  T^cole  centrale  des  arts  et  manufactures.  gr.  in-8^ 
Paris,  Bemard.  Fr  10. 

Pasquier,  Ernest,  Gours  de  Mecanique  analytique.  T.  P',  Vecteurs.  Cin^matique. 
Statique  et  Dynamique.  .  gr.  in-8^  avec  101  fig.    Paris  1901,  Gautiiier-VilUm:. 

Fr.  12. 

Picard,  Emile,  Quelques  reflexions  sur  la  mecanique,  suivies  d'une  premi^re  le^ii 
de  dynamique.    In-8''.    Paris,  Gauthier- Villars.  Fr.  1.50. 

RouTH,  Edward  Johit,  A  treatise  on  Analytical  Statics.  With  illusir.  taken  from 
the  theories  of  Electricity  and  Magnetism.  Vol.  2.  2nd  ed.  Revised  and 
enlarged.    8vo,  pp.  390.        Cambridge  University  Press.  14  s. 

SicARD,  H.,  Trait^  de  cin^matique  th^orique.  Avec  des  notes  par  A.  Labrouase. 
gr.  in-8».    Paris  1901 ,  Gauthier -Villars.  Fr.  4  50. 

Tesbari,  D.,  La  costruzione  degli  ingranaggi,  ad  uso  delle  scuole  d^li  ingegneri 
e  dei  meccanici.    XV,  226  p.  con  8  tay.    8^    Torino,  fratelli  Bocca.       L.  8. 

Physik. 

DuHEM,  B.,  Les  theories  ^lectriques  de  J.  Clerk  Maxwell.  Etüde  historique  et 
critique.    gr.  in-8**.    Paris,  Hermann.  Fr.  8. 

Ferrajus,  Galileo,  Wissenschaftliche  Grundlagen  der  Elektrotechnik.  Kach  den 
Vorlesungen  über  Elektrotechnik  geh.  in  dem  R.  Museo  Industriale  in  Turin 
deutsch  hrsg.  v.  Leo  Finzi.  gr.  8^  Xu,  358  S.  m.  161  Fig.  Leipiig  1901, 
B.  G.  Teubner.  geb.  in  Leinw.  M.  lt. 

Fortschritte,  die,  der  Physik  im  Jahre  1902.  Dargestellt  von  der  deutxhen 
physikal.  Gesellschafb.  Halbmonatl.  Litteraturverzeichnis,  red.  v.  Karl  Scheel 
u.  Rieh.  ATsmann.  1  Jahrg.  24  Nrn.  Nr.  1.  40  S.  gr.  8^  Braonschweig, 
Vieweg  &  Sohn.  M.  4. 

Helmholtz,  H.,  Abhandlungen  zur  Thermodynamik.  Hrsg.  v.  Max  Planck. 
(Ostwalds  Klassiker  Nr.  124).    8^    84  S.   Leipzig,  Engehnann.    Kart.  M.  1.40. 

Jahrbuch  der  Astronomie  und  Geophysik.  Enthaltend  die  wichtigsten  Fortschritte 
auf  den  Gebieten  der  Astrophysik,  Meteorologie  und  physikal.  Erdkunde. 
12.  Jahrg.  1901.  M.  5  Taf.  in  Schwarz-  u.  Buntdr.  gr.  8^  VTH,  416  S. 
Leipzig,  Mayer.  M.  7. 

Pernter,  J.  M.,  Meteorologische  Optik.  1.  Abschn.  gr.  8^  VTH,  54  S.  m.  Fig. 
Wien,  Braumüller.  M.  1.80. 
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PiLOBiM,  LuDw.,  Einige  Aufgaben  der  Wellen-  und  Farbenlehre  des  Lichts.   Progr. 

4^    69  8.  m.  Fig.  u.  2  färb.  Taf.    Cannstatt  1901,  Reitzel.  M.  S. 

Beioeb,  B.,  Innere  Beibung  plastischer  und  fester  Körper.    Diss.    Erlangen  1901. 

8^    66  S.  m.  Abb. 
Thompson,  Stlyanus  P.,  Mehrphasige  elektrische  Ströme  und  Wechselstrommotoren. 

2.  Aufl.    Übers,  v.  K.  Strecker  u.  V.  Vesper.    (In  etwa  10  Heften.)    1.  Heft. 

gr.  8^    S.  1—48  m.  2  Taf.    Halle  1901,  Knapp.  M.  2. 

WisBz,  M.,  Beiträge  zur  Theorie  der  Lichtbahnen  und  Wellenflächen  in  heterogenen, 

isotropen  Medien.    Diss.   Bostock  1901.    8^    60  S.  u.  Fig. 

Bechenapparate,  Tafeln. 

BouYABT,  G.,  et  A.  Batinet,  Nouvelles  tables  de  logarithmes  ä  6  d^cimales, 
division  centäsimale,  conforme  ä  Tarr^t^  minist^riel  du  3  aoüt  1901  ä  Tusage 
des  candidats  aux  dcoles  Polytechnique  et  de  Saint-Cyr.  In-8^.  Paris  1901, 
Hachette.  Cart.  Fr.  2. 

DüNLOP,  H.  C,  and  Jackson,  C.  S.,  Slide  rule  notes.  4to,  pp.  68.  London,  Simp- 
kin.  3  s. 

Gauss,  F.  G.,  Fünfstellige  vollständige  trigonometrische  und  polygonometrische 
Tafeki  fOr  Maschinenrechnen,    gr.  8^    XVIII,  100  S.    Halle  1901,  Strien. 

geb.  in  Leinw.  M.  7. 

Hammkb,   E.,   Sechsstellige  Tafel  der  Werte  log^^\-^—'     Lex.  8^     FV,  73  S. 

Leipzig,  B.  G.  Teubner.  Kart.  M.  3.60. 

Bibm,  J.,  Tables  de  Multiplications.  2*  ^d.  st^rdotjpe.  Petit  in-4^  Paris  1901, 
Gauthier -Villars.  Fr.  7.60. 

Tables  des  logarithmes  k  6  ddcimales  des  nombres  naturels  de  1  a  10  000  et 
tables  des  logarithmes  ä,  6  ddcimales  des  sinus,  cosinus,  tangentes  et  co- 
tangentes  des  arcs  du  premier  quadrant  de  minute  en  minute  centäsimale, 
dans  le  Systeme  de  la  division  däcimale  de  la  circonfdrence.  In-12.  Paris  1901, 
Delagrave.  Fr.  2.60. 

Tafels  van  de  2e  en  3e  macht  en  van  de  kwadraat-  en  kubiekwortels  der  ge- 
tallen  van  1—1000.    Breda  1901,  van  Tumhout.   post  8^   2  en  23.     F.  0.26. 

Verschiedenes. 

Annuaibb  des  mathdmaticiens,  1901 — 1902,  publik  sous  la  direction  de  G.  A.  Laisant 

et  Ad.  Buhl.    In-S«.    Paris,  Naud.  Fr.  6. 

Jahbbuch  über  die  Fortschritte  der  Mathematik.    30.  Bd.    Jahrg.  1899.    2.  Heft. 

Berlin  1901,  Beimer.  M.  6.60. 

Jahbbuch  über  die  Fortschritte  der  Mathematik.    30.  Bd.    Jahrg.  1899.    3.  Heft. 

Berlin  1901,  Beimer.  M.  12. 

Mathematical   Questions   and   Answers   from  the   Educational   Times.    Edit.   by 

D.  Biddle.    Vol.  76.    Cr.  8  vo.    London  1901,  Hodgson.  6  s.    6  d. 

PsABSON,   Kabl,    Mathematical   Contributions   to   the   Theory   of  Evolution.     X. 

Supplement  to  a  Memoir  on  Skew  Variation.  4^.  London  1901,  Dulan.  1  s. 
pBiTAT-DEScHAmBL  et  FociLLON,   Dictionuaire   g^n^ral   des  sciences  thdoriques  et 

appliqu^es.    6*  ^d.   enti^rement  refondue,   par  Jules  Gay  et  Louis  Mengin. 

T.  I,  A-C.    gr.  in-8<»  illustr^.    Paris,  Garnier  fr^res.  Fr.  10. 
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Berichtigung. 

In  der  Besprechung  von:  E.  Hammer,  Astronomisches  Nivellement . .  .,  diese 
Zeitschrift  Band  46,  muTs  es  auf  S.  495,  Z.  19  ▼.  u.,  heiüsen  „etwa  ^  bis  ^  Sekunde^ 
statt  „j  bis  ^  Sekunde*\  A.  Böksch. 
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ISenester  Terlag  Ton  B.  G/Teubner  in  Leipzig. 

Xnoyklopftdie  deV  Mathematiscken  WiBBenschaften,  mit  Ein- 
schlulB  ihrer  Anwendungen.  Hrsg.  im  Auftrage  der  Akademieen  der 
Wiasenschaften  zu  München  und  Wien  und  der  Gesellschafb  der 
WiBBenschaften  zu  Göttingen,  sowie  unter  Mitwü'^ung  zahlreicher 
Fachgenossen.    In  7  Bänden  zu  je  6 — 8  Heften,    gr.  8.    geh. 

Bisher  erBohien: 


I.  Arithmetik  «.Algebra,  nd.  r.Jfn,M.»jet. 
Heft:   1.  [122  S.]   1898.  ..4  8.40;   8.  [HS  8.] 

1899.  JC  S.40;   S.  [128  8.]  1899.  JC  8.80; 

4.  [160  B.]  1899.  JCA.90;  5.  [2i  8  8]  1900. 

JC  6.40;  6.  [873  8.]  1901.  ^7.80. 
n.  Ajiftlyils,  8  Teile,  red.  ▼.  H.  Bnrkhardt 

I.  Teü.  ^Heft:  1.  [160  8.]  1899.  »^4.80; 

8./3.   [840  8.]  1900.   ^7.50;    4    [160  8.] 

•«C  4.80.    II.  Teil.  Heft:  1.  [175  8]  1901. 

Ji  6.80. 
XV.  Mechanik,  8  Teile,  red.  Ton  F.  Klein. 
L  Teil.    Heft:  1.   [1818.]  1901.  jKS.40. 

U.  TeiL    Heft:  1.  [147  8.]  1901.  «^8.80. 

CFortsetsnng  von  Band  I,  II  u.  IV  n.  d.  Pr.] 


Unter  der  Presse: 
nL  QeoBietrie,  3  Teile,  red.  y.  Fra.  Heyer. 
Y.  Fhyslky  8  Tle.,  red.  t.  A.  Sommerfeld. 
VI.  1:  Geedifie  nnd  Geophysik,  red.  y. 
S.  Wiehert. 

In  Yorbereitting: 

VI.  8:  Astronomie,  red.  r.  B.  Lehmann- 

Filh«B. 
VIL  Hlitortsehe,  philoiophlieho  u.  dltek- 

tiiehe  Frag  es  behaadehid,  sowie  Chene- 

ralregliter. 


Bardey.  Dr.  Srnst.  algebraische  Gleichungen  nebst  den  Be-  / 

sultaten  und  den  Methoden  zu  ihrer  Auflösung.    Fünfte    -  / 

Auflage,    bearbeitet  von   Fribdbich  Pietzueb.     [XHI  u.  420   S.] 
gr.  8.     1902.     geb.  n.  JK  8.— 

Cantor,  Moritz^  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik. 
In  3  Bänden.  HL  Band.  Von  1668—1758.  2.  Aufl.  Mit  147  in  den 
Text  gedruckten  Fig.    [X  u.  923  S.l    gr.  8.  1901.   geh.  n.  JC  25.60. 

Ceakroy  Emesto«  Vorlesungen  über  natürliche  Geometrie. 
Autorisierte  deutsche  Ausgabe  von  Dr.  Gkhhari^  Kowauswski. 
Mit  24  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  [VHI  u.  841  S.]  gr.  8. 
1901.    in  Leinwand  geb.  n.  JC  12, — 

CurtBey  MaTriwiiHan,  ürkunflen  zur  Geschichte  der  Mathematik 
im  Mittelalter  und  der  Benaissance.  In  zwei  Teilen.  Erster 
Teil.  Mit  127  Figuren  im  Text  ^eft  XII  der  «Abhandlungen 
zur  Geschichte  der  mathematischen  Wissenschaften  mit  Einschrurs 
ihrer  Anwendungen",  begründet  von  Mobitz  Castob.)  [X  u.  386  S.] 
gr.  8.     1902.    geh.  n.  ^  16.-^ 

DiokBon^  L«  B.,  Ph.  D.,  Assistant  Professor  of  Mathematics  in  the 
üniversity  of  Chicago,  linear  Groups  with  an  exposition  of 
the  Galois  Field  theory.  [X  u.  312  S.]  gr.  8.  1901.  [In 
englischer  Sprache.]    In  Leinw.  geb.  n.  «^  12. — 

Ferraris.  Galileo^  wissenschaftliche  Grxuidlagen  der  Elektro- 
technik. Nach  den  Vorlesungen  über  Elektrotechnik  gehalten  in 
dem  B.  Museo  Industriale  in  Turin.  Deutsch  herausgegeben  von 
Dr.  Lbo  Fmzi.    Mit  161  Figuren  im  Texi    [XII  u.  358  S.]    gr.  8. 

1901.  geb.  n.  <^  12.— 

Sbraher,  Dr.  Karl  T.,  der  naturwissenschaftliche  Unterricht  in  / 

England,  insbesondere  in  Physik  und  Chemie.    Mit  einer  Über-  / 

sieht  der  englischen  Unterrichtslitteratur  zur  Physik  und  Chemie 
und  18  Abbildungen  im  Text  u.  auf  3  Tafeln.    [VUI  u.  94  S.]  gr.  8. 

1902.  In  Leinw.  geb.  n.  JC  3.60. 

neuere  Versuche  zur  Mechanik  der  festen,  und  flüssi- 

:en  Körper.   Mit  einem  Anhange  über  das  absolute  Masssystem. 

Beitrag  zur  Methodik   des   physikalischen  Unterrichts.     Mit 

56  Figuren  im  Text.     [VI  u.  68  S.]   gr.  8.    1902.   geb.  n.  «^  2.— 

IPöpply  Prof.  Dr.  AvLg.y  Vorlesungen  über  technische  Mechanik. 

In  4  Bänden,    gr.  8.    Pteis  des  ganzen  Werkes  in  4  Leinwand« 

Bänden  n.  «/^  44. — 

I.  Band.    Einführnng  in  die  Mechanik.     (1.  Anfl.  1896.)    8.  Anfl.     [XIV  n. 

428  8.]    1900.    geb.  n.  Jt:  10.— 
II.      >-        Graphische  Statik.    [X  n.  468  8.]    1900.    geh.  n.  JC  19.— 
Ol     —       Festigkeitslehre.    (1.  Anfl.  1897.)    8.  AaJL    [XYin  n.  518  8.]    1900. 

geh.  n.  JC  18.— 
IV.     —        Dynamik.    [XIV  u.  466  8.]    1899.    geh.  n.  JC  18.— 


gen 
Eüi 


Gleiohen,  Dr.  A.^  Oberlehrer  aii  EönigL  Kaiser  Wilhehns-Realgymnasiam 

zu  Berlin,  Lehrbuch  der  geometrischeii  Optik.   Aus  Teubners 

Sammlung  von  Lehrbüchern  auf  dem  Gebiete  der  matbematigclien 

WisseuBchaften   mit  Einschluffl  ihrer   jlnwendungen.     Band  YliL 

Mit  261  Fig.  im  Text.  [XIV  u.  611  S.]  gr.  8.  1902.  geb.  n,JC^.^ 

10  1  -1-  « 
Hammer,  Dr.  IB.,  Sechsstellige  Tafel  der  Werte  log  ^ ^.    Pur  jeden 

Wert   des  Argumente  log  x  von  8.0—10  bis  9.99000—10   (vom 

Argument  9.99000—10  an  bis  9.999700—10  sind  die  log  ^  ^ 

1  —  X 

nur  noch«:  fünfstellig  angegeben,  von  dort  an  vierstellig  [lY  n.  7S  S.] 

gr.  8.     1902.    geb.  n.  Ui^  3.60.    ^ 

Sleiiiy  F.,  Anwendung  der  Differential-  und  Integralrechnung 
auf  Geometrie,-  eine  Revision  der  Principien.  Vorlesung,  ge- 
halten während  des  Sommersemesters  1901.  Ausgearbeitet  von 
CoNBAD  MüLUBB.   JYJH  u.  468  S.]    gr.  8.     1902.    geb.  n.  JC  10.— 

Ijoria,  Dr.  Gino,  ord.  Professor  der  Geometrie  an  der  Universität  Gtenua, 
spezielle  algebraische  und  transscendente  ebeneKurven. 
Ijieorie  und  Geschichte.  Autorisierte,  nach  dem  italienischea 
Man\iBkript  bearbeitete  deutsche  Ausgabe  von  Fbitz  Schutte,  pberL 
am  Kgl.  Gymnasium  zu  Neuwied-  Mit  174  Fig.  auf  17  lithogr.  Tafeln. 
(Band  Y  von  B.  G.  Teubners  Sammlung  von  Lehrbüchern  auf  dem 
•  Gebiete  der  mathematischen  Wissenschaften  mit  fiinschluXs  äirer 
Anwendungen.)    1.  Hälfte.    [416  SJ    gr.  8.    1902.   geh.  n.  JC  tS, — 

Müller,  Feliz^  mathematiscnes  Vokabularium,  französisch- 
deutsch  und  deutsch-französisch,  enthaltend  die  Kunst- 
ausdrücke aus  der  reinen  und  angewandten  Mathematik.  [XIY  a. 
816  S.]    Lex.-8.     1901.    In  Leinw.  geb.  n.  JC  20.— 

Netto,  K,  Lehrbuch  der  Kombinatorik.  [VIII  u.  260  S.]  1903. 
gr.  8.    In  Leinwand  geb.  n.  JC  9.i— 

Fasofü.,  Bmst,  o.  Prof  a.  d.  Universität  zu  Paris,  Bepertarinm 
der  höheren  Mathematik  (Definitionen,  Formeln,  Theoreme, 
Litteratur).  Autorisierte  deutsche  Ausgabe  nach  eine;r  neuen 
Bearbeitung  des  Originals  nach  A.  Sohepp,  Oberleutnant  a.  D.  zu 
Wiesbaden.  In  2  Teilen:  Analysis  und  Geometrie,  gr.  8.  In 
Leinwand  geb.  L  Teil:  Die  Analysis.  [XII  u.  638  S.]  1900. 
n.  ^10.—  n.  Teil:  Die  Geometrie.  rXu.712S.]  1902.  n.*4K12.— 

PeiriT.  Dr.  John^  F.  R.  S.,  Professor  der  Mechanik  und  MaÜiematik  am 
Koyal  College  of  Science  zu  London,  höhere  Analysis  für 
Ingenieure.  Autorisierte  deutsche  Bearbeitung  von  Dr.  Bobsxt 
Fbickb,  0.  Professor  an  der  technischen  Hochschule  zu  Braunschweig, 
und  Fbitz  Süchtinq^,  Oberingenieur  am  städtischen  Elektrizitäts- 
werke zu  Minden  i.  W.  Mit  106  in  den  Text  gedruckten  Figuren. 
[X  u.  423  S.]     gr.  8.     1902.     geb.  n.  JC  12.— 

Bellenthin^  Dr.  Bernhard.  Oberleli^er  der  Kaiserlichen  Marineschule  zu 
Kiel,  "mathematis euer  Leitfaden  mit  besonderer  Berück- 
sichtigung der  Navigation.  Auf  Veranlassung  der  Kaiseri. 
Inspektion  des  Bildungswesens  der  Marine  bearbeitet.  Mit  324  Figuren 
im  Text.     [XI  u.  460  S.]     gr.  8.     1902.    geb.  n.  JC  8.40. 

BtolB^  0./und  J.  A.  Q-memer^  theoretische  Arithmetik.  In  2  Ab- 
teilungen. I.  Abteilung.  Zweite  umgearbeitete  Auflage  der 
Absckoitte  I — IV  des  I.  Teiles  der  Vorlesungen  über  allgemeine 
Arithmetik  von  0.  Stolz.  A.  u.  d.  T.:  B.  G.  Teubners  Sammlung 
von  Lehrbüchern  auf  dem  Gebiete  der  Mathematischen 
Wissenschaften  mit  EinschluijB  ihrer  Anwendungen.  Band  IV,  1. 
[IV  u.  98  S.]  gr.  8.  1901.  geh.  n.  JC2A0]  in  Leinwand  geb.  n.  .4K  8.— 

von' Weber,  Dr.  IS.,  Privatdocent  an  der  Universität  München,  Vor- 
lesungen über  das  Pfaffsche  Problem  und  die  Theorie 
der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 
Au.d.  T.:  Teubners  Sammlungvon.  Lehrbüchern  auf  dem 
Gebiete  der  Mathematischen  Wissenschaften.  BandIL  [XI 
u.  622  S.]    gr.  8.  1900.  In  Leinwd.  geb.  n.  Ui^  24.— 

Hierzu  Beilagen  von  B.  G.  Tenbner  in  Leipaig. 
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